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PRÉFACE. 


Le  Traité  de  Mécanique  céleste,  dont  je  publie  aujourd'hui  la  pre- 
mière Partie,  a  pour  base  les  Leçons  que  j'ai  faites  à  la  Sorbonne 
depuis  i883  comme  suppléant,  puis  comme  successeur  de  M.  V. 
Puiseux.  Les  Leçons  de  ce  Maître  éminent  brillaient  par  une  clarté 
incomparable,  et  c'est  un  grand  dommage  pour  la  Science  qu'elles 
n'aient  jamais  été  publiées.  Je  suis  heureux  de  les  avoir  suivies  pen- 
dant plusieurs  années,  et  les  élèves  de  M.  Puiseux  en  retrouveront  des 
traces  nombreuses  dans  mon  Ouvrage. 

Le  Tome  I  comprend  la  théorie  générale  des  perturbations,  fondée 
sur  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  Tome  II,  je  traiterai  de  la  figure  des  corps  célestes  et  de 
leurs  mouvements  de  rotation. 

Le  Tome  III  sera  consacré  à  la  théorie  de  la  Lune,  à  un  abrégé  de 
la  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  à  la  méthode  de  Hansen  pour  le 
calcul  des  perturbations  des  petrt^^s  planètes  et  aux  divers  travaux  qui 
ont  enrichi  le  domaine  de  la  Mécanique  céleste  dans  ces  dernières 
années. 

Le  présent  Volume  est  susceptible,  je  l'espère  du  moins,  d'inté- 
resser les  géomètres  et  les  astronomes.  J'ai  présenté  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires,  ou  plutôt  son  application  à  la 
Mécanique  céleste,  de  deux  façons  différentes,  en  me  reportant  aux 
travaux  de  Jacobi  ou  à  ceux  de  Lagrange. 

Cette  méthode  n'offre  peut-être  pas  toujours  le  moyen  le  plus  rapide 
d'arriver  au  calcul  des  perturbations,  notamment  quand  il  s'agit  des 
astéroïdes;  cependant,  au  point  de  vue  de  l'enseignement,  elle  est 
d'une  grande  simplicité. 


VI  PREl'ACE. 

Du  reste,  elle  a  permis  à  Le  Verrier  d'édifier  ses  théories  des  an- 
ciennes planètes.  Les  formules  qui  lui  ont  servi  constamment  dans 
l'ensemble  imposant  de  ses  recherches  sont  adaptées  avec  un  rare 
talent  aux  besoins  de  la  pratique,  et  j'ai  jugé  utile  de  m'y  conformer. 

J'espère  que  les  jeunes  astronomes  qui  voudront  étudier  ce  premier 
Volume  n'éprouveront  aucune  peine  à  s'assimiler  ensuite  tous  les 
détails  des  théories  de  Le  Verrier,  telles  qu'elles  ont  été  publiées 
dans  les  Annales  de  l'Observatoire. 

J'ai  cru  devoir  consacrer  un  Chapitre  à  la  découverte  de  Neptune, 
qui  a  fourni  la  confirmation  la  plus  éclatante  de  la  théorie  de  la  gravi- 
tation. 

Bien  que  le  Volume  actuel  traite  surtout  de  l'application  de  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  j'y  ai  donné  nombre 
de  résultats  qui  appartiennent  aux  méthodes  de  Hansen,  dont  l'expo- 
sition dans  le  Tome  III  aura  été  ainsi  notablement  facilitée. 

Il  va  sans  dire  que,  si  le  lecteur  peut,  avec  le  Traité  actuel,  s'initier 
assez  facilement  aux  détails  d'une  science  ardue,  il  ne  sera  pas  dis- 
pensé, s'il  veut  la  pénétrer  plus  profondément,  de  recourir  au  grand 
Traité  de  Laplace,  dont  tous  les  Chapitres  présentent  encore  aujour- 
d'hui aux  astronomes  les  plus  exercés  des  sujets  variés  de  méditations 
fécondes. 

Je  dois  adresser  de  vifs  remerciements  à  MM.  Gauthier -Villars,  qui 
ont  apporté  à  l'impression  des  soins  minutieux  et  auront  contribué 
ainsi  à  faciliter  la  lecture  de  l'Ouvrage. 

J'aiplaisir  à  remercier  aussi  tout  particulièrement  M.  O.  Callandreau, 
qui  ne  s'est  pas  borné  à  m'aider  dans  la  revision  des  épreuves,  mais 
m'a  donné  souvent  des  conseils  judicieux. 

10  novembre  x888. 
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INTRODUCTION. 


1.  Équation  générale  de  la  Dynamique.  —  En  combinant  le  principe  de 
d'Alembert  avec  celui  des  vitesses  virtuelles,  Lagrange  a  pu  condenser  en  une 
seule  équation  symbolique  les  équations  du  mouvement  d'un  système  quel- 
conque de  points  matériels  soumis  tous,  ou  quelques-uns  seulement,  à  des 
forces  données. 

Cette  équation  est 

ou  encore 

iT,  y,  z  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  quelconque  du 
système;  m  sa  masse;  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  résul- 
tante des  forces  directement  appliquées  à  ce  point.  Cette  équation  (i)  doit  avoir 
lieu  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variations  infiniment  petites  ^a:^ 
Sy,  Bz,  ...  des  coordonnées  œ,  y,  z,  ...  compatibles  avec  les  liaisons  du  sys- 
tème; dans  cette  même  équation,  le  ^  du  premier  membre  s'étend  à  tous  les 

points  du  système,  et  celui  du  second  seulement  à  ceux  de  ces  points  auxquels 
des  forces  sont  appliquées. 

ï.  -  1.  1 
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Les  liaisons  seront  représentées  par  un  certain  nombre  d'équations,  telles  que 

(  f{t,  x,y,  z;  a;',    ...)  =  o, 

(2)  j  (p(i,  57,7,  -;  ^'>  .  .  .)  =  o, 


Les  variations  Sa?,  fy,  ...  devront  vérifier  les  équations  suivantes 

dos  dy 

-^  Ôjc  -{-  -^  èy  -h . . .  =  o, 
ôx  dy  "^ 


obtenues  en  différentiant  les  équations  (2)  par  rapport  à  la  caractéristique  S 
sans  faire  varier  le  temps  t. 

On  sait  comment,  en  introduisant  les  facteurs  indéterminés  de  Lagrange, 
on  tire  de  ce  qui  précède  les  équations  différentielles  du  mouvement  des  divers 
points  du  système. 

Nous  allons  transformer  l'équation  (i)  de  manière  à  en  déduire  le  principe 
d'Hamilton. 

2.  Principe  d'Hamilton.  —  Soit,  dans  le  système  considéré,  n  le  nombre 
des  points  matériels  et,  par  suite,  3/ile  nombre  des  coordonnées  oc,  y,  ...;  si 
"^n  —  k  désigne  le  nombre  des  équations  (2)  de  liaison,  on  pourra  tirer  de  ces 
équations  les  valeurs  de  S/i  —  ^  coordonnées  en  fonction  de  t  et  des  k  autres  qui 
pourront  être  considérées  comme  des  variables  indépendantes;  pour  plus  de 
symétrie,  on  pourra  dire  que,  en  partant  des  équations  (2),  il  est  possible  d'ex- 
primer toutes  les  coordonnées  en  fonction  de  ^  et  de  X:  variables  indépendantes 
q^y  ^2»  ..-,  qk''>  on  aura,  par  exemple, 

x  —  Y{t,  quqi,  ...,  qk)' 

Les  variations  infiniment  petites  S^<,  ^q^,  ...,  ^qk  pourront  être  absolument 
quelconques;  quant  aux  variations  ^x,  §y,  qui  figurent  dans  l'équation  (i),  on 
les  calculera  ensuite  par  des  équations  analogues  à  la  suivante 

obtenues  en  différentiant  l'expression  de  x  par  rapport  à  la  caractéristique  S 
sans  faire  varier  le  temps. 

Pour  arriver  au  principe  d'Hamilton,  nous  allons  considérer  les  ^i,  qui 


INTRODUCTION. 


peuvent  être  quelconques,  comme  des  fonctions  de  t,  fonctions  arbitraires, 
mais  infiniment  petites;  en  partant  de  là,  nous  transformerons  l'équation  (i); 
les  §07,  §j,  ...  seront  des  fonctions  de  t  déterminées  par  les  formules  (3), 
et  nous  pourrons  écrire 


d^x  ^    d  (  dx  ^   \       dx  dàx 

~d^    ^  ~~dt  \di   ^ )~~dt     dt   ' 


Pour  une  valeur  donnée  de  t,  quand  on  change  a?  en  ^+  ^x,  il  en  résulte  dans 

dx  11  ^5»  dx  I 

-jj  le  changement  0-7-;  on  aura  donc 

^dx       d{x  -{-  dx)        dx 


OU  bien 


on  en  conclut 


dt  dt  dt 


dèx  ^dx 

dt    ~~     'dt' 


dx  dèx dx  ^dx ,  ^f  dx\^ 

Tt     dt    ~~  "di    'dt'~^    \dt  )  ^ 


et  l'expression  de  -^  ^x  devient 


De  cette  équation  et  des  équations  analogues  concernant  j,  z,  x\  ...,  on  déduit 


(5) 


On  voit  s'introduire  dans  cette  équation  la  demi-force  vive  du  système;  nous  la 
représenterons  par  T  : 

Si  nous  posons 

(7)  Y^{y.hx-r\hy  +  Zdz)^W, 
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l'équation  (i)  donnera,  en  ayant  égard  aux  formules  (5),  (6)  et  (7), 

Le  second  membre  de  cette  équation  ne  contient  plus  rien  qui  se  rapporte  au 

système  de  coordonnées  employé,  carT  =  -  ^mi>^  n'en  dépend  pas,  et  il  en  est 

ainsi  de  U'  qui,  par  sa  définition  même,  représente  la  somme  des  travaux 
des  forces  pour  le  déplacement  virtuel  caractérisé  par  ^œ,  ^y,  .... 

Il  en  est  de  même  aussi  du  premier  membre  de  l'équation  (8),  car  l'expression 

div  5,         dy  ^         ds  ^ 
dt  dt    -^       dt 

représente  le  produit  de  la  vitesse  ('du  point  M  parla  projection,  sur  la  direction 
de  cette  vitesse,  du  déplacement  virtuel  h  du  même  point  M  {h  a  pour  projec- 
tions sur  les  axes  ^x,  Sj,  5s). 

Multiplions  l'équation  (8)  par  dt  et  intégrons  entre  ^o  et  /,  deux  valeurs  quel- 
conques de  t',  nous  trouverons 

où  le  premier  membre  représente  la  différence  des  valeurs  que  prend,  pour 

t  =  tf^  et  ^  =  ^, ,  l'expression  ^^-^i-^^^  ^-j:^y  -^  -j:^^]' 


dt             dt  '^       dt      ^ 
Si  nous  imposons  aux  variations  ^qi  la  condition  de  s'annuler  pour  /  —  ^0  et 
/=/,,  il  en  sera  de  même  des  variations  ^a?,  oy ot  l'équation  (9)  donnera 

(10)  f    (0Ï+  U')ar/  — o; 


cette  formule  constitue  ce  qu'on  appelle  \t  principe  d'Hamilton. 

Dans  un  cas  très  général,  il  est  permis  de  simplifier  l'équation  (10)  :  c'est  le 
cas  où  il  existe  une/onction  des  forces  U,  c'est-à-dire  où  l'on  a 


x  = 

"  dx 
~  dx'" 

Y=: 

Zrr: 

Jz' 

la  fonction  U  est  supposée  ne  dépendre  que  des  coordonnées  oc,  y,  z,  x',  ...  des 
divers  points  du  système  et  du  temps  t  qui  peut  y  figurer  explicitement. 
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En  se  reportant  à  la  définition  de  U',  on  trouvera 


"'=20^^-^^^-^^^-^'^. 


et  l'équation  (lo)  s'écrira  j^ 


f\^' 


ou,  plus  simplement, 


(II)  à  f    {T  -hl])dt  —  o; 

ainsi  la  variation  de  l'intégrale  /    (T  +  \])dt  doit  être  nulle. 

Nous  supposerons  désormais  l'existence  d'une  fonction  des  forces,  de  la  na- 
ture indiquée,  ce  qui  se  trouvera  réalisé  dans  les  applications  à  l'Astronomie 
dont  nous  aurons  à  nous  occuper. 

3.  Equations  de  Lagrange.  —  Le  principe  d'Hamilton  se  prête  très  faci- 
lement à  la  transformation  des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un 
système,  lorsqu'au  lieu  des  coordonnées  rectangulaires  on  introduit  d'autres 
variables  pour  déterminer  les  positions  des  divers  points  du  système. 

Supposons  que,  à  l'aide  des  équations  de  liaison  (2),  on  ait  exprimé  les  co- 
ordonnées 07,  y,  s,  x',  ...  de  tous  les  points  du  système  en  fonction  de  t  et  des 
k  variables  indépendantes  y,,  ^2»  •••'  Çk-  Posons  d'une  manière  générale 

df/i 

l'expression  (6)  de  T  prouve  que  cette  quantité  deviendra  une  fonction  de  /,  de 

Çi,  q.2^  '--^  Çk  et  de  g\,  q\y  ...,  qj^\  U  ne  dépendra  que  de  /  et  de  y,,  q^ qJ^.  On 

sait  qu'en  différentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  Z  on  doit  regarder  comme 
constant  le  temps  qui  figure  explicitement  dans  les  équations  de  liaison  ;  on  aura 
donc 

puis 


i~\ 


i=k 
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en  portant  ces  expressions  de  SU  et  de  ST  dans  (i  i),  il  viendra 


(i3) 


i\{w.-^w^'''-^--^{w.^wù'''] 


dt 


or  on  a 


ou  bien,  en  intégrant  par  parties, 


"HS) 


hqi  dt. 


Mais,  puisque  les  variations  Iq^  sont  supposées  nulles  pour  /  =  ^^  et  pour  t  =  t^, 
il  vient 


et  l'équation  (i3)  peut  s'écrire 


d(^\ 


àq'i) 


dt 


àqtdt, 


■«/'iP-i^-^-^^^^— [ 


""[dq'J        ^(T  +  U) 


dt 


àqk 


] 


â^yt  (  c/i  =:  G. 


Cette  équation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  variations  infiniment  pe- 
tites ^q^,  2^2'  •••  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  on  en  conclut  que 
l'on  doit  avoir  identiquement 


<w) 


dt 


àqx       dqi  ~    ' 


(i5) 


\dq'J        ÔT       d\} 


àq^        àq^ 


d 


dt 


dq\.)       d'\       d\] 

dt  dqk        àqk  ~    ' 


car,  si  ces  quantités  n'étaient  pas  identiquement  nulles,  on  pourrait  donner  aux 


INTRODUCTION.  7 

variations  Sg,,  ^q.^,  •••  des  signes  tels  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  /  comprises 
entre  t^  et  /,,  chacune  des  expressions 


L       dt  dqt        J 


^qi 


soit  constamment  positive,  et  alors,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  (i4)  ayant 
le  même  signe,  cette  intégrale  ne  pourrait  pas  être  nulle. 

Les  équations  (r5)  sont  dites  équations  de  Lagrange;  elles  ont  été  données 
pour  la  première  fois  par  ce  grand  géomètre. 

On  voit  donc  qu'aussitôt  que,  dans  les  problèmes  de  Dynamique  considérés, 
on  a  fixé  le  choix  des  variables  indépendantes  à  l'aide  desquelles  on  peut  ex- 
primer les  coordonnées  de  tous  les  points  du  système,  on  est  à  même  de  former 
sans  élimination,  par  un  calcul  élégant  et  facile,  les  équations  différentielles 
propres  à  déterminer  les  variables  introduites. 

4.  Forme  canonique  d'Hamilton.  —  Nous  considérons  maintenant  les 
problèmes  de  Dynamique  dans  lesquels  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps;  nous  admettons  toujours  qu'il  existe  une  fonction  des  forces,  dépen- 
dant seulement,  comme  nous  l'avons  dit,  des  coordonnées  des  divers  points, 
et  pouvant  contenir  explicitement  le  temps. 

Soient  ^<,  q.^,,  ...,  q^  les  variables  indépendantes  à  l'aide  desquelles  on  peut 
exprimer  les  coordonnées  de  tous  les  points  ;  on  aura,  puisque  les  liaisons  sont 
indépendantes  du  temps,  des  expressions  de  cette  forme 

X  —  V{qr,  q^,    ...,   q^), 

y  =  ^{q\y  qi,  •■•,  qk), 


d'où,  en  représentant  comme  précédemment  par  q\  la  dérivée  -^j 

dx       ,  d¥        ,  dÇ  ,  d¥ 

dy         ,  d<b  ,  d^b  ,  d^ 


En  portant  ces  valeurs  dans 
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on  trouvera  un  résultat  de  cette  forme 


(i6)  -^ 


+     A2,2q'i      +'^Ai,iq'^q'^  +  ...  +  iki,kq'iq'k 

+ 

+   kk,kq'k- 


On  voit  que  T  est  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des  variables  q' \ 
les  coefficients  A,,,,  A,, 2,  •••  sont  des  fonctions  des  variables  q  ne  contenant  pas 
le  temps  explicitement. 
Les  variables  q  seront  déterminées  par  k  équations  différentielles,  telles  que 

^^'  dt  dqt"  dqt' 

quand,  après  avoir  formé  la  dérivée  partielle  (-<-,p  on  remplacera  ^', ,  q.^,  ... 
respectivement  par  -^y  -—?  •••)  on  voit  que  l'équation  (17)  sera  une  équation 

différentielle  du  second  ordre.  Le  problème  dépendra  donc  de  l'intégration  de 
k  équations  différentielles  simultanées  du  second  ordre. 

Nous  allons  actuellement  faire  un  nouveau  changement  de  variables  en  po- 
sant 

nous  remplacerons  les  k  variables  q'-  par  les  k  nouvelles  variables/?,. 
Si  l'on  tient  compte  de  (16),  les  équations  (18)  pourront  s'écrire 

(  Pi  =  A,,i^'i+ A,,,^;  +. .  .  + A,,A^'^., 
(19)  1  A  =  A,,29'',  +  Aa.a^'j +. . .-+- Aj,;^.^/,, 


En  résolvant  ces  k  équations  du  premier  degré,  on  aura  les  valeurs  de  q\, 
q\,  ...,  q^  en  fonction  de/7,,7?2»  -"^Pk  et  de  q^,  q.,  ...,  qk,  et  si  l'on  reporte  ces 
valeurs  dans  (16),  on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 

/  2T  — Bi,,/>J+ 2B,,,/j,/?2  4-. .  .-f-2B,,;t/?i/?>t 

.g/v  I  +      82,2/^2        +---+2B2,^/?2/'yt 

où  les  coefficients  B,,,,  B,^2»  •••  seront  des  fonctions  de  q^^  q.,y  ...,  qk. 
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Quant  à  la  fonction  U,  elle  ne  changera  pas,  puisqu'elle  est  supposée  ne  pas 
contenir  les  variables  q' . 

T,  qui  était  d'abord  une  fonction  des  variables  qi^iq-,  devient  maintenant 
une  fonction  des  variables  ^/et/j,;  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  qi  n'entre 
pas  de  la  même  manière  dans  les  deux  expressions  de  T;  il  convient  de  désigner 

par    y-    la  dérivée  partielle  de  T  prise  dans  l'hypothèse  des  variables  y,  et  q'i\ 

la  dérivée  prise  dans  l'hypothèse  des  variables  y,-  et/?,  sera  représentée  simple- 

ment  par  -j--^ , 

L'équation  (17  ),  en  ayant  égard  à  (18),  s'écrira  donc 

On  aura,  pour  la  différentielle  totale  de  T  prise  dans  le  premier  cas. 


on 


(21) 


"^  " 2  I  d^J  ^^'  "^  ^  P'  ^^'' 


et,  pour  la  même  différentielle  totale  prise  dans  le  second  cas. 


Ad.  dqi    ^       .dpi 

On  a  enfin,  en  appliquant  le  théorème  des  fonctions  homogènes  à  T, 


àq'i 
ou  bien 


>T  =  2^' 


(23)  2T=:2]/''9'i' 

d'où 

En  retranchant  de  cette  équation  l'équation  (21),  il  vient 

(24)  ^=-2[^.]^'?'-2]^''^/^"  ^ 

T.  -  I. 
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et,  en  comparant  les  deux  expressions  (22)  et  (24)  de  dT,  on  trouve 


(25) 


[àq^l 


àqi 


9i 


dp/' 


cette  dernière  équation  peut  s'écrire 


(a6) 

dqi 
dt 

~  àpi 

k 

On  tire, 

du 

reste, 

de 

(20) 

et  (25), 

(27) 

dpî 
dt 

—  — 

dqi 

àqi 

En  donnant  à  i  les  valeurs  i,  2,  ...,  ^,  les  équations  (26)  et  (27)  présentent 
le  résultat  cherché  sous  la  forme  de  2k  équations  différentielles  simultanées 
du  premier  ordre,  d'aspect  très  simple. 

Mais  on  peut  obtenir  encore  plus  de  symétrie  en  introduisant  une  notation 
spéciale  pour  représenter  la  différence  ï  —  U  et  posant 

H=rT  — U; 

si  l'on  remarque  que,  par  hypothèse,  U  ne  contient  pas  les  variables  pi,  on  voit 
que 

àn_âT^ 

âpi  ~  dpi 

On  a,  du  reste, 

àn_dT__dV^ 

dqi  "~  dqi        dqi' 


et  les  formules  (26)  et  (27)  deviendront  le  type  des  équations  du  groupe  sui- 
vant : 


(28) 


1    dq, 
\     dt 

dpy    _ 

dt  ~ 

àqx 

l    dq, 

dt 

d^ 

~^  àpi 

dp^  __ 
dt  ~~ 

an 

àqi 

dqk 

\     dt 

dU 

dpk 

dpk  _ 

dt   ~~ 

àqk 

Il  résulte  de  là  que  la  résolution  d'un  problème  quelconque  de  Dynamique 
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(avec  les  restrictions  énoncées)  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  de 
ik  équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre  dans  lequel  les  va- 
riables sont  conjuguées  deux  à  deux  ;  la  dérivée  de  l'une  quelconque  des  variables 
par  rapport  au  temps  est  égale  à  la  dérivée  partielle  d'une  même  fonction  H, 
prise  par  rapport  à  la  variable  conjuguée,  ou  à  cette  dérivée  changée  de  signe. 
Ces  équations  (28)  sont  dites  ramenées  à  la  forme  canonique. 

5.  Théorème  d'Hamilton.  —  Supposons  que  l'on  ait  intégré  les  ik  équa- 
tions différentielles  simultanées  (28);  on  aura  donc  exprimé  les  variables  qi  et 
Pi  en  fonction  de  /  et  de  ik  constantes  arbitraires  c,,  c.,,  ...,  Cg/t;  on  pourra 
exprimer  de  la  même  manière  la  fonction  H.  Cherchons,  dans  cette  supposition, 

la  dérivée  partielle  ^;  nous  aurons 


an 

àcr 

(?H  dp,       dR  dp, 

ôpi  âCi        âpi  Oci 

^  dR  dpk 

dpk  àci 

dR  dq,  ^  dR  dq,  ^ 

dqi  dCi        dq,  dCi 

ÔR   dqk 

dqk   dCi 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  équations  (28), 

dR  _       dq^  dpi        dq,   dp,  dqk  dpk 

dCi             dt   dci         dl    dci  '  '  '       dt    dci 

dpi  dqi       dp2  dq,  dpk  dqk 

dt    dCi         dt    dci  '  '  '        dt    dci 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

^H             d    /     dqi            dq^  ,         dqk 


n  Y'  dt 


dci~      dCi\'  dt    '  "^^  dt    ^"  dt 

d  (     dqi  dq,  dqk 


-dtV^^,''-P-^-dt,-^---^P'-d^i 


ou  encore,  à  cause  de  la  relation  (23), 


dR        idT         d  (      dqx  dq,  dqk 

^•-  'd^~dt\P'd^t'^P'-'dr,'^--'^P'dci 


On  en  tire,  en  remplaçant  H  par  T  —  U, 


d(T  +  U)_  d  (      dqi  dq,  dqk\. 

de,         -d-t[P^d^,-^P'd^-^---^P'-d^J' 


^ 


Multiplions  cette  équation  par  dt  et  intégrons  entre  les  limites  /«  et  t,  /„  étant 
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supposé  indépendant  des  constantes  c,;  nous  trouverons 


(29) 


les  indices  t^  et  t  placés  au-dessous  des  parenthèses  indiquant  qu'il  faut  y  rem- 
placer i  successivement  par  ^  et  ^o- 
Posons 

{3o)  S=  /  (T  +  U)^^; 

cette  fonction  a  été  appelée  par  Hamilton  Jonction  principale;  elle  est,  d'après  ce 
qui  précède,  exprimée  à  l'aide  de  t  et  des  -ik  constantes  arbitraires  c, , 
Ca.  '■■■,  Ci,  ...,  C2A.  Donnons  à  ces  constantes  des  variations  infiniment  petites  5q 
indépendantes  les  unes  des  autres  ;  désignons  par  Iqi  et  oS  les  variations  corres- 
pondantes de  qi  et  de  S  ;  nous  aurons 

aCi  dc.2  dài  oc^k 

0^,=:^ÔC.-i-^-ÔC,  + 


ùg 


Désignons  par  (pi)o,  {Çi)o*  {^9i)o  ce  que  deviennent  les  expressions  de/;,,  ^, 
et  oqi  quand  on  y  fait  i  =  ^0  i  si  nous  multiplions  l'équation  (29)  par  ôc^  et  si, 
attribuant  à  l'indice  i  les  valeurs  i,  2,  ...,  2k,  nous  faisons  la  somme  des 
équations  obtenues,  nous  trouverons 

(31)  oS=piOqi'rPièqi  +  .  .  .+ /^A-â^A— (/?!  )o(â<?i  )o  —  (7^2)0(0^2)0  — •  •  •  ~  (/'a)o(%a)o  • 

S  était  d'abord,  comme  nous  l'avons  dit,  une  fonction  de  /  et  des  2k  constantes 
arbitraires;  or,  en  désignant  par  *(,  une  certaine  fonction  de  /  et  des  constantes, 
on  a 

(32)  qr—Kiit,  Cl,  Co,   .  .  .,  cu), 

d'où  l'on  déduit 

(33)  {qi)o  —  Ki{io,  Ci,  Ci,   ...,cu). 

On  a  k  équations  telles  que  (32)  et  k  telles  que  (33);  on  en  peut  tirer  les  va- 
leurs des  2k  constantes  c,,  c.^,  ...,  Cja  en  fonction  de  t,  /„,  y,,  q.,,  ...,  q,,  et  de 
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($'()o»  (^2)0'  •••'  (^a)o  <^t  les  reporter  dans  S,  qui  deviendra  une  fonction  des 
mêmes  quantités;  on  aura  donc,  en  remarquant  que  dan&J,Q'»aleuLde  §S  on  ne 

doit  faire  varier  ni  ^  ni  t^,  /^^     or  thi  ^r\ 
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En  comparant  les  expressions  (3j)  et  (34)  de  (5S,  on  trouve 

.„,. ,         as  ,  as  ,    ,  as  ,    , 

On  peut  maintenant,  si  l'on  veut,  regarder  les  2^  quantités  (ç'Oo» 
(72)0.  •••'  (^/f)o»  (/^))o'  (/'2)o'  •••»  (/^/f)o  comme  de  nouvelles  constantes  arbi- 
traires pouvant  remplacer  les  anciennes  c<,  c.,,  ...,  c^^;  alors  les  2^  équa- 
tions (35)  et  (36)  seront  les  intégrales  générales  des  équations  (28).  En  se 
plaçant  au  point  de  vue  spécial  du  problème  de  Dynamique  considéré,  on  pourra 
dire  que  les  équations  (36)  sont  les  intégrales  de  ce  problème;  car,  à  elles 
seules,  elles  donnent  les  valeurs  de  Çi,  q.^,  ...,  ^^et,  par  suite,  les  valeurs  des 
coordonnées  de  tous  les  points  du  système  exprimées  en  fonction  de  t  et  de 
ik  constantes  arbitraires.  La  forme  remarquable  sous  laquelle  se  présentent  les 
équations  (36)  donne  lieu  au  théorème  suivant,  dû  à  Hamilton  : 

Les  inlégj'cdes  d'un  problême  de  Dynamiqiiey  dans  lequel  les  liaisons  sont  indé- 
pendantes du  temps  et  où  il  existe  une  fonction  des  forces  indépendante  des  vi- 
tesses^ peuvent  toutes  s'exprimer  en  égalant  à  des  constantes  les  dérivées  partielles 
d'une  autre  fonction  S  prise  par  rapport  à  d'autres  constantes. 

D'après  la  manière  dont  la  fonction  S  a  été  introduite,  il  semble  que,  pour 
la  connaître,  il  soit  nécessaire  d'avoir  préalablement  résolu  le  problème  proposé; 
il  paraît  en  effet  nécessaire  d'exprimer  d'abord  T  -h  U  en  fonction  de  t  et  des 

ik  constantes  c,,  d'effectuer  la  quadrature  /    (T  -h  \})dt  et  d'exprimer  ensuite 

le  résultat,  en  fonction  de  t,  des  k  variables  ^,,  q.^,  ...,  q^  et  des  k  constantes 
(^Oo»  (^'2)0'  •••'  (Çk)o'^  heureusement,  on  peut  opérer  autrement.  Hamilton  a 
prouvé,  en  effet,  que  cette  fonction  S  vérifie  une  certaine  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

Pour  le  faire  voir,  remarquons  que  l'équation  (3o)  donne 

3-)  f=T  +  U. 
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D'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  S  est  une  fonction  de  ty  des  variables  q^  et  des 
constantes  (^/)o  ;  S  contient  donc  le  temps  explicitement  et  implicitement,  et  l'on 
aura 

'di  ~  Tt       Zà'dqi'di 

ou  bien,  en  tenant  compte  de  (35)  et  (37), 

ou  encore,  en  ayant  égard  à  la  formule  (23), 

at 
Posons  comme  précédemment  H  =  T  —  U,  et  nous  aurons 

(38)  i  +  "=°- 

La  fonction  U  ne  contient  que  le  temps  t  et  les  variables  ^,;  mais  T  dépend 
des  variables  qt  et  q\  ou  bien  des  variables  qi  et/?/;  on  peut  donc  écrire  l'équa- 
tion (38)  comme  il  suit  : 

-j-^-^n{t,qi,q^,...,qi,.',Pi,Pi,...,Pk)  —  0, 


ou  encore,  en  ayant  égard  aux  formules  (35), 

as     „/  as    as  as  . 


as\ 


On  voit  donc  que  la  fonction  S  est  une  intégrale  complète  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  laquelle  figurent  les  k-\-i  variables 
indépendantes  t,  q^,  q.,,  ...,  q^-,  cette  intégrale  contient  les  k  constantes  (^<)o. 
(^2)0'  ••  '  (^a)o'  sans  compter  la  constante  qu'on  peut  lui  ajouter  directement, 
puisque  l'équation  (39)  ne  contient  pas  S,  mais  seulement  ses  dérivées  par- 
tielles. 

Remarque.  —  L'équation  (39)  est  du  second  degré  par  rapport  aux  dérivées 

-r— ,  -r- >  •••'3—;  cela  est  une  conséquence  des  formules  (16')  et  (35). 

6.  Réciproque  de  Jacobi.  —  Il  y  avait  lieu  de  se  demander  si,  en  prenant 
pour  S  une  intégrale  complète  quelconque  de  l'équation  (39),  on  aurait  encore 
les  intégrales  du  mouvement  sous  la  forme  remarquable  exprimée  par  les  équa- 
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lions  (35)  et  (36);  c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi  en  démontrant  le  beau  théorème 
suivant  : 


Soit  l'équation 

dt 


(40)  -^-f-H=ro, 


dans  laquelle  H  =  T  —  \]  est  une  /onction  de  t  et  des  ik  variables  q^,  q^.,  ...,  qi,^ 
Pi,  Pi,  ...,  pk',  en  faisant  pi  =  ^-~,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles 

Oqt 

du  premier  ordre  contenant  k  -\-\  variables  indépendantes  t,  ^,,  q^,  ...,  qk-  Suppo- 
sons que  l'on  ait  obtenu  une  intégrale  complète  S  de  cette  équation,  c  est-à-dire  une 
solution  Jonction  de  t  et  des  k  variables  q^  et  contenant  k  constantes  arbitraires, 
a,,  aa,  ...,  a/t,  indépendamment  de  la  constante  que  Von  peut  toujours  ajouter  di- 
rectement à  S  ;  alors  les  équations 


à?, 

diX2 

àçz 

dans  lesquelles  P^,  [^2,  ...,  ^^  désignent  k  nouvelles  constantes ^  seront  les  intégrales 
générales  du  système  des  ik  équations  différentielles  simultanées 


(43) 


Différentions  en  effet  les  équations  (40  complètement  par  rapport  au  temps: 
nous  aurons 


/   dq,  _   ^H 
\    dt         dpx  * 

dpx 
dt   " 

àqx 

[  dqk  _  an 

^    dt        dpk 

dpk  _ 
dt  ~ 

àqk 

à'-^  a^S      dq,  ^2s      fi^^  ^2g      ^^ 


doLx  dq\ 

dq\ 
dt 

^2  S 
dui  dq^ 

dq, 
dt 

^2  S 
dcf.<,_  dqi 

dqx 
dt 

d(X2  âq^ 

dq, 

dt 

âcckdqi 

dqi 
dt 

âockdq^ 

dq» 
dt 

âoci  dt       âoci  âqi    dt  dexi  dq^  dt                  doci  dqk    dt 

rr-S              ^2  s      fia  ^2  s  dq.                       f}2S      dq,, 

\r —■    -\ ^ — —    +  .  .  .  H 

(44)                 /  doi^dt        doi^dqx    dt  dcn^dq-i,  dt                   d/Xiàq^    dt 


=  o, 


=  o, 


d'»  d^?,       dq,  a^S       dq.  ^2  s       ^ 

doi^dt       dcckdqi    dt        dcxkdq^   dt        '  dcckdqk    dt 

Si,  dans  l'équation  (4o).  on  suppose  S  remplacé  par  sa  valeur  en  fonction 
de  t,  des  variables  q^  et  des  constantes  a^,  on  aura  une  identité;  on  peut  donc 
différentier  relativement  aux  constantes  a^  ou  par  rapport  aux  variables  q*^.  Fai- 


—  o 
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sons-le  d'abord  par  rapport  à  a,  :  nous  trouverons 

dt  dot-i       dpi  dxi       dpi  0<Xi       '  '  '      ôpk  dci 
OU  bien,  en  tenant  compte  de  (42), 

-f-  -V-  -; ; 1-  .  .  .  4-  -s —   -^; ï—  =  o- 


dt  ôoci       dpi  dqi  âcxi        dp^  àfjî  c'a,       '  '  '      âpk  dqk  àiXi 

On  trouvera  d'autres  équations  toutes  pareilles  en  différentiant  (4o)  par  rap- 
port à  a^,  aj,  ...,  a;t,  et  l'on  pourra  écrire  cet  ensemble  d'équations 

-h-  ~. ^ ^ 1-  -, î ^ h  .  .  .  +  -^ T—   ^r-  ~  o. 


dt  âoii        dqi  âoci  âpi       ôq^  doci  ôp^         '        dqk  doci  dpk 

^^s         ^^s    dR       (^^s    an  ^*S    dR 

■h  .  - .  H- 


(45)  {  dtdoCi       dq^dci  dpi       dq^dor^  dp^      '"      dqkda.^  dp/, 

d^s        d^è    m  ^   d^s    m  ^     ^   d'-è    m  _ 

dtd<Xk       dq^dxk  dpi       dq^dcc/-  dp^       •••       dqkdo-k  dpk 

On   va  comparer  ce  système  d'équations  avec  le  système  (44);   on   sait  que 
l'on  a 

d^%    _    <^'S 
dcf-i  dt       dt  doLi 

d^%  ^^S 


dqidccj       doLj  dqi^ 

il  en  résulte  que,  si  l'on  considère,  dans  les  équations  (44)»  -jr^  -§f->  "  '■>  -Sr 

comme  les  inconnues  et  si  l'on  prend  pour  inconnues,  dans  les  équations  (45), 

dH     dn  dR  ,  ,^  A     7    '        ,'  }  ■       A       '  ^ 

y-)  -^>  ■■■■,  j-,  on  aura  deux  systèmes  de  k  équations  du  premier  degré  a 

k  inconnues.  Dans  les  deux  systèmes,  les  coefticients  des  inconnues  et  les  termes 
tous  connus  seront  les  mêmes;  donc  les  inconnues  correspondantes  auront  les 
mêmes  valeurs  dans  les  deux  systèmes.  On  en  conclut,  d'une  manière  générale, 

^^^>  -Tt-  djt^ 

la  première  moitié  des  formules  (43)  est  ainsi  démontrée. 
Partons  maintenant  de  l'équation 

d^ 

dqt 
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nous  en  déduirons 

dpi  _     d^S  ^^S      dq^  <)^S      dqj,  d-'è      dq^ 

dt        dqi  dt       dqi  dqi    dt        dqt  dqt    dt       '  '  '      dqi  dqu   dt 

OU,  en  ayant  égard  à  (46), 

dt  ~  dqidt  ^  dqidqi  dpi  ~^  dq^dq^  dp^       "'       dqtdqk  àpk 
Or,  en  différen liant  (4o)  par  rapport  k  y,,  on  trouve 


n 


ou  bien 


dt  dqi  "^    dqt  ~^  âpi   dqt         dpi  dqi        '  '  '        dpk  Ùqi  ' 

d^%         (?H  a^S     d\{  d^%      dH 


(?^  (?^t         dqt         dqi  dqt  âpi        '"        dqk  dqt  dpk 

en  remarquant  que  (42)  donne 

dpj  _    d^'è 


dqi         dqjdqi 

En  rapprochant  cette  équation  de  l'équation  (47)»  on  obtient 

dpi <?H 

dt  dqt' 

donc  la  seconde  moitié  des  formules  (43)  est  démontrée. 

On  voit  donc  que  les  équations  (40  et  (42),  qui  déterminent  les  2k  variables 
Pi  et  qi  en  fonction  de  t  et  des  ik  constantes  arbitraires  oli  et  [5J/,  sont  bien  les 
intégrales  générales  des  équations  différentielles  simultanées  (43). 

Remarque.  —  Les  équations  (4i)  déterminent  ^,,  q.,  ...  et,  par  suite,  les 
coordonnées  de  tous  les  points  du  système  en  fonction  de  t  et  des  2k  constantes 
arbitraires;  elles  suffisent  à  résoudre  le  problème  proposé.  Les  équations  (42) 
déterminent  ensuite  les  inconnues  auxiliaires/?,,  p.,,  ...;  on  les  appelle  m/e- 
grales  intermédiaires. 

Tout  problème  de  Dynamique  dans  lequel  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps  et  où  il  existe  une  fonction  des  forces  (pouvant  contenir  le  temps  explici- 
tement) se  ramène,  comme  on  l'a  vu,  à  un  système  d'équations  différentielles 
simultanées,  tel  que  (43);  on  peut  donc  en  conclure  que  la  solution  de  chacun 
des  problèmes  de  Dynamique  considérés  plus  haut  se  ramène  à  la  détermination 
T.  -  J.  3 
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d'une  intégrale  complète  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

Cette  équation  n'étant  pas  linéaire,  on  n'a  pas  de  méthode  générale  pour 
en  trouver  une  intégrale  complète;  on  peut  néanmoins  l'obtenir  dans  un  cer- 
tain nombre  de  cas  et,  par  suite,  résoudre  le  problème  correspondant,  comme 
nous  le  montrerons  dans  la  suite  de  ce  Traité. 

7.  Cas  où  la  fonction  des  forces  ne  contient  pas  le  temps  explicite- 
ment. —  T  est  déjà  supposé  ne  pas  contenir  le  temps  explicitement;  il  en  sera 
donc  de  même  de  H  =  ï  —  U,  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  sera 


o. 


En  désignant  par  a  une  constante,  nous  poserons 
(49)  S=:-aM-S',    • 

et  nous  supposerons  que  S'  ne  contienne  pas  le  temps  explicitement;  on  aura 

et  l'équation  (4^)  deviendra 

(00)  «(^"'^-•••''^^'-aY.'ôi^,'---'.^.)"-^"- 

s  contenant  déjà  la  constante  a,  il  suffira  de  trouver  une  solution  S'  de  l'équa- 
tion (5o)  renfermante  —  i  constantes  arbitraires  a,,  y..,,  ...,  a/,_,  ;  on  aura  en- 
suite, en  désignant  par  p,,  flo»  •••-  Pa-i»  P»  ^  nouvelles  constantes  arbitraires, 

^^  —  ft  ^^     -r<  ^^  —  ft 

A —   —  Pi»  •  •  •  '  1 —  pA— 1)  -^  —  P> 

ce  qui  devient,  en  remplaçant  S  par  sa  valeur  (49)» 

On  voit  donc  qu'on  est  ramené  à  la  recherche  d'une  intégrale  complète  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  contenant  k  —  i  variables  indépendantes  au 
lieu  de  k. 

Voyons  ce  que  deviennent  les  résultats  ci-dessus  dans  le  cas  de  n  points  maté- 
riels entièrement  libres. 

Nous  supposons  toujours  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  pouvant  contenir 
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le  temps  explicitement,  mais  ne  dépendant  que  des  coordonnées  des  points  con- 
sidérés. 

Soient  iP/,  y,,  z^,  rrii  les  coordonnées  rectangulaires  et  la  masse  de  l'un  quel- 
conque de  ces  points;  on  aura  ^n  coordonnées  et  3/i  équations  différentielles, 
telles  que 


,.  -  d}yi       dU 

Soit  2T  la  somme  des  forces  vives  des  n  points  du  système;  on  aura 

(53)  ^j^'^,n.{^a^'.^^y.^^-';-)^ 

en  posant 


dxi 

(^ïi 

, 

dZi 

—  '/*  • 

—  v'- 

dt 

—  .*-,, 

dt   ^ 

"",/ " 

dt 

Puisqu'il  n'y  a  pas  de  liaisons,  on  pourra  prendre  .r,,  y^,  ^,  pour  les  va- 
riables q\  on  tire  de  (53) 

les  variables/?  seront  donc  mix\,  rriiy-,  rriiZ.. 

On  aura 

,       d^  ,       d^  ,       as     ' 

ox/  ■  âv,  àzj 

et  la  formule  (53)  donnera 

l'équation  (4o)  sera  donc,  dans  le  cas  actuel, 

'■=1 

où  U  désigne   une   fonction    connue  de  t  et  des  3/?  variables  indépendantes 
ix^it  y  if  z^. 

Pour  obtenir  les  mouvements  des  n  points  du  système,  il  suffira  donc  de  trou- 
ver une  solution  S  de  l'équation  (54)  aux  dérivées  partielles  contenant  le  temps  /, 
les  3n  coordonnées  a?,,  y^,  z^  et  3n  constantes  arbitraires  a,,  ol^,  ....  a.,^;  après 
quoi,  en  désignant  par  [3,,  '^..,  ...,  '^3,,,  3n  nouvelles  constantes  arbitraires,  les 
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intégrales  générales  seront  fournies  parles  formules 
les  intégrales  intermédiaires  seront 

da^i     as  dvi     as  6?:;/     as 

dt        dxi  dt        dyi  dt        dz/ 

Si  la  fonction  des  forces  ne  contient  pas  le  temps  explicitement,  ce  qui  arrivera 
si  les  points  matériels  sont  soumis  seulement  à  leurs  attractions  mutuelles,  on 
devra  considérer,  au  lieu  de  (54),  l'équation  aux  dérivées  partielles  suivante 


îi„U(i!.)+(i)'+(0]=" 


2 

(  =  1 


où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  et  en  trouver  une  solution  S'  contenant 
les  3w  variables  xi,  y,-,  z-i  et3/i—  i  constantes  arbitraires  a,,  ol^,  ...,  0L^n-\  f^" 
dehors  de  la  constante  a  ;  les  intégrales  générales  seront 

^  -3  ^'  -S  ^^'    -3         '       ^^^'-.+  3 

aa, -^"      aa\"f^^'       •••'       â^^, -^^"-"       âa-^"^P' 

8.  Relations  de  Jacobi.  —  Nous  allons  démontrer  un  théorème  qui  nous 
sera  utile  dans  la  suite. 

Soit  S  une  fonction  de  n  quantités  ^,,  ^o,  ...,  ^,(  et  de  w  autres  a,,  aa,  ...,  a,j; 
posons 


as 

Pï—  X"' 
àq-t 

/>«  = 

as 

(iqn 

(*)                               P-S' 

^^-aa,' 

^«  = 

as 
aa„ 

On  pourra  tirer  de  ces  équations 

M,  pt,  ■■■,  Pu^ 

\qi,  q^,    ...,   q„j 

en  fonction 

dp 

(;; 

,    «2, 

a„ 

. . . -  ^„ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (h),  on  aura  des  identités  que  l'on 
pourra  différentier  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  quantités  a  et  ^.  On 
pourra  tirer  aussi  des  formules  {a)  et  (^) 

/ai,  «2,   ...,   a,A  ( pu  Pi,    />„ 

en  fonction  rie 
\Pi,  P2,    ••  •  ,   P«/  \q,,  r/2,    7„ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  («),  on  aura  des  identités  que  l'on 
pourra  différentier  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  quantités/?  et  q. 
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Il  on  résultera,  en  désignant  par  i  et  k  deux  indices  quelconques  de  la  série 
1,  2,  ...,  n,  des  dérivées  partielles,  au  nombre  de  /\n^,  de  l'une  de  ces  formes 

âpi        dp,        dq,-        agi 
^""^  àoc,/      â^,/      doc,'      d^,' 

et  un  second  groupe  de  4^^  dérivées  partielles  de  la  forme 

,  dc(j,       dx,^      d%^       r)j3/,. 

dpi'     dqi'     dpi'     dqi' 

Les  relations  suivantes,  dues  à  Jacobi,  permettent  d'exprimer  d'une  manière  fort 
simple  l'une  quelconque  des  dérivées  (c)  au  moyen  de  l'une  des  dérivées  {d)  ; 

^^^  da,-       dqc'  ^^^  d<^,-       dpi' 

(f\  ^    -_^  (h\  àqi  _        d^u 

^^^  d^k-        dqt'  ^'^  doc,-        dpi' 

Tel  est  le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Différentions  les  n  équations  (a)  par  rapport  à  -q-,  puis  les  n  équations  (b) 
par  rapport  à  ol,\  nous  trouverons 

d^S  d-?)     dot,  a^s     f)^ 


dqi  dqi        dqi  da.y  dqj  dq,  dof.^  dqi 

(55)                            \      ^'-s              ^îg      j^  ^2  S      jof, 

4- .   - — \   -\ : 

dqi.  dqt         dqi  doc,  dqt  dq^  dx^  dqt 

d''^             a^S      dq,  d'-^      dq^ 


o, 


doL,  doc,       doc,  dq,  doc,       doc,  dq^  doc, 

(56)  <;      a^S  d'-^      dq,  d''%      dq. 

doc<i  doc,       doc^  dq,  doc,       doc^  dq^  doc. 


■JZ"  +.-.=  o, 


En  multipliant  les  équations  (55)  respectivement  par  —,  j^-- ,    .•  et  ajoutant, 
il  vient 

o—      '^'^       'hl  ^-S       dq.  doc,  /     a^S       dq^  ()^S       dq, 

dqi  dqt  doc,        dq^dq,-  doc,         ''       dqi\dqidoc,  doc,        dq^doCi  doc, 

doc^  /    d^'è      dq,  <)-S      dq. 


dqi  \dq,dc(.i  doc,       dq^doc^  doc. 


ce  qui,  à  cause  des  formules  (56  ),  se  réduit  à 

^_     r)^S     dq,  d'^     dq,  /    ()^S      doc,  d'S      doc, 

~  àqidqt  doc,        dqt  dqt  doc,       '"'       \doCi  doc,  dqi        doc^doc,  dq, 
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SI  l'on  ajoute  et  si  l'on  retranche  -^ — ^ — >  on  peut  écrire  encore 

ocf.k\dqiJ       dqi\da.,J 

OU  bien,  en  ayant  égard  à  (a)  et  {h), 

dpi  _  ^, 

c'est  la  formule  {e). 

Différentions  les  n  équations  {h)  par  rapport  à  (3/^;  nous  aurons 

^      '  -       +.  .  .=  o, 


dxi  dqi  â^/c  doci  ôqz  d^k 

()^S  dq^  ()^S       dq^ 

dcx.idqi  di^k  da^dq^  d^k 

(57) 


d^^      dq^     ,        a^S      dq^ 


dakdqi  d(3/..        dcf.kdq^_  d^k 


Multiplions  ces  équations  (37)  respectivement  par  -r^S  Jp^?  •••   et  ajoutons,  il 

viendra 

do-k dqi  /    (9^  S      f?ai  ()^S      ^«2 


dq^  (    (J^S      àoL^  ^*S      <?a2 


^(3^:  \  dcL^  dq^  dqt        ôoc^  ôq^  dqt 


ce  qui,  à  cause  de  (55),  se  réduit  à 

àqi~       \àqvdqi  d^k        àq<i.dqi  dq^        ■•)—        d^,\dqi}'  d|3/,' 

c'est  la  formule  (/). 

Différentions  les  équations  {a)  par  rapport  à/?.,  nous  trouverons 

dqx  da^  dp,        ()qi  da^  dpi       '  '  ' 

dq^  ô(Xi  dfi        âqz  da^  dpi       •  •  •  -  -     ^ 
> 


(58 


dqt  âxi  dpi        dqt  dcK.^  dp. 


I, 
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Multiplions  ces  équations  respectivement  par  —-,  ~>  •••  et  ajoutons,  cela 


nous  donnera 


à^k    d^k' 


àq,   _   ,    ^1  /     <^'S       dqt  â'^S      âq.2              \ 

d^k  ""      dpi  \dqx  âoii  â^k  âq^  âxi  â^k      '"  ) 

^    àoc./     â'è      Oq,  ^       (PS      àq,   ^        \ 

àpi  \àqi  dcf.^  d^k  àqi  àcf.^  â^k           J 


en  vertu  des  relations  (57),  cela  se  réduit  à 

âqi  _  dcxk 
d'^k"  dpi' 
c'est  la  formule  {g). 

Multiplions  enfin  les  équations  (58)  respectivement  par  —-y  .— >  •  ■  •  et  ajou- 
tons, il  viendra 

dqi  dof.^  (    d^S      dqx  <)^S      dq^ 


ày.k  àpi\dqydai  ôak       âq^àxi  ôock 

âx^  f    â^S      âq,  d^S      âq^ 


dpi  \dqiâ<x.2  doik       dq^ôa^  dcf.k 
+ 

ce  qui  devient,  à  cause  des  formules  (y^'o). 


dqi   _ 

d^^     da, 

à- S      dx2 

dpi\da.k)  ~~ 

à^k 

ào^k 

dxidxk  àpi 

doc^âock  dpi 

dpc' 

c'est  la  formule  (A). 

On  pourra  faire  usage  des  relations  {e),  (/),  {g),  (h),  quand  on  aura  intégré 
les  équations  d'un  problème  de  Dynamique  par  la  méthode  de  Hamilton-Jacobi; 
en  effet,  les  conditions  (a)  et  (b)  seront  bien  remplies,  S  étant  une  fonction  de 
Çi,  q.2*  •y  Cm  ^o  «2,  ...,  a,j  et  de  ^;  en  prenant  les  dérivées  partielles,  on  n'aura 
pas,  bien  entendu,  à  se  préoccuper  de  t. 
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CHAPITRE  I. 


DE  LA  LOT  DE  LA  GRAVITATION  UNIVERSELLE 
TIRÉE  DES  OBSERVATIONS. 


1.  Les  planètes,  dans  leurs  mouvements  autour  du  Soleil,  obéissent  aux  lois 
suivantes,  que  le  génie  de  Kepler  a  fait  jaillir  des  observations  de  Tycho-Brahé  : 

1°  Les  planètes  se  meuvent  dans  des  courbes  planes  et  leurs  rayons  vecteurs  dé- 
crivent des  aires  proportionnelles  aux  temps; 

i"  Les  orbites  des  planètes  sont  des  ellipses  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer; 

3°  Les  carres  des  durées  des  révolutions  sidérales  des  planètes  autour  du  Soleil 
sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

Nous  allons  appliquer  aux  mouvements  des  planètes  les  théorèmes  de  la  Méca- 
nique rationnelle;  ces  théorèmes  reposent  sur  le  principe  de  V inertie  et  sur  le 
principe  des  mouvements  relatifs. 

D'après  la  seconde  partie  du  principe  de  l'inertie,  quand  un  point  matériel  est 
en  mouvement,  si  aucune  force  nagit  sur  lui,  son  mouvement  est  rectiligne  et  uni- 
forme. 

Considérons  une  planète  P  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil;  ce  mouve- 
ment n'est  pas  rectiligne.  Donc  une  force  R  agit  sur  elle  à  chaque  instant  pour 
l'éloigner  de  la  ligne  droite  qu'elle  décrirait  si  elle  était  absolument  libre;  nous 
nous  proposons  de  trouver  les  lois  qui  régissent  cette  force,  sa  direction  et  son 
intensité.  Chacune  des  lois  de  Kepler  va  nous  fournir,  à  ce  sujet,  un  renseigne- 
ment important.  Je  rappelle  d'abord  le  théorème  suivant  de  la  Mécanique  ra- 
tionnelle : 

Si  la  trajectoire  d'un  mobile  est  plane  et  si  le  rayon  vecteur  mené  du  mobile  à  un 
point  fixe  du  plan  de  la  trajectoire  décrit  des  aires  proportionnelles  au  temps,  la 
force  motrice  est  constamment  dirigée  vers  ce  point  fixe. 

T.  -  I.  4 
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En  appliquant  ce  théorème  à  la  première  loi  de  Kepler,  nous  voyons  que  la 
force  R,  que  nous  savons  agir  à  chaque  instant  sur  la  planète  P,  est  constamment 
dirigée  vers  le  centre  S  du  Soleil.  Le  théorème  des  aires,  mentionné  plus  haut, 
nous  apprend  seulement  que  la  direction  de  la  force  coïncide  avec  la  droite  SP  ; 
pour  en  conclure  que  la  force  R  est  bien  dirigée  vers  le  point  S  et  non  en  sens 
contraire,  il  suffit  de  remarquer  que  la  trajectoire  elliptique  de  la  planète  tourne  sa 
concavité  vers  le  point  S.  La  force  qui  éloigne  à  chaque  instant  la  planète  de  la 
tangente  à  son  orbite  tend  donc  à  la  rapprocher  du  Soleil  :  cest  une  force  attrac- 
tive. 

Puisque  nous  avons  affaire  à  une  force  centrale,  nous  pouvons  employer  l'ex- 
pression suivante  de  la  force  R 

(0  R 

m  désigne  la  masse  du  point  matériel  P  soumis  à  la  force  R  dirigée  constam- 
ment vers  le  centre  fixe  S;  /'la  distance  SP  et  ô  l'angle  XSP  que  fait  le  rayon 
vecteur  r  avec  une  droite  fixe  SX  passant  par  le  point  S  et  située  dans  le  plan  de 
la  trajectoire;  enfin  c  désigne  le  double  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  SP 
dans  l'unité  de  temps;  dans  la  formule  (i),on  a  pris  6  comme  variable  indépen- 
dante. 

D'après  la  seconde  loi  de  Kepler,  l'orbite  de  la  planète  est  une  ellipse  ayant 
le  point  S  pour  foyer.  Soient  (fig.  i)  A  le  point  de  l'orbite  le  plus  rapproché  du 


mc^  ( 

1            r 

V-    ^ 

\  r  ^'  W- 

foyer  S,  point  que  l'on  nomme  le  périhélie  (A',  le  point  le  plus  éloigné  de  S,  re- 
çoit le  nom  d'aphélie);  on  aura 

SP  =  /;        XSP  =  9. 

Soient  w  l'angle  constant  XSA,  r  l'angle  ASP,  e  l'excentricité,  p  le  paramètre  de 
l'orbite,  on  aura,  par  un  théorème  connu  de  la  Géométrie  analytique  à  deux 
dimensions, 

I  -+-  e  cos  V 
or 
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On  aura  donc 


d'où 


-  =  -  H —  cos(»  —  w); 
r       P       P 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  -  et  de  -^  dans  la  formule  (i),  elle  devient 

p    /** 
ou  bien 

,.2 

en  posant 

P 

Or,  pour  une  même  planète,  m,  c  et  p  sont  des  constantes;  donc  la  force  qui  re- 
lient une  planète  dans  son  orbite  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de 
cette  planète  au  Soleil. 

On  voit  que  les  deux  premières  lois  de  Kepler  nous  ont  fourni  des  résultats 
importants;  adressons-nous  maintenant  à  la  troisième  loi.  Soient  a  et  b  les  lon- 
gueurs des  demi-axes  de  l'orbite  de  la  planète  P,  T  la  durée  de  la  révolution  de 
cette  planète  sur  son  orbite;  l'aire  de  l'ellipse  étant  égale  à  r^ab,  l'aire  décrite 

par  le  rayon  vecteur  r  dans  l'unité  de  temps  est  égale  à  -^.-  ;  on  aura  donc 


On  a  du  reste 
il  en  résulte 


En  considérant  le  mouvement  d'une  autre  planète  P'  autour  du  Soleil  et  dési- 
gnant pour  cette  planète  par  R',  r',  m ,  ]x\  a',  T  les  quantités  analogues  à  R,  r, 
m,  \k,  a,  T,  on  aura 

R' 


C  =z 

inab 
T 

P- 

6^      , 

f^ 

_  e 
~'~P 

-         X2 

ni'  \x! 
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Or  la  troisième  loi  de  Kepler  nous  fournit  la  relation 

il  en  résulte 
et 

*^  f.l2 

Ainsi  [X  est  le  même  pour  toutes  les  planètes,  et  la  loi  de  la  force  R'  rentre  dans 
celle  de  la  force  R;  nous  arrivons  donc  au  résultat  suivant  : 

Soient  P   l'une  quelconque  des  planètes,    m  sa  masse;   dans  chacune   de  ses 
positions f  elle  est  sollicitée  vers  le  centre  du  Soleil  par  une  force  dont  l'expression 


m 


est  —£)  [X  désignant  une  constante  commune  à  toutes  les  planètes. 

Si  nous  considérons  que  les  positions  occupées  successivement  par  la  pla- 
nète P  sont  comprises  entre  deux  cercles  concentriques  de  rayon  a{v  —  e)  et 
a(i  4-  e),  de  même  que  celles  de  la  planètç  P'  sont  comprises  entre  les  cercles 
de  rayons  a'(i  —  e')  et  a'(iH-e'),  ...,  nous  sommes  conduits  à  admettre  que, 
partout  où  se  trouvera  une  molécule  matérielle  M,  de  masse  m,  située  à  la  dis- 
tance r  du  centre  S  du  Soleil,  elle  sera  nécessairement  soumise  à  l'action  d'une 

force  dirigée  suivant  la  droite  MS  et  ayant  pour  expression  ^• 

2.  Après  être  arrivé  au  résultat  précédent.  Newton  s'est  proposé  la  question 
inverse  : 

Un  point  matériel  de  masse  m  est  soumis  constamment  à  l'action  d'une  force 
dirigée  vers  le  centre  du  Soleil  et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance  : 
trouver  sa  trajectoire. 

On  voit,  par  raison  de  symétrie,  que  la  trajectoire  doit  être  plane,  son  plan 
étant  astreint  à  passer  par  le  centre  du  Soleil  et  par  la  vitesse  initiale  du  point 

matériel.  Soit  R  =  ^  la  force  donnée;  on  aura,  par  la  formule  (i). 


d'où 


I      ij. 


r       c"  /        /  I         u. 
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On  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  e  et  w  deux  constantes  arbitraires, 

!;-^2  =  3^cos(^-w), 


r        c''        c 


(2)  /■-  ^ 


I  +  ecos(Ô  —  w)' 
donc  la  courbe  est  une  section  conique  ayant  le  point  S  pour  foyer. 

Remarque.  —  On  peut  supposer  e  ]>  o  ;  car,  si  la  constante  e  était  négative,  on 
la  changerait  en  une  autre  égale  et  de  signe  contraire  en  remplaçant  dans  l'équa- 
tion (2)  w  par  0)  H-  7:. 

Demandons-nous  si  l'on  peut  disposer  des  données  initiales  de  manière  que 
la  trajectoire  soit  l'une  quelconque  des  trois  sections  coniques. 

Soient  Go  et  r^  les  valeurs  initiales  de  6  et  de  r  pour  t  =■  i^,  V^  la  valeur  ini- 
tiale de  la  vitesse  du  mobile,  et  7]^  l'angle  que  fait  cette  vitesse  avec  le  pro- 
longement du  rayon  vecteur.  On  a,  par  les  formules  connues  de  la  théorie  des 
forces  centrales. 


VoSinrio=— >  '7 


/■  *1"   -     C       =  ^  '"  ^-  1c 


On  en  conclut,  en  ayant  égard  à  l'équation  (2), 


e  sin(ôo— w)=  — 2 /-osinyjoCOSTno,  - /.  ,  ^  ^^^r 

(3)  J  '^  A       ' 

1  V^ 

I  ecos,{9o— 0))  = —^r^sm^-no— i; 

ces  équations  déterminent  sans  ambiguïté  les  constantes  e  et  cd;  e  est  l'excentri- 
cité de  l'orbite,  comme  le  montre  l'équation  (2),  et  w  est  l'angle  polaire  qui 
correspond  au  périhélie;  —  est  égal  au  paramètre  p  ou  à 

on  aura  donc  {vmVMBBÏTi) 

(4)  a(i-e')=-f/'sin»Y).. 

En  élevant  au  carré  les  équations  (3)  et  les  ajoutant,  on  trouve 

e-  =  —^rl  sin^rjo  H-  i r^  sin^r/o, 


-e^  =  ^rlsmHi,(^^-\f^; 
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la  trajectoire  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant  que  la 
valeur  de  i  —  e^  sera  positive,  nulle  ou  négative;  si  donc  on  a 

V5  <  -^-j     la  trajectoire  sera  une  ellipse; 

''0 

V^  = -^,  »  »  parabole; 

V^  >  ")  »  »  hyperbole. 

''0 

On  voit  que  le  genre  de  la  section  conique  ne  dépend  que  des  données  initiales 
To  et  Vo  et  nullement  de  Y]o. 

La  formule  (4)  donnera  ensuite,  avec  la  valeur  ci-dessus  de  i  —  e^, 

le  grand  axe  de  l'orbite  est  indépendant  de  yjo. 

3.  Orbites  des  comètes.  —  Kepler  avait  négligé  d'étudier  les  mouvements 
des  comètes,  sans  doute  parce  qu'il  attachait  une  médiocre  importance  à  ces 
astres  qu'il  considérait  comme  des  «  météores  engendrés  dans  l'éther  «.  Newton 
voyant  que,  sous  l'influence  de  la  force  considérée  ci-dessus,  un  point  matériel 
peut  décrire  autour  du  Soleil,  non  seulement  une  ellipse  voisine  d'un  cercle, 
comme  le  sont  les  orbites  des  planètes,  mais  une  ellipse  très  allongée  ou  même 
une  parabole,  Newton,  disons-nous,  fut  amené  à  penser  que,  comme  les  pla- 
nètes, les  comètes  décrivent  des  ellipses  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer,  toute  la 
difl'érence  consistant  en  ce  que  les  orbites  planétaires  sont  peu  excentriques, 
peu  inclinées  sur  l'écliptique,  tandis  que  les  comètes  décrivent  des  ellipses  très 
allongées  et  situées  dans  des  plans  quelconques.  On  s'expliquera  ainsi  pourquoi 
les  comètes  ne  sont  visibles  que  pendant  un  temps  limité;  c'est  le  temps  pen- 
dant lequel  elles  sont  assez  voisines  à  la  fois  et  du  Soleil  et  de  la  Terre  pour  que 
leur  éclat  permette  de  les  apercevoir. 

On  sait  que  la  parabole  est  la  limite  d'une  ellipse  ayant  même  sommet  et 
même  foyer,  et  dont  le  grand  axe  augmente  indéfiniment;  il  en  résulte  que, 
dans  le  voisinage  du  périhélie,  l'orbite  d'une  comète,  supposée  elliptique  et  très 
allongée,  différera  fort  peu  d'une  parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer.  Newton 
fut  donc  amené  à  penser  que  les  orbites  des  comètes  peuvent  être  considérées 
comme  paraboliques.  Il  eut  bientôt  l'occasion  de  mettre  ses  idées  à  l'épreuve  : 
le  \L\  novembre  1680  parut  une  comète  qui  se  rapprocha  rapidement  du  Soleil 
et  disparut  dans  ses  rayons  le  5  décembre.  Le  22  décembre  suivant,  une  comète 
très  brillante  apparaissait  de  l'autre  côté  du  Soleil.  En  calculant  les  observations 
des  deux  comètes.  Newton  démontra  qu'elles  ne  formaient  qu'un  seul  et  même 
astre;  elles  avaient  décrit  chacune  un  arc  d'une  même  parabole. 
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On  a  observé  depuis  un  nombre  considérable  de  comètes  paraboliques;  pour 
chacune  d'elles,  le  centre  du  Soleil  coïncide  avec  le  foyer  de  la  parabole  et  le 
rayon  vecteur  décrit  des  aires  proportionnelles  aux  temps.  Donc  chaque  comète, 
dans  l'une  quelconque  de  ses  positions,  est  soumise  à  une  force  R  dirigée  vers  le 

Soleil  et  ayant  pour  expression 

„       mc^    I 
n=: -' 

p     /■* 

Si  l'on  compare  aux  quantités  c  ai  p  les  quantités  c'  et/>',  c"  et/?",  ...,  qui  cor- 
respondent à  d'autres  comètes,  on  constate  que  Ton  a 

de  plus,  la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  égale  à  la  quantité  correspon- 
dante 


p=r 


C-        4  71^  a 


commune  à  toutes  les  planètes. 

Nous  retrouvons  donc  la  même  loi  d'attraction  R  =  ^,  où  \k  est  une  con- 
stante pour  tout  le  système  planétaire,  et  nous  sommes  en  droit  de  considérer  le 
centre  du  Soleil  comme  le  foyer  d'une  force  attractive  qui  s'exerce  dans  toutes 
les  directions,  sur  tous  les  corps,  proportionnellement  à  leur  masse  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

On  voit  quelle  force  les  comètes  apportent  à  cette  démonstration  :  à  l'aide  des 
planètes,  on  ne  pouvait  démontrer  l'existence  de  l'attraction  que  pour  des  points 
situés  dans  le  voisinage  de  l'écliptique;  les  comètes,  au  contraire,  sillonnent 
l'espace  dans  tous  les  sens  et,  partout  où  elles  pénètrent,  elles  nous  montrent 
la  même  loi  d'attraction  qui  les  accompagne. 

4.  Pour  passer  de  la  loi  d'attraction  exercée  par  le  Soleil  à  la  loi  de  la  gravita- 
tion universelle,  il  restait  un  pas  difficile  à  franchir;  voyons  quelles  sont  les 
idées  qui  ont  guidé  Newton  dans  cette  voie. 

Les  observations  démontrent  que  les  satellites  obéissent  à  très  peu  près  aux 
lois  de  Kepler  dans  leurs  mouvements  autour  des  planètes.  Considérons,  par 
exemple,  Jupiter  et  l'un  de  ses  quatre  satellites;  nous  désignerons  par  m^  la 
masse  de  ce  satellite  et  par  ;•,  sa  distance  au  centre  de  Jupiter.  On  déduira  des 
deux  premières  lois  de  Kepler  concernant  le  mouvement  relatif  de  ce  satellite 
que,  dans  chacune  de  ses  positions,  il  est  soumis  à  l'action  d'une  force  R,  di- 
rigée vers  le  centre  de  la  planète  et  ayant  pour  expression 

*^i  —  "^râ — 


On  démontrera  l'existence  d'une  force  analogue  pour  chacun  des  trois  autres 
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satellites,  et,  en  partant  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  on  prouvera  que  [Ji,  est  le 
même  pour  les  satellites.  Voilà  donc  le  centre  de  Jupiter  qui  est  le  siège  d'une 
force  analogue  à  celle  que  nous  avons  reconnue  dans  le  Soleil;  les  deux  forces 
suivent  la  même  loi  :  il  n'y  a  de  différence  que  pour  les  constantes  [jl  et  [x, . 

On  peut  en  dire  autant  de  toutes  les  planètes  qui  ont  plus  d'un  satellite, 
savoir  de  Mars,  de  Saturne  et  d'Uranus;  pour  les  planètes  qui  n'ont  qu'un 
satellite,  la  Terre  et  Neptune,  on  ne  peut  appliquer  que  les  deux  premières  lois 
de  Kepler.  On  démontrera  donc  seulement  que  le  satellite,  dans  chacune  de  ses 
positions,  est  soumis  à  l'action  d'une  force  R<  dirigée  vers  le  centre  de  la  planète 
et  ayant  pour  expression 

_m,fz, 

**1  —        ,.2        • 

'  1 

Si  l'excentricité  de  l'orbite  du  satellite  était  très  forte,  r^  varierait  dans  des  li- 
mites très  étendues,  et  il  serait  bien  démontré  que  la  planète  exerce  une  attrac- 
tion variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  mais,  si  l'excentricité  est 
petite,  et  c'est  le  cas,  les  deux  premières  lois  de  Kepler  ne  permettraient  guère 
de  trouver  la  loi  de  variation  de  la  force;  elles  prouveraient  seulement  son  exis- 
tence et  permettraient  de  calculer  son  intensité  moyenne. 

Il  convient  ici  de  faire  une  remarque  au  sujet  des  mouvements  des  satellites. 

PM 

Soient  {fig-  2)  S  le  Soleil,  P  Jupiter,  M  l'un  de  ses  satellites  :  le  rapport  -p^r- 

Fig.  2. 


étant  très  petit,  les  droites  PS  et  MS  peuvent  être  considérées  sensiblement 
comme  égales  et  parallèles.  La  force  R  =  -^>  émanant  du  centre  du  Soleil,  doit 
s'exercer  sur  P  et  sur  M.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  les  droites  PS  et  MS, 
les  forces  PA  et  MB,  appliquées  respectivement  à  l'unité  de  masse  de  P  et  à 
l'unité  de  masse  de  M,  pourront  être  considérées  comme  sensiblement  égales  et 
parallèles;  ces  forces  auront  donc  seulement  pour  effet  d'imprimer  un  mouve- 
ment de  translation  au  système  formé  par  Jupiter  et  ses  satellites.  D'après  le 
principe  des  mouvements  relatifs,  les  mouvements  des  satellites  autour  de  la 
planète  seront  donc  à  peu  près  les  mêmes  que  si  la  planète  était  immobile. 

Considérons  actuellement  la  Terre  et  son  satellite  unique,  la  Lune;  les  deux 
premières  lois  de  Kepler  étant  vérifiées,  il  en  résulte  que,  dans  chacune  de  ses 
positions,  la  Lune  est  sollicitée  par  une  force  R  ayant  pour  expression 

c]    I         in^a]  m, 
mi  -'  —  =  ^.p,      — 
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et  dirigée  vers  le  centre  de  la  Terre.  L'excentricité  de  l'orbite  de  la  Lune  étant 
assez  petite,  on  peut  ne  considérer  que  la  valeur  moyenne  de  R,  et  y  faire 
r,  =  a,  :  on  aura  ainsi 


Ri 


Z+Tl^a, 


r..2  "1- 

*  1 

L'accélération  moyenne  correspondante  à  cette  force  sera 

évaluons-la  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  mètre  et  pour  unité  de  temps 
la  seconde  sexagésimale  de  temps  moyen  ;  soit  p  le  rayon  de  la  Terre  supposée 
sphérique.  On  a,  à  fort  peu  près,  pour  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  la  Terre, 

a,  =  6op; 
on  a  du  reste 

2  TTO  :=  4o  OOO  OOO'". 

Enfin,  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune  est 

T,  =  2-J  71'  ^S""  =  39  343™  =  39  343  X  60^  ; 


on  trouvera  ainsi 


471-  X  60  X  40000000  „ 

?i  ~  ,0     0/0 5-T7-   =  O'»,  002706. 

^  2TZ  X  (39343  X  6o)2  ^ 


Nous  sommes  évidemment  portés  à  admettre  que  la  Terre  exercerait  son  at- 
traction sur  tout  autre  corps  que  la  Lune  et  que  cette  force  suivrait  la  loi  de  la 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Demandons-nous  ce  qu'elle  serait  à  la 

surface  même  de  la  Terre,  c'est-à-dire  à  une 'distance  du  centre  de  la  Terre 

— 2 
soixante  fois  plus  petite  que  dans  le  cas  de  la  Lune;  l'attraction  sera  60  fois  plus 

grande  et  l'accélération  correspondante  sera  égale  à  0^,002706  x  60  =  9™, 74* 
Or  l'accélération  moyenne  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre  est  g  =  9™,  82, 
nombre  très  peu  différent  du  précédent.  Lorsqu'on  tient  compte  de  plusieurs 
causes  secondaires  que  nous  avons  laissées  de  côté  pour  simplifier,  on  trouve 
entre  les  deux  nombres  une  identité  absolue. 

Que  faut-il  en  conclure?  Evidemment  que  la  force  qui  retient  la  Lune  dans  son 
orbite  nest  autre  chose  que  la  pesanteur  terrestre  affaiblie  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

Ainsi  la  loi  de  la  diminution  de  la  pesanteur  qui,  pour  les  planètes  accompa* 
gnées  de  plusieurs  satellites,  est  prouvée  par  la  comparaison  des  durées  de 
leurs  révolutions  et  de  leurs  distances,  se  trouve  démontrée,  dans  le  cas  de  la 
T.  —  L  5 
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Terre,  par  la  comparaison  du  mouvement  de  la  Lune  avec  celui  des  projectiles 
à  la  surface  de  la  Terre. 

Les  forces  d'attraction  dont  le  Soleil  et  les  planètes  sont  le  siège  ne  doivent 
plus  nous  paraître  aussi  mystérieuses,  puisque  nous  sommes  familiarisés  avec 
l'une  d'elles,  la  pesanteur,  par  l'expérience  journalière. 

L'analogie  nous  porte  évidemment  à  admettre  que  les  planètes  qui  n'ont  pas 
de  satellites,  Mercure  et  Vénus,  sont  douées  de  la  même  force  attractive.  Nous 
ferons  un  nouveau  pas  en  avant  par  la  considération  suivante  :  le  Soleil  attire 
Jupiter  et  ses  satellites;  Jupiter  attire  ses  satellites,  cela  est  démontré;  mais  on 
doit  admettre  que  l'attraction  de  Jupiter  s'exerce  à  toute  distance  et  se  fait  sen- 
tir même  sur  le  Soleil  ;  ainsi,  si  le  Soleil  attire  Jupiter,  Jupiter  aussi  doit  attirer 
le  Soleil,  et,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  ces 
deux  forces  doivent  être  égales.  Soient  donc  M  la  masse  du  Soleil,  m  celle  de 
Jupiter,  r  leur  distance,  p.  la  constante  qui  figure  dans  la  loi  de  l'attraction 
exercée  par  le  Soleil,  \k^  la  constante  correspondante  pour  Jupiter;  on  devra 
avoir 

On  en  conclut,  en  désignant  par  f  une  autre  constante, 

}^  —  \tl  —  f 
M       m  ~  ' 

jJt  =  fM; 

ainsi  la  valeur  commune  des  deux  attractions  réciproques  du  Soleil  et  de  Jupiter 

est 

ïMm 

les  deux  corps  s'attirent  donc  proportionnellement  à  leurs  masses  et  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

Nous  avons  fait  abstraction  jusqu'ici  des  dimensions  des  corps  célestes  que 
nous  avons  réduits  à  leurs  centres  respectifs;  mais  la  propriété  attractive  ne 
réside  pas  seulement  dans  ces  centres  :  elle  est  propre  à  chacune  des  molécules 
des  corps  considérés.  On  peut  le  prouver  pour  l'attraction  exercée  par  l'un  de 
ces  corps,  la  Terre;  on  démontre  en  effet  que,  dans  le  vide,  tous  les  corps  tombent 
avec  la  même  vitesse.  On  peut  diviser  un  corps  en  un  nombre  quelconque  de  frag- 
ments; le  poids  total  est  égal  à  la  somme  des  poids  des  divers  fragments;  chacun 
d'eux,  abandonné  à  lui-même,  tombe  dans  le  vide  avec  la  même  vitesse  que  le 
corps  primitif;  la  pesanteur  s'exerce  donc  sur  les  moindres  parties  des  corps, 
et  l'on  doit  admettre  qu'il  en  est  de  même  de  l'attraction  d'une  manière  générale. 
Ainsi  le  Soleil  doit  attirer  toutes  les  molécules  de  chacune  des  planètes,  de  cha- 
cun des  satellites;  de  même  une  planète  doit  attirer  toutes  les  molécules  du 
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Soleil.  C'est  de  cette  manière  que  Newton  a  été  conduit  à  la  loi  de  la  gravitation 
universelle  à  laquelle  souvent  on  donne  simplement  le  nom  de  loi  de  Nevf^ton  : 

Deux  points  matériels  quelconques  s'attirent  mutuellement,  proportionnellement  à 
leurs  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Soient  M  et  M'  les  deux  points,  m  et  m'  leurs  masses,  r  leur  distance;  le 
point  M  est  soumis  à  l'action  d'une  force  MA  dirigée  vers  le  point  M';  le  point  M', 
à  l'action  d'une  force  M'A'  dirigée  vers  le  point  M;  on  a 

M'A'  =  MA  ==  — 5—  ; 


la  constante  f  est  l'attraction  de  deux  urtités  de  masse  à  l'unité  de  distance. 

5.  Nous  allons  traiter  une  question  intéressante  qui  se  présente  naturelle- 
ment. 

La  loi  de  Newton  mérite-t-elle  réellement  la  qualification  d'universelle?  Pré- 
side-t-elle  aux  mouvements  des  systèmes  éloignés  et,  en  particulier,  aux  mou- 
vements observés  avec  tant  de  soin  depuis  W.  Herschel  dans  les  étoiles 
doubles. 

Pour  se  prononcer,  il  faut  voir  d'abord  quelles  sont  les  données  précises  de 
l'observation;  elles  sont  résumées  dans  les  deux  lois  suivantes  : 

(a)  Dans  tous  les  systèmes  binaires,  la  projection  du  rayon  vecteur  mené  de 
l'étoile  principale  au  satellite,  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  décrit  des 
aires  proportionnelles  aux  temps. 

(b)  L'orbite  apparente  du  satellite  est  une  ellipse. 

Il  convient  d'insister  sur  ce  point  que  l'observation  nous  donne  ce  qui  se 
rapporte  à  l'orbite  apparente  et  non  pas  à  l'orbite  réelle;  c'est  qu'en  effet  les  me- 
sures des  astronomes  se  rapportent  à  la  projection  du  satellite  sur  le  plan  lan- 
gent à  la  sphère  céleste  mené  par  l'étoile  principale;  le  satellite  pourrait  occu- 
per une  position  quelconque  sur  le  rayon  qui  le  joint  à  la  Terre,  en  avant  ou  en 
arrière  du  plan  tangent  considéré.  Au  point  de  vue  strictement  rigoureux,  il 
serait  impossible  de  déterminer  l'orbite  réelle;  il  faut  faire  une  hypothèse,  et  la 
plus  naturelle  est  d'admettre  que  cette  orbite  est  plane  (');  il  en  résulte  aussi- 
tôt que  la  loi  des  aires  a  lieu  pour  l'orbite  réelle,  et  que  cette  orbite  est  une 


(1)  La  loi  dos  aires  ayant  lieu  pour  la  projection  sur  lo  plan  tangent  à  la  sphère,  il  en  résulte  que 
la  force  rencontre  la  droite  SO  (S  désignant  la  Terre,  ou  plutôt  le  Soleil,  et  0  l'étoile  principale).  On 
peut  dire  la  même  chose  pour  les  autres  étoiles  doubles;  S  est  d'ailleurs  un  point  quelconque,  n'ayant 
aucun  rapport  avec  les  points  tels  que  0;  il  est  donc  tout  naturel  d'admettre  que  la  force  passe  tou- 
jours par  le  point  0  ;  la  force  étant  centrale,  l'orbite  est  plane. 
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ellipse,  puisque  sa  projection  sur  le  plan  tangent,  qui  n'est  autre  que  l'orbite 
apparente,  est  elle-même  une  ellipse;  mais,  dans  l'orbite  apparente,  l'étoile 
principale  est  un  point  quelconque;  la  position  du  plan  de  l'orbite  réelle  est 
inconnue,  et  il  nous  est  impossible  de  décider,  par  les  observations  usuelles,  si 
l'étoile  principale  occupe  réellement  l'un  des  foyers  de  l'ellipse  réelle. 

On  démontrera  immédiatement,  de  la  même  manière  que  pour  les  planètes, 
que,  dans  chacune  de  ses  positions,  l'étoile  satellite  est  soumise  à  l'action  d'une 
force  R  dirigée  vers  l'étoile  principale;  mais  il  ne  sera  pas  possible  d'arriver  h 
la  connaissance  de  l'intensité  de  R  en  partant  de  cette  unique  donnée,  que  le 
satellite  décrit  une  ellipse.  Toutefois,  on  peut  généraliser  les  conclusions  des 
observations  en  remarquant  que  les  étoiles  doubles  dont  on  connaît  les  mouve- 
ments relatifs  sont  nombreuses;  que  ces  mouvements  sont  très  différents  d'un 
système  binaire  à  un  autre,  pour  ce  qui  concerne  les  dimensions,  les  excentrici- 
tés, etc.  des  ellipses,  et  il  est  naturel  d'admettre  que  la  force  R  est  telle  qu'elle 
ferait  décrire  à  un  satellite  quelconque  une  conique,  quelles  que  soient,  à  l'é- 
poque initiale,  la  position  du  satellite  et  sa  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction. 
Nous  admettrons  enfin  que  l'intensité  R  de  la  force  ne  dépend  pas  de  la  vitesse 
du  satellite,  mais  seulement  de  sa  position. 

Soient  ; 

Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaires  menés  par  l'étoile  principale  0  dans  le  plan  de 

l'orbite  réelle; 
ce  et  y  les  coordonnées  du  satellite  M  à  l'époque  t; 
r  la  distance  OM. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  M  seront 

(5)  {        ,, 

dfi  r 

où  R  =  $(^,  j)  est  une  fonction  inconnue  des  deux  variables  indépendantes  x 
et  y;  il  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  de  manière  que  l'orbite  qui  résulte 
de  ces  équations  différentielles  soit  une  conique,  quelles  que  soient  les  valeurs 

initiales  a^o,  Jo»  "^o  =  ("^j  '  Jo  =  (■^j  des  coordonnées  et  des  composantes 
de  la  vitesse. 

Ce  beau  problème  a  été  proposé  par  M.  J.  Bertrand,  dans  le  tome  LXXXIV 
des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences;  ce  même  volume  renferme  deux 
solutions  complètes  et  entièrement  différentes,  dues  à  M.  Darboux  et  à  M.  Hal- 
phen. Depuis,  M.  Darboux  a  développé  sa  méthode  dans  l'une  des  Notes  remar- 
quables dont  il  a  enrichi  la  Mécanique  de  M.  Despeyrous.  Nous  allons  reproduire 
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ici  la  solution  de  M.  Halphen,  avec  quelques  modifications  qui  rendent  peut-être 
la  démonstration  un  peu  plus  longue,  mais  lui  donnent,  à  ce  qu'il  nous  semble, 
plus  d'homogénéité. 
Nous  ferons 

/   dcc ,  dy , 

(6)  )  Tît  ^  ^  ^  dt  ~'^  ' 

(  Rr= — mur; 

u  sera  comme  R  une  fonction  inconnue  de  ^et  j;  les  équations  différentielles  (5) 
se  trouveront  donc  remplacées  par  le  système  suivant  : 

!dx          ,           dy         ,           dx'  dy' 

—~^zx\             -f-  =  r',             -y-:=zax.  -~=iltY, 

dt            '          dt       ^  '           dt              '  dt           -  ' 
u  —  ^{x,y). 

Nous  aurons  dans  la  suite  à  prendre  les  dérivées  par  rapport  au  temps  de  fonc- 
tions des  quatre  quantités  x,y,  ce', y';  nous  les  calculerons  par  la  formule  sui- 
vante, qui  se  déduit  immédiatement  des  équations  (A) 

d^,  ,     M        ,à¥        ,d¥         f    dF  dF\ 

dans  le  cas  où  la  fonction  F  ne  contient  que  œ,  cela  se  réduit  à 

Lemme.  —  Trouver  l'équation  différentielle  commune  à  toutes  les  coniques. 
L'équation  générale  des  coniques  est 

(8)  k.x--\-iBxy  +  Cj*+  -iFx  -\-  20/  +  H  =  o; 

elle  définit  j  en  fonction  de  x  et  de  cinq  constantes  arbitraires.  Prenons  x  pour 
variable  indépendante  et  différentions  cinq  fois  de  suite,  nous  trouverons,  en 
désignant  les  dérivées  par  la  notation  de  Lagrange, 

C/j'  -\-^{xy'  -\-  y)       -\-  kx-^Giy'  -^F  =  o, 

C(/y'  +./^)  +B(^/'  +  2/)  +A     -j-Gj"         =0, 

(9)  iC(j7'"+3//')  +B(^7'"+3j")  +G7'"  =o, 
C(j/^+4jr'+3/'^)  +B(^7-+4r)  +Gj-  ^o, 
C'iyf  +  5/J-+107V)  +  B(^j-  +  5/-)  +  Gj-         =  o. 
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Il  reste  à  éliminer  entre  les  six  équations  (8)  et  (9)  les  cinq  quantités  jz, 


G 


û  ;  les  trois  dernières  des  équations  (9)  contiennent  seulement,  et  sous  forme  ho- 
mogène, les  trois  quantités  B,  C,  G;  on  aura  donc  le  résultat  de  l'élimination  en 


égalant  à  zéro  le  déterminant 


yy  4_  ^yy  ^y  ^  3  j"      y 

yy"'  +  Sj'j'  '■  + 1  oyy    a^y  +  ^y    y 


On  trouve  aisément,  en  partant  des  propriétés  élémentaires  des  déterminants, 
que  A  se  réduit  à 

o  3y     y 

'ày'"        kf    f' 
^oy"f     5j-    y 

en  supprimant  le  facteury  et  revenant  à  la  notation  différentielle,  il  vient 


L'ordonnée  d'une  conique  quelconque  vérifie  cette  équation,  et,  réciproque- 
ment, toute  fonction  de  x  qui  y  satisfait  pourra  être  considérée  comme  l'ordon- 
née d'un  point  quelconque  d'une  conique  dont  ce  serait  l'abscisse. 

Il  faut  maintenant  considérer  l'une  quelconque  des  trajectoires  qui  résultent 
des  équations  (A),  regarder  j  comme  une  fonction  de  x,  former  les  dérivées 

T2'  *■■'  TF^'  et  les  substituer  dans  la  relation  (B). 

On  a  d'abord,  en  tenant  compte  des  formules  (A)  et  (7), 

dx        œ' 


ou  bien 

(10) 


,  d'^ y œ'  Il  V  —  r'  ux 

dx^  ~~  œ''^ 


d^y 


Remarquons  que,  d'après  la  loi  des  aires,  le  binôme  x y  —  y'x  est  constant; 
en  ayant  égard  à  cette  remarque  et  aux  formules  (7)  et  (7'),  on  déduira  aisé- 
ment de  la  formule  (10),  différentiée  plusieurs  fois  par  rapport  au  temps,  les 


dx 
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formules  suivantes  : 

x''  -r4  =:(^  y  —  y^r)    j:'--^-r-  —  louxx'  —, oa-x'-+  lou^x-], 

dx*  "^       "^         \       dt^  dt  ) 

4-  -7- (io5 w^*'^^'  —  lÔMJ?'*)  +  ^Sa'o^cr'^ —  100 a* j?'    . 

Portons  ces  valeurs  (lo)  et  (ii)  dans  l'équation  (B);  nous  apercevons  de 
suite  le  facteur  commun  -^  ,,f  ^  ;  supprimons-le  et  effectuons  les  calculs; 
il  y  aura,  après  les  réductions,  encore  un  facteur  ^'%  et  il  restera  seulement 

,     ,  a,    „d^u        , „     du  d- il        ,     / duX^  ,  du 

Cette  équation  se  simplifie  notablement  en  posant 

(i3)  u  —  w^; 

w  sera,  comme  u,  une  fonction  de  x  Qij',  on  trouve  sans  difficulté  que  l'équa- 
tion (12)  devient  simplement 

dUv  -\dw 

(^)  -dtF=''''     -dï' 

Il  nous  reste  à  calculer  -7-  et  -^\  en  ayant  égard  aux  formules 


on  trouve 


c^£  '  dt       ^ 


dw ,  dw         ,  dw 

dt  dx      "^  dy^ 

dt^  dx^  ^   dx^  dy  dx  dy- 

-\-  6w   -  1  x>r  -T— ^  +  y  y 


2  \     ^j?  ày  J  \     dx      "    dy  )'' 
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en  portant  ces  deux  dérivées  dans  l'équation  (C),  il  vient 


f                3     ,    -|  r       /    d''-w            d'^KvX       dsv  (    dw  dwW 

\  H —  /  <^         2  <p  (  j  -^-7^  +  -3?  -^ — r-  1 r-  1  jc  -T 1-  y  -^-  I  I 


dx  dy  )       dy\    dx      -^  ày  J  \ 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  t,  et  en  particulier  pour  /  =  o,  au- 
quel cas,  comme  on  l'a  vu,  x,  y,  œ',  y'  peuvent  être  quatre  quantités  quel- 
conques, indépendantes  les  unes  des  autres.  L'équation  (D)  donnera  donc  les 
six  équations  suivantes  : 

d^w d^w    d^w    d'^w 

^^^>  d^~^'         dx^  dy  ~  ^'  dxdy''  '^^'  ^^°' 


(i5) 


()2(P  d''-w\       ()\v  f     dw  ^n 


'      dx"^       •^dxdyj       dx\     dx  àyj         ' 

d^w  d^w  \       dw  /    dw  dw 

w   djï  dx  dy  )       dy  \     dx  dy 


Les  formules  (i4)  montrent  qu'en  désignant  par  a,  b,  c,  /,  g,  h  six  con- 
stantes arbitraires,  w  est  de  la  forme 

(E)  w-.=.ax'^-\-2bxy-hcy'^-\-2fx-\-'2.gy  +  h. 

Substituons  cette   expression  dans  les  relations  (i5),  et  nous  trouverons, 
après  réduction, 

{bf  -  ag)  xy  +  (c/  -  bg)f-+  (P  -  ah)  x  +  {/g-  bh) y  =  o, 
{bg-  cf)xy-\-{ag-  b/)x^-+{/g-b/i)x-i-{g'-  -ch)y  =  o. 

Ces  deux  équations  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a;  et  j,  on  en  conclut 

(16)  («^-^/-o, 

(  ^g  —  cf  =0; 

(  /'  —  o-Ji  —  o, 

(17)  \  g^  —ch  =0, 


fg  —  bh  =  o. 
On  tire  des  formules  (17) 

fh{ag-bf)  =  o,         gh{bg-cf)  =  o; 

si  donc  aucune  des  quantités/,  g,  h  n'est  nulle,  les  relations  (iG)  sont  une  con- 
séquence de  (17),  et  il  suffit  de  vérifier  ces  dernières. 


LOI    DE    LA   GRAVITATION    UNIVERSELLE.  4' 

Or  l'équation  (E)  donne 
(•8)      ^v=j^[{fx  +  gy  +  hY-U'-ah)x^-{g^.-ch)y'-2{Jg-bh)xy)l 
ce  qui,  à  cause  des  formules  (17),  se  réduit  à 

Les  formules  (G)  et  (i3)  donnent  ensuite 
(Fi)  R,  =  m// 


if^^-^gy-^  lif 


c'est  une  première  loi  pour  la  force  cherchée;  quelles  que  soient  les  quantités 
/,  g,  h,  la  trajectoire  sera  une  conique. 

Supposons  maintenant  h—-o;  les  formules  (17)  entraînent /*=  o,  g=o; 
elles  sont  alors  vérifiées,  ainsi  que  les  relations  (16);  on  a  donc 

w  =1  a  X'- -h  2  b  xy  +  cy"^, 

(F2)  R2  =  m '- j; 

{ax^-[- 2bxy -\- cy'^Y 

c'est  une  autre  loi  de  la  force;  les  constantes  a,  b,  c  peuvent  être  quelconques. 
Dans  le  cas  où  /=  o,  (16)  et  (17)  donnent 

aff=^bg=z  ah  =  bh  =:  o,         g'^  =r  ch, 

d'où 

a  =:.  b  =:.  0\ 

en  portant  dans  la  formule  (18),  il  vient 

la  valeur  correspondante  de  R  s'obtient  donc  en  faisant /=  o  dans  la  for- 
mule (F,).  Ainsi  il  y  a  deux  lois  de  forces,  et  rien  que  deux,  qui  répondent  à 
la  question;  mais  les  forces  R,  et  R2  contiennent  non  seulement  r,  mais  encore 

l'angle  polaire  0  =  arctang-- 

Si  l'on  veut  que  ces  forces  ne  dépendent  que  de  r,  ce  qu'il  est  naturel  d'ad- 
mettre, on  devra  faire,  dans  (F,  ),  /=  ^  =  o,  et,  dans  (Fj),  «  =  c  et  6  =  o  ;  on 
T.  -  1.  6 
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trouve  ainsi 


m  IX 


La  première  de  ces  lois  est  incompatible  avec  les  observations,  car,  si  elle  avait 
lieu,  le  satellite  décrirait  toujours  une  ellipse  ayant  pour  centre  l'étoile  princi- 
pale, et  cette  propriété  se  conserverait  dans  l'orbite  apparente;  or  les  observa- 
tions montrent  qu'en  général  cela  n'a  pas  lieu;  il  ne  reste  donc  que  Ro  =  -~  ou 
la  loi  de  Newton. 

Conclusion  au  point  de  vue  de  U Astronomie.  —  On  voit  par  ce  qui  précède  qu'il 
est  impossible  de  conclure  d'une  façon  rigoureuse  que  la  loi  de  Newton  préside 
aux  mouvements  des  étoiles  doubles;  toutefois,  cela  est  très  vraisemblable, 
puisque  les  autres  forces  qui  pourraient  expliquer  les  mouvements  observés  se- 
raient telles,  qu'à  des  distances  égales  une  même  étoile  exercerait  sur  des 
masses  égales  des  attractions  variables  suivant  les  diverses  directions. 

Remarque.  —  Dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  de  1802  se 
trouve  un  Mémoire  de  ]\I.  Yvon  Yillarceau  ayant  pour  titre  :  Du  mouvement  des 
étoiles  doubles,  considéré  comme  propre  à  fournir  la  preuve  de  l' universalité  des  lois 
de  la  gravitation  planétaire. 

M.  Villarceau  s'était  demandé  déjà  si  la  force  qui  produit  les  mouvements 
observés  dans  les'étoiles  doubles  rentre  nécessairement  dans  la  loi  de  Newton; 
il  avait  vu  que  d'autres  forces  centrales,  dépendant  des  deux  coordonnées  du 
satellite,  peuvent  lui  faire  décrire  une  ellipse  autour  de  l'étoile  principale;  mais 
il  avait  laissé  subsister  dans  l'expression  de  la  force  les  paramètres  qui  figurent 
dans  l'équation  de  l'ellipse  considérée,  et  n'avait  pu  ainsi  s'élever  aux  deux 
lois  générales  exprimées  parles  formules  (F,)  et  (Fo). 

Dans  un  Travail  inséré  au  tome  XXXIX  des  Monthly  Notices  of  ihe  Royal 
astronomical  Society,  M.  Glaisber  a  fait  observer,  à  l'occasion  des  beaux  résul- 
tats obtenus  par  MM.  Darboux  et  Halphen,  que  Newton  avait  montré  {Principes, 

Fie.  3. 


Livre  I,  scolie  de  la  Proposition  XVII)  que,  si  une  ellipse  E(y7^-.  3)  est  décrite  par 
un  mobile  M  sous  l'action  d'une  force  S  proportionnelle  à  la  distance  et  dirigée 
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constamment  vers  le  centre  G  de  cette  ellipse,  elle  peut  être  décrite  aussi  sous 
l'action  d'une  autre  force  R  dirigée  constamment  vers  un  point  fixe  0  choisi  à 
volonté,  pourvu  qu'entre  les  intensités  R  et  S  on  ait  toujours  la  relation 

S  _  ôm!cm 

G  désignant  le  point  où  la  tangente  MX  est  rencontrée  par  le  rayon  CG  parallèle 

à  OM;  on  a,  par  hypothèse,    . 

S  =  /ji.CM; 

il  en  résulte  donc 


u=f..oM(^y. 


M.  Glaisher  montre  géométriquement,  et  l'on  peut  le  faire  par  un  calcul  des 

OM 
plus  simples,  que  p^-  est  une  fonction  du  premier  degré  des  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  M  ;  on  voit  donc  que  la  force  R  qui  résulte  de  la  remarque 
de  Newton  rentre  dans  la  formule  (F,). 

Enfin,  M.  Glaisher  rappelle  que  W.  Hamilton  avait  prouvé  que,  si  un  mobile 
est  attiré  vers  un  point  fixe  par  une  force  qui  soit  directement  proportionnelle 
à  la  distance  comptée  du  point  fixe  et  inversement  proportionnelle  au  cube  de 
la  distance  du  mobile  à  un  plan  fixe,  ce  mobile  décrira  toujours  une  conique; 
c'est  en  quelque  sorte  la  réciproque  du  théorème  qui  résulte  de  la  remarque  de 
Newton. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  la  diff'érence  de  ces  résultats,  et  de  la  réponse 
générale  donnée  par  MM.  Darboux  et  Halphen  au  problème  nouveau  proposé 
par  M.  Bertrand. 

6.  On  vient  de  voir  qu'on  peut  trouver  l'expression  de  la  force  capable  de 
produire  les  mouvements  des  planètes,  quand,  au  lieu  de  se  donner  les  trois 
lois  de  Kepler  complètes,  on  n'en  regarde  qu'une  partie  comme  démontrée  par 
l'observation. 

M.  Bertrand  a  été  plus  loin  dans  cette  voie  (^Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  LXXVII,  1873)  en  résolvant  le  problème  suivant  : 

On  considère  une  planète  attirée  par  le  Soleil  suivant  une  force  dont  V intensité 
ne  dépend  que  de  la  distance.  On  suppose  connu  ce  seul  fait  :  que  la  planète  décrit 
une  courbe  fermée ,  quelles  que  soient  à  l'époque  initiale  la  position  de  la  planète 
et  sa  vitesse,  en  grandeur  et  en  direction.  On  demande  de  trouver  la  loi  d' attraction 
d'après  cette  seule  donnée. 

Il  est  entendu  toutefois  que  la  vitesse  initiale  V,,  doit  être  inférieure  à  une 
certaine  limite. 
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Le  mouvement  s'effectue  dans  un  plan  passant  par  le  centre  0  du  Soleil;  il  est 
produit  par  une  force  centrale;  donc  la  loi  des  aires  a  lieu.  Soient  r  et  0  les 
coordonnées  polaires  de  la  planète  à  l'époque  t,  l'origine  de  ces  coordonnées 
étant  placée  en  0:  représentons  l'intensité  R  de  la  force  motrice  par 

et  par  k  la  constante  des  aires;  nous  aurons,  par  une  formule  connue,  en  ayant 
égard  à  l'intégrale  des  forces  vives  et  désignant  par  r^  la  valeur  initiale  de  r, 


Nous  ferons 

/•-^' 

'•o 

et  il  viendra 

'0,         '•V('")  =  9(^)' 


d'où 


-^  k  dz 

dO  — 


/ 


\l~k'-z^-^i  f   (f{z)dz 
Nous  poserons  encore 

2    r    C?{z)dz=^{z), 

et  nous  supposerons  que  l'axe  polaire  passe  par  le  rayon  vecteur  initial;  nous 
aurons  ainsi 

On  trouvera  aisément,  par  les  formules  ci-dessus, 

(20)  J\  =  ^mz'-^'{z); 
on  aura  enfin 

(21)  A-=r /•oVoSiny)o  =  -^^ — -, 

en  désignant  par  yjo  l'angle  que  fait  la  vitesse  initiale  avec  le  prolongement  du 
rayon  r^. 

Si  l'angle  y]o  est  obtus,  r  commencera  par  décroître,  et  z  par  croître  à  partir 
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de  ^„;  on  suppose  essentiellement  que  la  trajectoire  est  fermée  et  ne  rencontre 
pas  le  Soleil;  z  ne  croît  donc  pas  indéfiniment,  mais  seulement  jusqu'à  un 
maximum  p;  la  quantité  [3  doit  amnuler  le  radical  qui  figure  dans  la  formule  (19). 
Ainsi,  on  a  la  relation 

(22)  V^-/.-^P^+^((3)=:0. 

Pour  s  >>  [3,  le  radical  considéré  deviendrait  imaginaire;  z  va  donc  décroître  et 
repasser  d'abord  par  les  valeurs  précédentes  jusqu'à  z  =  Zf,;  on  voit  aisément 

que  le  rayon  vecteur  minimum  r,  =g  sera  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe; 

/'  croîtra  encore  au  delà  de  ^0  =  — '  tn^is  pas  indéfiniment,  puisque  la  courbe  est 

supposée  fermée;  z  décroîtra  donc  jusqu'à  une  valeur  a  qui  annulera  aussi  le 
radical  considéré  plus  haut.  On  aura  donc 

(23)  V„^-A-2a2  +  4/(a)  =  o,         (a<[3); 

le  rayon  vecteur  maximum  ^3  =  -  sera  aussi  un  axe  de  symétrie  de  la  courbe. 
Soient  OM,  le  rayon  vecteur  minimum  r<  (Jig-  4)>  OM2  le  rayon  vecteur  maxi- 

Fig.  4. 


mum  /'a,  0  l'angle  M,OAL;  la  courbe  se  composera  d'une  série  d'arcs  égaux  à 
M,  AM2,et  l'on  aura 


(24)  Q=kf 


Pour  que  la  courbe  se  ferme  d'elle-même,  il  faut  que  l'angle  0  soit  commensu- 
rable  avec  -;  on  devra  donc  avoir,  en  désignant  par  X  le  quotient  de  deux 
nombres  entiers, 

d'où 

(25)  iTZ^kl  "^^ 
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Cette  équation  devra  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales; 
donc,  quelles  que  soient  les  quantités  ¥«  et  i^  [(cette  dernière  dépendant  des 
données  initiales  par  la  formule  (21)].  ♦ 

Or  on  tire  de  (22)  et  (23) 

*«—   -  [32- «2 

et,  en  reportant  dans  (23),  il  vient 

(.6)       ^^.=  f\  _^^(fi)-W^^-  ^e; 

il  faut  déterminer  la  fonction  ^(z)  de  manière  que  cette  équation  ait  lieu 
quelles  que  soient  a  et  [3. 

Remarquons  d'ailleurs  que  le  nombre  fractionnaire  X  devra  être  indépendant 
de  a  et  (3;  car,  s'il  changeait  d'une  orbite  à  l'autre,  une  variation  infiniment 
petite  de  a  et  [3,  ou  bien  des  conditions  initiales,  apporterait  un  changement 
fini  dans  le  nombre  des  arcs  égaux  à  M,  AMo  dont  se  compose  la  courbe. 

Posons 
(27)  [3  =  A  +  e,         a  r=  A  —  e,         z  ^=^  h  -\-  e^; 

l'équation  (;>8^  devra  avoir  lieu  quels  que  soient  A  et  e;  aux  limites  a  et  ^  de  ^ 
correspondront  les  limites  ~  i  et  +  1  de  'C;  nous  allons  développer  suivant  les 
puissances  de  e,  par  la  série  de  Taylor,  les  quantités 

les  séries  seront  convergentes  si  e  est  assez  petit.  Écrivons  d'abord  l'équa- 
tion (26)  comme  il  suit  : 

.3 


(28)  X7r=r    r       ,  "^^  -^ 

Nous  négligerons  e^  sous  le  radical;  ^^  —  o.^  contenant  e  en  facteur,  on  pourra 
prendre 

n  e^t^  e^t'^  p'*t'*  ~l 

Y  -(*-?+'-;^+'-r:?:3+"-7:£'^---)J 


i,(z)-'!^(a.) 
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OÙ  l'on  a  écrit,  pour  abréger,  '|,  •]/',  ...  au  lieu  de  '\'(h),  '^(h),  ...;  en  réduisant 

et  développant  le  dénominateur  suivant^ puissance^de  <?,  il  vient 

Les 

I  —  t^  14-2:^  i  —  K'* 


~      2  4       ^^'  12      '^    <![;'  48      ^    i];'   "^      24      ^      ^j;'^ 

La  quantité  placée  sous  le  radical  de  la  formule  (28)  se  réduit  à 
p2(r  —  C")  est  un  facteur  commun  à  tous  les  termes;  on  a  ensuite 

ou  bien,  en  faisant  '(  =  sin^  et  développant  en  série  suivant  les  puissances  de  e, 


0  =  A-  rr  — -  /         14- 


;yjj  ,  L       6    'Y-hy         24      y- H" 


Or  on  a 


il  vient  ainsi 


Cette  équation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  e  et  h,  en  particulier  quel  que 
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soit  e;  on  en  conclut 

(3o) 


La  formule  (3o)  donne,  en  remettant  h  en  évidence  sous  les  signes  '\f'  et  'j»", 

Vih)_if        i\ 

d'où,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

(32)  ^'(/0--^Ca'~>^; 

si  l'on  porte  dans  l'équation  (3i)  cette  valeur  de  'Y (à)  et  les  expressions  qui  en 
résultent  pour  ^"(^)>  Vi^)  ^^  ^'^(^)'  ^'^  trouve  aisément 

d'où  ces  deux  valeurs 

X:=  I,  A:=  2, 

qui  sont  bien  commensurables.  La  formule  (32)  donne  ensuite  ces  deux  valeurs 
de  Y(h) 

et,  en  employant  ensuite  la  formule  (20),  il  vient 

^^'-  ^  -"7^' 


2 


Telles  sont  les  deux  seules  lois  d'attraction  qui  permettent  au  mobile  de  dé- 
crire une  courbe  fermée  quelles  que  soient  les  données  initiales  (la  vitesse  étant 
cependant  au-dessous  d'une  certaine  limite);  si  l'on  suppose  l'attraction  nulle 
à  une  distance  infinie,  il  ne  reste  que 


m  p. 


R 


OU  la  loi  de  Newton,  qui  aurait  pu  être  ainsi  déduite  de  ce  seul  fait  conclu  de 
l'observation  :  qu'une  planète  quelconque  décrit  une  courbe  fermée,  sans  qu'on 
soit  obligé  de  connaître  la  nature  de  cette  courbe. 
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7.  Théorème  de  Newton.  —  Supposons  qu'un  point  matériel  M  de  masse  m 
soit  attiré  vers  un  centre  fixe  0  par  une  force  d'intensité 

(33)  R  =  /n]^/-«; 

les  calculs  du  numéro  précédent  seront  applicables  en  remplaçant/(r)  par  \xf'\ 

le  rayon  vecteur  r  restera  toujours  compris  entre  un  minimum  OM,  =  r,  =  -^   et 

P 

un  maximum  OMo  ==r2  =  -;  la  courbe  se  composera  d'une  série  d'arcs  égaux 

à  M,  AMg.  Soit  encore  0  l'angle  M,0M2;  on  trouvera  sa  valeur  en  partant  de  la 
formule  (29)  et  remplaçant  ^'(A)  par  son  expression 

conclue  des  formules  (20)  et  (33).  On  aura 

! ^ 1  — n  ■ —  o 

il  viendra  donc 

v/^Th^  L  24         h-     "y 

Les  formules  (27)  donneront  d'ailleurs 

e  _  (3  —  0:  _  7\  —  i\ 

h        (3  +  a        /'a  4-  i\  ' 

on  trouvera  ainsi 

(34)  0:^-^^ri+^^^-'M""^'V-"^^y+-  • . 

v'T+sL  24         \^2+/-i/ 

Telle  est  l'expression  de  l'angle  compris  entre  un  rayon  vecteur  minimum  r,  et 
le  rayon  vecteur  maximum  suivant  r^,  lorsque  la  force  centrale  est  représentée 
par  la  formule  (33);  si  les  données  initiales  varient  de  telle  façon  que  la  diffé- 
rence Ta  —  A,  tende  vers  zéro,  on  aura 

(35)  lime 


v/n  H-  3 

C'est  dans  cette  relation  que  consiste  le  théorème  deNev^ton;  on  voit  qu'il  se 
rapporte  à  une  orbite  presque  circulaire  décrite  sous  l'influence  d'une  force 
centrale  proportionnelle  à  une  puissance  de  la  distance. 

Pour  les  mouvements  des  planètes  autour  du  Soleil,  on  a  tî  =  —  2,  R  =  — ^j    j- 
et  la  relation  0  =  tt  est  rigoureuse  ;  mais  on  peut  se  demander  ce  qui  arriverait 
si  l'on  modifiait  d'une  très  petite  quantité  l'exposant  —  2  de  la  loi  d'attraction; 
T.  -  I.  7 
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si  l'on  supposait  par  exemple  n  =  ■—  2,001,  il  en  résulterait 


lim0  = 


V'i 


0,001 


7:    i-f 


0,001 


180°  5' 24". 


On  voit  donc  que,  si  l'exposant  de  la  loi  d'attraction  différait  de  2  seulement  de 
0,001,  l'angle  formé  par  deux  rayons  vecteurs  maxima  et  minima  consécutifs  de 
l'orbite  d'une  planète  différerait  de  180**  de  plus  de  5'.  Nous  supposerons  l'or- 
bite peu  excentrique;  le  second  terme  de  la  formule  (34)  est  très  petit  à  cause 
des  facteurs  (r.^  —  ^t)'  et  n -\-  2  =  0,001,  de  sorte  qu'on  peut  employer  la  for- 
mule (35).  L'orbite  se  composant  d'une  infinité  de  parties  identiques  à  celle  qui 
est  comprise  entre  un  rayon  vecteur  maximum  et  le  rayon  vecteur  minimum 
suivant,  on  voit  que  le  point  le  plus  rapproché  du  Soleil,  le  périhélie  (Jig.  5), 


M,AB  =  180",  M,AC  =  iBo», 

BSM,  =.  5'24";       M,SM3=:  io'48". 

se  déplacerait  à  chaque  révolution  de  10' 48",  c'est-à-dire  d'une  quantité  consi- 
dérable et  tout  à  fait  incompatible  avec  les  observations.  La  fixité  des  périhélies 
planétaires  prouverait  donc  à  elle  seule  que,  si  l'attraction  solaire  est  de  la 

forme  —^,  on  doit  avoir  n  =  2. 

Les  résultats  précédents  sont  dus  à  Newton  (Principes,  Livre  I,  Prop.  XLV). 

Remarque.  —  Le  terme  en  (  ^^ ~  ^  j    disparaît  de  la  formule  (34)  pour  n  =  i 
et  /z  =  —  2;  il  en  serait  de  même  des  termes  suivants  en 


/•„  -h  /• 


car,  pour  n  =  i,  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  distance,  la  trajectoire  est 
une  ellipse  ayant  pour  centre  le  centre  d'attraction;  on  a  donc  toujours  0  =  -, 

quel  que  soit  le  rapport  — ^  ;  c'est  bien  à  quoi  se  réduit  alors  l'expression  --r^=  • 

Pour  n  =  —  2,  cette  même  expression  est  égale  à  ii  ;  la  trajectoire  est  une  ellipse 
ayant  l'un  de  ses  foyers  au  centre  fixe,  et  l'on  doit  avoir©  =  11,  quel  que  soit-^^ — -• 
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CHAPITRE  II. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  L'ATTRACTION.  —  ATTRACTION  DES  COUCHES  SPHÉRIQUES. 
ATTRACTION  D'UN  CORPS  SUR  UN  POINT  ÉLOIGNÉ. 


8.  Newton  a  donné  à  sa  loi  une  généralité  que  n'exigeaient  pas  les  lois  de 
Kepler.  Il  en  résulte  que  les  planètes  ne  peuvent  plus  se  mouvoir  dans  des 
ellipses,  obligées  qu'elles  sont  d'obéir,  non  seulement  à  l'attraction  du  Soleil, 
mais  encore  aux  attractions  des  autres  planètes,  c'est-à-dire  à  des  forces  nom- 
breuses, complexes  et  variables  à  chaque  instant.  Les  lois  de  Kepler  cesseront 
donc  d'être  vérifiées  rigoureusement;  elles  ne  représenteront  plus  qu'une  pre- 
mière approximation  des  mouvements. 

Il  faut  maintenant  prendre  la  loi  de  Newton  comme  point  de  départ  et  en 
déduire  par  l'Analyse  les  mouvements  des  corps  célestes;  on  aura  ensuite  à  com- 
parer les  résultats  du  calcul  à  ceux  de  l'observation. 

Nous  ferons  une  première  simplification  en  nous  bornant  à  considérer  seu- 
lement les  corps  qui  composent  notre  système  planétaire,  et  laissant  de  côté  les 
étoiles.  Les  distances  des  étoiles  au  Soleil  sont  très  grandes  par  rapport  aux 
dimensions  du  système  solaire;  ainsi  l'étoile  la  plus  rapprochée  est  environ 
7000  fois  plus  éloignée  du  Soleil  que  ne  l'est  Neptune.  Dans  ces  conditions,  les 
attractions  provenant  des  étoiles,  avec  les  données  admissibles  sur  leurs  masses, 
pourront  modifier  un  peu  le  mouvement  de  translation  du  système  solaire  dans 
l'espace,  mais  ne  dérangeront  pas  d'une  façon  appréciable  les  mouvements  rela- 
tifs dans  l'intérieur  du  système,  et  ce  sont  ces  mouvements  qui  nous  intéressent. 

Considérons  l'un  des  corps  de  notre  système;  nous  pouvons  décomposer  son 
mouvement  en  deux  autres  :  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité  et  le  mou- 
vement du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité.  De  là  les  deux  principaux  pro- 
blèmes de  la  Mécanique  céleste  : 

1°  Détermine?'  les  mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  célestes; 


5l  CHAPITRE    II. 

2*^  Déterminer  les  mouvements  des  corps  célestes  autour  de  leurs  centres  de 
gravité. 

Nous  commencerons  par  le  premier  problème,  qui  fera  l'objet  du  tome  I  de 
cet  Ouvrage;  la  solution  du  second  ne  sera  donnée  que  dans  le  tome  II. 

Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  : 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système 
sont  les  mêmes  que  si  toute  sa  masse  .y  était  concentrée  et  si  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  les  divers  points  du  système  y  étaient  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes . 

Soient  A  et  A,  {fig.  6)  deux  des  corps  célestes,  M  un  élément  de  masse 
déterminé  du  premier,  M<,  M',,  ...  les  éléments  de  masse  du  second;  le  point  M 

Fig.  6. 


sera  soumis  à  l'action  de  forces  connues  dirigées  suivant  les  droites  MM,, 
MM',,  —  Il  faudra  d'abord  trouver  la  résultante  MR  de  toutes  ces  forces,  puis 
déterminer  la  résultante  générale  des  forces  MR  qui  correspondent  à  tous  les 
éléments  M  du  corps  A,  toutes  ces  forces  étant  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité  G  de  ce  corps. 

On  voit  donc  que  la  première  question  qui  se  présente  est  la  détermination 
de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  extérieur;  on  est  amené  tout  naturel- 
lement à  considérer  en  particulier  le  cas  où  ce  corps  est  sphérique  et  homo- 
gène, ou  composé  de  couches  sphériques  concentriques  homogènes;  on  y  est 
conduit  par  l'observation  qui  nous  montre  les  corps  célestes  sous  des  figures  peu 
différentes  de  la  sphère,  et  par  l'hypothèse  de  la  fluidité  primitive. 

9.  Soient  A  {fig.  7)  un  corps  dont  on  veut  calculer  l'attraction  R  sur  un  point 


Fig.  7. 


N(^,yi2) 


extérieur  N,  dm  l'élément  de  masse  qui  correspond  au  point  M,  [x  la  masse 
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du  point  N,  ii  la  distance  MN;  l'élément  M  exerce  sur  le  point  N  une  attrac- 
tion NB  dirigée  suivant  NM  et  ayant  pour  intensité 

f  fjt  dm 

Il  faut  trouver  la  résultante  de  toutes  les  forces,  telles  que  NB,  appliquées  au 
point  N,  quand  l'élément  M  parcourt  toute  la  masse  du  corps  A. 

Pour  y  arriver,  prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  0^,  Oy,  0^  ; 
désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  N,  par  a,  b,  c  celles  du  point  M, 
par  p  la  densité  du  corps  au  point  M,  enfin  par  X,  Y,  Z  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  de  l'attraction  cherchée  R.  Décomposons  la  force  NB  en  trois 
autres  parallèles  aux  axes;  elles  auront  pour  expressions,  en  grandeur  et  en 
signe, 

„    dm  a  —  x        „    dm  b  —  y       „    dm  c  —  z 
'     u^        a  '     u^        a  ^    u-       u 

On  peut  maintenant  faire  la  somme  algébrique  de  toutes  les  composantes  pa- 
rallèles à  0^,  et  de  même  pour  les  deux  autres  axes.  On  trouve  ainsi 


(i) 


^=^fH-f^dm, 


ou 


En  remplaçant  dm  par  p  da  db  de,  on  peut  écrire  aussi 

iXzzzf^l  I  I  j—  p  da  db  de, 
Y  =fix  i  i  i  ~/  p  da  db  de, 
Z  =  l'/x  /    /    /    ^  p  da  db  de. 

On  doit  supposer  que  p  est  une  fonction  connue  de  a,  b,  c,  F  (a,  è,  c)  ;  dans  les 
formules  (i'),  les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  masse  du  corps  A. 

On  est  donc  ramené  au  calcul  de  trois  intégrales  triples. 

On  peut  faire  dépendre  la  détermination  de  X,  Y,  Z  de  celle  d'une  seule  inté- 
grale triple.  Posons,  en  effet. 
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OU 

y     rrr9dadudc_  r  r  r  Y(a,b,c)  ,^^^ 

J  J  J  "  J  J   J    ^{a-a;r-^{b-yy-i-{c-zy- 

les  intégrations  s'étendant  à  toute  la  masse  du  corps  A  ;  on  voit  que  V  sera  fina- 
lement une  fonction  de  oc,  y,  z;  c'est  ce  que  l'on  nomme  \^  jonction  potentielle 
ou  simplement  le  potentiel  relatif  à  l'attraction  du  corps  A  sur  le  point 
}|  ^(^œ,y,z).  La  formule  (2)  montre  que  le  potentiel  représente  la  somme  des 
éléments  de  masse  du  corps  divisés  par  leurs  distances  au  point  attiré. 

Nous  supposerons  essentiellement  ici  (')  que  le  point  N  est  extérieur  au 
corps  ou  plutôt  qu'il  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps;  dans  ces  condi- 
tioRS,  les  éléments  différentiels,  dans  les  formules  (i')  et  (2'),  sont  toujours 
finis;  X,  Y,  Z  et  V  sont  des  fonctions  continues  et  finies  de  x,  y,  z.  Cherchons 
la  dérivée  partielle  de'V  par  rapport  à  x.  Dans  la  formule  (2'),  l'élément  diffé- 
rentiel reste  toujours  fini;   les   limites  des   intégrations  sont  indépendantes 

de  œ\  on  peut  différentier  sous  le  signe  j         ;  on  trouve  ainsi 


à^       J   J   J     dœ 


(3)  -^=  I     I     I    -^pdadbdc. 

Or  on  a 

u^zzz{cc  —  a)2+  (j  _  by-+  {z  —  cy, 

d'où 

u  i     o  .11-  X  —  a 


dx  •2u'^    dx  M*     ' 

l'équation  (3)  donnera  donc 

En  comparant  avec  (i'),  on  obtient  la  première  des  trois  formules  suivantes  : 


dV  dV  dV 

Il  suffira  donc  de  déterminer  la  fonction  V  pour  que  X,  Y,  Z,  et  par  suite 
l'attraction  R,  soient  connus  en  grandeur  et  en  direction. 

Désignons  par  r  le  rayon  vecteur  ON  mené  de  l'origine  0  des  coordonnées 
au  point  attiré  N,  par  P  la  projection  de  la  résultante  R  sur  la  direction  ON, 
comptée  positivement  dans  le  sens  ON  et  négativement  dans  le  sens  contraire. 

(1)  Une  théorie  plus  complète  du  potentiel  sera  donnée  dans  le  tome  II  de  cet  Ouvrage. 
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On  peut  appliquer  la  première  des  équations  (4)  en  supposant  que,  pour  un 
moment,  l'axe  des  x  coïncide  avec  ON;  on  trouve  ainsi  la  formule 

la  signification  de  la  dérivée  -y:  est  la  suivante  :  soient,  sur  le  prolongement 

de  ON,  N' un  point  infiniment  voisin  deN,  NN'=  Sr,  Vh- §V  la  valeur  du  potentiel 

pour  le  point  N';  on  aura 

dN      ,.     ÔV 
or  or 

^ay        ^«Y        ^2y 
10.  Equation  de  Laplace-  —  Calculons  l'expression  -r-y  -+-  -y-^  +  -r^  en 

partantdela  formule(2'). Nous  pourrons  différentierdeuxfoissouslesigne  1  1  f  ', 
nous  trouverons  donc 


or  on  a 


d'où 


dy^  ^  dz'  ~J  J  J    \dx^^  dy-  ^  dz^- 


u  u^  I         ^œ  —  a  œ 

^  +3 


p  da  db  de  ; 


dx'^  dx  a'  a* 


+  tî:;;^  +  ^  =  -  7;ïï  +  TTi  [(^'  -  «)^  +  (/ -  ^)^+  (^  ~  O']  =  -  -,  +  -r  "'  =  o. 


dx'^        dy^        dz^ 


if        u'  "  '  ^  ir        a" 


On  a  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  oc,  y,  z  qui  répondent  à  des  points  ne  fai- 
sant pas  partie  du  corps  attirant,  l'équation  remarquable 

^^V       d^Y       d'Y 

qui  a  été  découverte  par  Laplace. 

11.  Attraction  des  couches  sphériques  homogènes.  —  Considérons  une 
couche  sphérique  homogène  d'épaisseur  finie  et  cherchons  son  attraction  sur 
un  point  N  ne  faisant  pas  partie  de  la  couche,  situé  soit  à  l'extérieur,  soit  dans 
l'intérieur  de  cette  couche. 

Prenons  le  centre  0  de  la  couche  pour  origine  des  axes;  il  est  évident  a  priori 
que  le  potentiel  V  ne  doit  dépendre  que  de  la  distance  rdu  point  N  au  point  0; 
d'ailleurs  la  fonction  V  doit  vérifier  identiquement  l'équation  (G).   On   aura 
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r^  =  a?^ -4- j^  +  ^-, 

dr  X 

dx        r 

ÔY  _  dV  dr^_dVx 
dx        dr  dx        dr  r 

â^_cpy/'xY    ^(]__' 

dx^         dr-   \  /■  /         dr  \  r        i 

Ajoutons  cette  expression  de  -^2  aux  expressions  analogues  de  -—^  et  -pj.  et 
portons  dans  (6);  nous  trouverons 

d^Y      2  dY  _ 
dr^         r  dr  ~~ 

ou  bien 

d^Y         dV 

ou  encore 

d^Yr     . 
-d^='''' 

On  en  tire,  en  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  arbitraires, 

V/=A  +  Br, 
(7).  V==:^+B. 

Détermination  des  constantes .  —  Supposons  d'abord  le  point  N  placé  dans  l'in- 
térieur de  la  couche;  on  devra  avoir  A  =  o,  sans  quoi  la  formule  (7)  donnerait 
V  =  co  pour  r=o,  c'est-à-dire  pour  le  centre  de  la  couche,  ce  qui  est  impos- 
sible, V  restant  évidemment  fini  par  sa  définition  même.  On  aura  donc,  pour 
tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  la  couche, 

V  =  B  =  const., 

d'où 

dY  dY  dY 

^=«'         57^^'         âl=^' 

X  =  o,  Y  =  o,  1  —  0. 

On  a  donc  ce  théorème  dû  à  Newton  : 

Une  couche  sphérique  homogène  n  exerce  pas  d^ action  sur  les  points  de  son  inté- 
rieur. 
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Supposons,  en  second  lieu,  le  point  N  extérieur  à  la  couche  :  soit  r^  le  rayon 
extérieur  de  la  couche;  la  plus  petite  valeur  de  u  est  r — r^  et  la  plus  grande 
r-\-  r^',  ou  pourra  donc  écrire,  en  désignant  par  M  la  masse  de  la  couche, 


ou  bien 


ou  encore 


/'    dm  r  dm        r    dm 

r  -h  /•,       J      u        J   r  —  /i 


(8)  ^<V<      ■" 


/•  H-  r,  /•  —  A-i 


Si  le  point  N  s'éloigne  indéfiniment,  rtend  vers  l'infini;  V  reste  toujours  com- 
pris entre  deux  quantités  qui  se  rapprochent  indéfiniment  de  zéro;  donc  V  tend 
vers  zéro.  Si,  dans  la  formule  (7),  on  fait  r=  30,  V  =  o,  il  vient  B  =  o;  il  en 
résulte 


r 


portons  cette  valeur  de  V  dans  les  inégalités  (8),  et  nous  aurons 


M  ,  M 

<A< 


r  r 


Si  nous  faisons  tendre  r  vers  l'infini,  nous  voyons  que  A  reste  compris  entre 
deux  quantités  qui  tendent  vers  M;  donc  A  =  M,  et  l'on  a,  pour  tous  les  points 
extérieurs  à  la  couche, 

M 


la  formule  (5)  donne  ensuite 


P  désigne  la  projection  de  l'attraction  R  sur  la  direction  ON;  or,  par  raison  de 
symétrie,  l'attraction  est  dirigée  suivant  la  droite  NO.  On  a  donc 

R^-P 

et,  par  suite, 

T.  -  I.  8 


58  CHAPITRE    11. 

cette  attraction  est  égale  à  celle  qu'exercerait  sur  le  point  N  un  point  matériel 
de  masse  M  placé  en  0.  De  là  ce  second  théorème,  dû  également  à  Newton  : 

Une  couche  sphérlquc  homogène  attire  les  points  extérieurs  comme  si  toute  sa 
masse  était  réunie  à  son  centre. 

Ce  résultat  a  encore  lieu  pour  un  corps  formé  de  couches  sphériques  concen- 
triques homogènes,  d'épaisseurs  quelconques,  finies  ou  infiniment  petites,  la 
densité  de  chaque  couche  variant  d'une  manière  quelconque,  du  centre  du  corps 
à  sa  périphérie;  carie  théorème  est  vrai  pour  chacune  des  couches. 

Ainsi  le  Soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites  pouvant  être  considérés  sensi- 
blement comme  des  corps  de  la  nature  supposée  ci-dessus,  ils  attirent  à  fort 
peu  près  les  points  extérieurs  comme  si  l'on  supposait  leurs  masses  réunies  à 
leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Si  nous  nous  reportons  à  lujig.  6,  n*^  8,  en  supposant  les  deux  corps  com- 
posés de  couches  sphériques  concentriques  homogènes,  et  si  nous  désignons  par 
M,  la  masse  du  corps  A,,  par  G,  son  centre  de  gravité,  par  dm  la  masse  de  l'élé- 
ment M,  par  A  la  distance  MG,,  la  résultante  des  attractions  exercées  sur  M  par 
tous  les  éléments  du  corps  A,  sera  une  force  MR  dirigée  suivant  la  droite  MG,, 

ayant  pour  intensité 

-,r»       fM,dm       fMidm 
MR=-=^  =  — xr-i 
MGi  ^ 

on  aura  (/ig.  8)  des  forces  analogues  appliquées  aux  éléments  M',  M",  ..., 

f  M,  dm' 


M'  R'  — 
M"R"  = 


f  Ml  dm" 

A"2      ' 


Il  faudra  maintenant  transporter  toutes  ces  forces  parallèlement  à  elles-mêmes 
au  point  G,  centre  de  gravité  de  A,  et  prendre  leur  résultante.  On  peut  les 


Fig.  8. 


transporter  d'abord  au  point  G<  par  lequel  passent  toutes  leurs  directions;  on 
voit  que  leur  résultante  ^  sera  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  attractions 
exercées  sur  un  point  matériel  de  masse  M<  placé  en  G<  par  tous  les  éléments  du 
corps  A;  d'après  le  second  théorème  de  Newton,  cette  résultante  est  dirigée 
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suivant  la  droite  G,  G  et  a  pour  intensité 

fMMi 


59 


(9) 


Si 


GG, 


Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  que,  si  l'on  transporte  au  point  G,  paral- 
lèlement à  elles-mêmes,  toutes  les  attractions  exercées  sur  les  divers  éléments 
de  A  par  les  divers  éléments  de  A,,  la  résultante  Si  sera  dirigée  suivant  la 
droite  GG<  et  aura  une  intensité  déterminée  par  la  formule  (9). 

Si  donc  la  figure  et  la  constitution  des  corps  A,  A,,  Ao,  ...  étaient  celles 
qu'on  a  supposées  plus  haut,  on  pourrait  faire  abstraction  des  dimensions  de 
ces  corps  et  les  remplacer  par  des  points  matériels-  G,  G,,  Go,  ...,  de  masses  M, 
M,,  Ma,  ...,  s'attirant  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton;  et,  pour  avoir  les 
équations  différentielles  des  mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  consi- 
dérés, il  suffirait  d'écrire  les  équations  différentielles  des  mouvements  d'autant 
de  points  matériels  de  masses  données,  soumis  à  leurs  attractions  mutuelles 
s'exerçant  conformément  à  la  loi  de  Newton. 

On  formera  ces  équations  différentielles  dans  le  Chapitre  suivant. 

Mais,  en  réalité,  les  corps  célestes  ne  sont  pas  rigoureusement  sphériques; 
bien  que  les  observations  n'aient  pu  nous  révéler  encore  un  aplatissement  sen- 
sible dans  le  Soleil  ni  dans  un  certain  nombre  de  planètes,  la  Géodésie  nous  a 
appris  à  mesurer  l'aplatissement  de  la  Terre;  il  suffit  de  regarder  Jupiter  et 
Saturne  dans  une  lunette,  sans  faire  aucune  mesure,  pour  voir  que  ces  corps 
s'éloignent  notablement  de  la  forme  sphérique. 

La  réduction  des  corps  célestes  à  leurs  centres  de  gravité  respectifs  n'est  donc 
qu'une  approximation  ;  fort  heureusement,  une  circonstance  particulière  rend 
cette  approximation  très  voisine  de  la  réalité;  cette  circonstance  est  que  les 
dimensions  des  corps  célestes  sont  très  petites  par  rapport  aux  distances  qui  les 
séparent  les  uns  des  autres;  nous  allons  développer  ce  point  dans  l'article 
suivant. 


12.  Attraction  d'un  corps  sur  un  point  éloigné.  ~  Soit  le  corps  A  (y?^.  9) 


Fig.  9- 


dont  on  cherche  l'attraction  sur  un  point  matériel  N  dont  la  distance  GN  =  r  au 
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centre  de  gravité  G  est  très  grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps.  Nous 
prendrons  le  point  G  pour  origine  des  coordonnées  et  nous  ferons  passer 
l'axe  GX  par  le  point  N;  désignons  par  M  l'un  quelconque  dm  des  éléments  de 
masse  du  corps,  par  «,  hy  c  ses  coordonnées,  par  r'  la  distance  GM,  par  u  la  dis- 
tance MN  et  enfin  par  V  le  potentiel  relatif  à  l'attraction  du  corps  sur  le  point  N. 
Nous  aurons 

u'-  —  {r  —  ay+b^'-^c^, 


.12 


u^  =z  r'^  —  lar  +  r"-. 


1  T  /         lar  —  / 


.'2\       2 


u        r  \  r'- 


D'après  l'hypothèse,  quel  que  soit  le  point  M  à  l'intérieur  ou  sur  la  surface  du 

r' 
corps  A,  le  rapport  —  est  très  petit,  et  il  en  est  de  même,  a  fortiori,  du  rap- 
port -;  nous  allons  considérer  -7  ^t  -  comme  de  petites  quantités  du  premier 
ordre  suivant  les  puissances  desquelles  nous  développerons  l'expression  de  - 
donnée  ci-dessus.  Nous  trouverons  aisément,  en  négligeant  le  troisième  ordre, 


I         I  /         a       3  a- —  r' 

-     IH \ r— 


u        r  \  r  2  r 


d'où,  en  multipliant  par  dm  et  intégrant  pour  tous  les  points  du  corps  A, 
V=  -  I  dm-\-~  I  adm  -\ — ~  f  {3a-  —  r'^)  dm -\- 

Or,  si  M  désigne  la  masse  du  corps,  on  a 

/  dm  =.  M  ; 

puisque  l'origine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  centre  de  gravité,  on  a  aussi 

/  a  dm  ■=  o , 

et  il  en  résulte 

V=  -  4- -^  Asa'- r'2)  rfm +. . . 
r        ar^J  ' 
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OU  encore,  en  remplaçant  à^  par  r"^  —  (/>-  +  c'^), 

(.0)  ^^^'^  +  }^Jr'Uln^-^^j'{b'^+c-)dm+.,.. 

Désignons  par  I  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  la  droite  GN  et 
par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  de  ce  corps  relatifs  à  son  centre  de 
gravité  G;  on  a,  comme  on  le  voit  aisément, 


/ 


/•'2  dm  t=r 


d'ailleurs 


/ 


la  formule  (lo)  donnera  donc 


,,      MA  +  B-i-C-31 

(il)  V=  —  H- 


/•  in 


GoH 


Soient  a,  ^,  y  les  angles  que  fait  la  droite P^Tavec  les  axes  principaux  d'iner- 
tie du  point  G;  on  a,  par  un  théorème  bien  connu,        r/^vec  ji.  é.  ^ 

I  =  A  cos^a  +  B  cos2(3  +  C  cos^y  =  (A  —  C)  cos^a  +  (B  —  C)  cos^p  +  C; 
la  formule  (i  i)  pourra  donc  s'écrire 

^_M       (A  —  C)  (i  —  3  cos^oc)  +  (B  —  C)  (I  —  3  cos^(3) 

OU  encore,  en  désignant  par  r[  la  plus  grande  valeur  de  r'  le  long  de  la  surface 
du  corps, 

,,      M  r        /A  — c  I  — Scos^a       B  —  C  i  —  3  cos^ôN  /r'A^  "l 

Quand  il  s'agit  de  l'attraction  d'un  corps  céleste  sur  un  point  très  éloigné, 
la  formule  (12)  se  réduit  à  fort  peu  près  à  V  =  —  >  à  cause  d'abord  du  petit  fac- 
teur (^)  »  et  ensuite  parce  que  les  quantités        ,^  ,        ,^   sont  petites  aussi, 

car  ces  quantités  seraient  nulles  si  le  corps  considéré  était  composé  découches 
sphériques  concentriques  homogènes,  hypothèse  peu  éloignée  de  la  réalité. 
On  pourra  donc,  le  plus  souvent,  se  borner  à 

/• 
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d'où,  relativement  à  un  système  ffuelconque  d'axes  Gx,  Gy,  Gz  se  coupant 
en  G,  en  désignant  par  ce,  y,  z  les  coordonnées  du  point  N  relatives  à  ces  axes, 

M 


et  des  expressions  analogues  pour  Y  et  Z;  le  corps  A  attire  donc  à  très  peu  près 
le  point  N  comme  si  toute  sa  masse  M  était  réunie  à  son  centre  de  gravité  G. 

Pour 'nous  faire  une  idée  de  la  grandeur  du  coefficient  de  l'-^j  dans  la  for- 
mule (12),  supposons  que  le  corps  A  soit  un  ellipsoïde  homogène  de  révolution 
autour  du  diamètre  auquel  correspond  le  moment  C  et  aplati  suivant  cet  axe; 
on  aura,  comme  on  sait,  en  désignant  par  c'  le  rayon  polaire  et  remarquant  que 
rj  =  a' est  le  rayon  équatorial, 

B  =  Az=M      Z      , 


5 


et  la  formule  (12)  donnera 

V=  —    I  H JY- (à  cos^ (X -+-  3cos2j3  —  2)  (  —  J  +. . . 

ou  encore,   avec  une  précision  suffisante,  en  supposant  petit  l'aplatissement 
£  =  — ^^  de  l'ellipsoïde. 


Y=y[i  +  U{i-^cos^y)(jy  +  ...] 


Remarque  I.  —  Dans  le  cas  où  l'on  considère  l'attraction  exercée  par  une 

a' 

planète  sur  un  point  d'une  autre  planète,  le  rapport  —  est  très  petit,   et  l'on 
peut  toujours  se  borner  à 


Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  pour  l'attraction  exercée  par  la  Terre  sur  la  Lune; 
—  est  environ  g-;  pour  l'attraction  de  Jupiter  sur  son  premier  satellite,  —  =  ~; 

a'        1 

s'il  s'agit  enfin  de  Saturne  et  de  son  premier  satellite,  on  a  —  =  -5'  C'est  donc 
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seulement  dans  l'étude  des  mouvements  des  satellites  qu'il  y  aura  lieu  de  com- 
pléter l'expression  approchée  —  du  potentiel. 

Remarque  II.  —  Le  système  solaire  se  compose  de  planètes  isolées  et  de  sys- 
tèmes secondaires  formés  chacun  d'une  planète  et  de  ses  satellites;  les  centres 
de  gravité  de  ces  systèmes  partiels  sont  très  éloignés  les  uns  des  autres  rela- 
tivement aux  distances  respectives  des  corps  de  chacun  d'eux;  si  donc  on 
considère  le  potentiel  relatif  à  l'attraction  d'un'  de  ces  systèmes  sur  un  point 
très  éloigné,  on  pourra  appliquer  la  formule  (12)  et  la  remplacer  simplement 

par  V  =  —  j  à  cause  de  la  petitesse  du  facteur  (-f  j  ;  mais  cette  réduction  sera 

moins  approchée  qu'elle  ne  l'était  dans  le  cas  d'un  des  corps  célestes,  parce  que 

les  quantités    „  .,^    et    „  ,^    ne  sont  plus  très  petites.  On  voit  donc  que  les 

centres  de  gravité  des  planètes  isolées  et  ceux  des  systèmes  secondaires  se 
meuvent  à  fort  peu  près  comme  si  toutes  leurs  masses  étaient  réunies  à  leurs 
centres  de  gravité,  ces  divers  centres  s'attirant  mutuellement  deux  à  deux 
suivant  la  loi  de  Newton. 

Nous  pourrons  donc  introduire  une  simplification  importante  et  considérer 
le  système  solaire  comme  formé  d'un  nombre  limité  de  points  matériels  de 
masses  données  s'attirant  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton  et  correspon- 
dant :  le  premier  au  Soleil,  le  deuxième  à  Mercure,  le  troisième  à  Vénus,  le 
quatrième  à  l'ensemble  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  le  cinquième  à  l'ensemble  de 
Mars  et  de  ses  satellites,  etc. 

Quand  on  connaîtra  le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  secon- 
daire et  les  mouvements  relatifs  dans  ce  système,  il  sera  aisé  d'en  déduire  le 
mouvement  de  la  planète  correspondante;  ainsi  la  théorie  générale  fera  con- 
naître d'abord  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune; 
on  déterminera  ensuite  le  mouvement  relatif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
et  c'est  alors  seulement  qu'on  sera  à  même  de  calculer  complètement  le  mou- 
vement de  la  Terre. 
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CHAPITRE  m. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DES  MOUVEMENTS  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ 

DES  CORPS  CÉLESTES. 


13.  Nous  pouvons  maintenant,  après  les  simplifications  précédentes,  former 
aisément  ces  équations. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes  0^,  Oy],  O'C;  soient,  relativement  à 
ces  axes,  ^o>  "^o»  ^o  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  Mo  du  Soleil  dont  la 
masse  sera  représentée  par  m,^;  désignons  par  ^,,  r\i,  t^,  rui  les  quantités  ana- 
logues relatives  au  centre  de  gravité  Mj  de  l'une  quelconque  des  planètes  ou  au 
centre  de  gravité  de  cette  planète  et  de  ses  satellites,  l'indice  «prendra  les  va- 
leurs I,  2,  3,  ...,«,  n  désignant  le  nombre  des  planètes;  nous  représenterons 
d'une  manière  générale  par  A/,y  la  distance  des  deux  points  M,  et  My.  Cherchons 
les  équations  différentielles  du  mouvement  du  point  Mo;  ce  point  est  soumis  à 
l'action  de  n  forces  dirigées  suivant  les  droites  MoM,,  M0M2,  .-.,  MoM„;  la  pre- 
mière de  ces  forces  a  pour  intensité  —~ — ^;  ses  projections  sur  les  axes  de  coor- 
données  sont  égales  respectivement,  en  grandeur  et  en  signe,  à 

îm^m^  ^1  — gfl        irrif^m^  Yji  —  yjq        im^m^  Ci  —  Co 
~Â|7     A„,,    '        Ag,,        Ao.i     '        A§,,       Ao,i 

On  formera  donc  aisément  l'équation  suivante 

et  deux  autres  équations  toutes  pareilles  en  y]  et  ^. 
De  même, 

"f  i*l,0  ^1,2  "l,« 
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Lagrange  a  donné  à  ces  équations  une  forme  très  symétrique  en  introduisant 
la  fonction 


U 


f/no/n,        {m^nii 


f  m,  m, 

+        A 


.  .+ 


.  .+ 


que  nous  écrirons  plus  simplement 

(a)  ^  =  t'^-Q^ 

on  a  du  reste 

(3) 


A„-,,„ 


A?,  =  ai-ljr-+  {m-  r),.)*+  (C,—  Çy)^ 


On  peut  calculer  les  expressions  des  dérivées  partielles  —,  ^, 
partant  de  (2)  et  (3);  on  trouve  aisément 


^ 
^^„ 


j   en 


Çl 


dX 


i'Ço 


^,1 


dlo 


d'où 


?„_ 


»0,2 


après  quoi  l'équation  (1)  donnera 


"'"'dF-Mo' 

On  pourra  donc  donner  la  forme  suivante  aux  équations  différentielles  des  mou- 
vements des  centres  de  gravité  des  n  +  i  corps  considérés 


m 


d^l,        au 


d^n^       d{} 


dl^         drio 
'  dr-   -<?>/         ''''~d^-àWr' 


df'   ~  â^o 
d%       dV  dH^       d\] 


m 


m 


(a) 


d'-En       d\J 


m 


d^n„       d\} 


ni 


T.  -    I. 


"de-  ~dl,:       "-^-dF—dW,, 


d^_dV 
'  dt^  ~  dZo' 

d^Zx  _  dV 

'  dl^   ~  dKi 

d^_âV 
"  dt^  -d^. 
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La  fonction  U  est  \â  fonction  des  forces;  il  est  important  de  remarquer  qu'elle  ne 

di 

contient  explicitement  ni  le  temps  t  ni  les  composantes  -^>  •••  des  vitesses. 

La  détermination  des  mouvements  de  Mo,  M,,  ...,  M^^  dépend  de  l'intégration 
du  système  (a)  de  3/^-1-3  équations  différentielles  simultanées  du  second 
ordre;  c'est  le  problème  des  n -h  i  corps.  Mais  il  n'a  été  possible  jusqu'ici  de 
faire  l'intégration  complète  que  dans  le  cas  de  /^  =  i  ;  le  système  n'est  alors 
formé  que  de  deux  corps,  le  Soleil  et  une  planète.  Dans  les  autres  cas,  même 
pour  le  fameux  problème  des  trois  corps,  malgré  les  efforts  des  plus  grands  géo- 
mètres, on  n'a  pu  obtenir  qu'un  petit  nombre  d'intégrales  que  nous  allons 
faire  connaître. 

14.  Commençons  par  une  remarque  sur  la  fonction  des  forces  U.  On  a 

i 


d'où 


On  en  conclut 


ou        n       "V        f)j—rii 
y.  dV>  <^U  Y^        i,i'(]j  —  f]ilj 

^'  g^,  -  "'  55  =  f  "'■  1  '^'  —AîT^  ■ 

i  i        j 


'      ; 


si,  dans  les  termes  élémentaires  des  seconds  membres,  on  cbange  i  anj  et  inver- 
sement, on  voit  que  ces  termes  élémentaires  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
On  en  conclut  donc 

//N  V  <^U  ^  ft  àV  d\]\ 


i  i 

et  quatre  autres  relations  analogues  que  l'on  obtiendrait  par  des  permutations 
de  lettres. 

Cela  posé,  on  tire  des  équations  (a),  en  ayant  égard  aux  formules  (4), 

^^)  l'^^'-^^^'      2-''^'-^=-«'      l'^^'-^=« 
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et 


H'^^'T^'-TZZ^-^'- 


cW 


o, 


d^-ii        >   d'Ki 


Occupons-nous  d'abord  des  formules  (5);  on  en  déduit,  en  désignant  para,,  b^, 
c^,  «2,  h.y,  c^  six  constantes  arbitraires, 

,  s^  dli  7  V  ^'^i  V  ^^i 

(7)  ctit-^a^_  =  ^mili,         bit+  b2='^mi-ni,         Cit  ^  c^  =  ^  nii^;, 


d'où 


(C)  I    ^^2=:  ^/TTj-YÎ,—  ^2] 


..  dru 
dt 


771 1 


C2  =  2  m,-  Ki  —  t^  m;  -^ . 


Les  formules  (b)  et  (c)  sont  de  la  forme 

T-  /?-  i-       ^  dBo     dr]o     «fÇo     <^i;i  \ 

COnst.=:F(^^„,r)„,Ç„;    ^. ,    ...;   _,  _,  -;-^,   .  •  •  j  ; 

ce  sont  donc  des  intégrales  du  système  («);  elles  sont  au  nombre  de  six  et 
sont  connues  sous  le  nom  d'intégrales  du  mouvement  du  centre  de  gravité;  les 
formules  (7)  expriment  en  effet  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  des 
/H-  I  points  matériels  considérés  est  rectiligne  et  uniforme. 

Passons  maintenant  aux  équations  (6),  multiplions-les  par  dt,  intégrons-les 
et  désignons  par  a^,  b^,  c.^  trois  nouvelles  constantes  arbitraires;  nous  trou- 
verons 


(d) 


Ces  trois  nouvelles  intégrales  sont  les  intégrales  des  aires;  elles  expriment  que  la 
somme  algébrique  des  aires  décrites  par  les  projections  sur  chacun  des  plans 


^   df]i 
^''  dt 

U  =  I.-i^^'é 

.  dKt' 
"^'  dt. 

1  '^  =  Z"'i^^  de 

-""'-dï 
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coordonnés  des  rayons  menés  de  l'origine  aux  n  +  i  points  considérés  est  pro- 
portionnelle au  temps. 

Multiplions  enfin  les  équations  (a)  respectivement  par   2-1^»  ^TTT^'  ^^^ 

2-^j  •••;.  ajoutons-les  et  remarquons  que  la  fonction  U  ne  contenant  explicite- 
ment que  les  quantités  E»,  y]o,  ^Q;  C^,  ...,  ou  2i 

d^_d^^        d^dri,        à^d^        dlJ^, 

dt        dlf)  dt        ÔTiQ   dt        dCo  dt        dix  dt   ^  '  '  "^ 

nous  trouverons 

dl^  d^^Q       ^dr]Q  d^rio    ,    „  <^Co  d^Ko\    ,    ,„    /„  <^^i  ^^^i    ,         \    ,         _      ^U 


dt    dt^  dt     dt^  dt    dt^  J  ^  \     dt    dt'^       '  "  J       "  '  dt 

ou  bien 

d  V       Mkf      d-nf      dt:f\        d\] 


dt  2d  "^'  l  dt^  "^^  dt^  ^  df  )'~'^  dt 


On  peut  intégrer  après  avoir  multiplié  par  dt,  et  l'on  trouve,  en  désignant  par  h 
une  constante  arbitraire, 

c'est  une  nouvelle  intégrale,  l'intégrale  des  forces  vives. 

Les  dix  intégrales  {b),  (c),  («?),  (/)  sont  les  seules  intégrales  rigoureuses 
que  l'on  ait  pu  obtenir  jusqu'ici. 

15.  Nous  allons  obtenir  une  formule  dont  Jacobi  a  tiré  des  conséquences  inté- 
ressantes (Vorksungen  ûber  Dynamik  von  C.-G.-J.  Jacobi,  berausgegeben  von  A. 
Clebsch,  p.  26-3o). 

On  déduit  des  équations  (a)  la  formule  suivante 

or,  U  étant,  par  sa  définition  même,  une  fonction  homogène  et  de  degré  —  i  des 
quantités  Ho,  y]o,  ^0.  ^.»  .••,  on  a 

V  /?  «^U   ,       dV      ^  âl]\ 


ce  qui  permet  d'écrire  ainsi  la  relation  précédente 

d'ii        d^-m  ,  ^  dn 
dt^^  ~^  '^'  dt''  ^  ^'  dt 


V       /y  d^h  d^-Ui       ^  d^ZA 
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En  rapprochant  cette  formule  de  l'équation  (/),  on  en  déduit 

ou  bien 
OU  encore 

Si  Ton  désigne  par  p,  la  distance  du  point  M,  à  l'origine  des  coordonnées,  on  aura 
donc 

(8)  -^^, =  2U  +  4A. 

11  est  possible  de  transformer  le  premier  membre  de  cette  équation  de  ma- 
nière à  n'y  introduire  que  les  distances  mutuelles  A^j  des  points  matériels,  au 
lieu  de  leurs  distances  à  l'origine  des  coordonnées. 

On  a,  en  effet,  ces  identités  bien  connues  et  d'ailleurs  faciles  à  vérifier 

2]  mi  ^  /«z  ^ ?  -  ( ^  nii  l^^  =z^^mi  nij  (  ^?  +  ^)  —  2  It  Ij), 

X  "^i  H  '"'■  ^'-  ~  (2  "^^  ^')' ~  1]I]  '^^  "^J (  ^1  +  Cj  -  2 Ki  Kj)  ; 
en  les  ajoutant,  on  trouve 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  la  signification  de  p,  et  de  A/,y  et  tenant  compte  des 
équations  (7), 

2]  mi  2]  rui  pf  =  2^  m,-  nij  Afj  +  {a^t  +  a^Y  -^  {bit  +  b^y  +  {c^t  +  c^f . 
Tirons  de  là  ^  m,pj  pour  le  porter  dans  la  formule  (8),  et  il  viendra 

y-^  l  df^ +  2(a?+  6,^+  c?)J  =  2U  +  ^h, 
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d'où,  en  désignant  par  h'  une  nouvelle  constante  arbitraire, 

<i^  V  lUi  nij  ^i  j 

ou  bien 

(10)  ^^^ =  (^^22^+^'^^"'" 

Il  importe  de  remarquer  que  cette  équation  ne  contient  que  les  distances 
mutuelles  des  points  matériels  pris  deux  à  deux  et  leurs  dérivées  premières  et 
secondes  par  rapport  au  temps. 

Si  Ton  nomme  p^  la  distance  du  point  M^  au  centre  de  gravité  du  système, 
on  tire  aisément  de  l'équation  (9)  la  formule 

^Yà  ^^'  "^j  ^Ij  —  ^  "^'  2  'w/p;.-, 

de  telle  sorte  que  l'équation  (10)  peut  aussi  s'écrire 

d^  2]  ^i  P'-' 


dt'' 


'2 

=  20  +  4/^'. 


16.  Les  observations  astronomiques  ne  nous  font  pas  connaître  les  mouve- 
ments absolus  des  planètes,  mais  seulement  leurs  mouvements  relatifs  par  rap- 
port au  Soleil;  il  importe  donc  de  former  les  équations  différentielles  dont  dé- 
pendent les  mouvements  relatifs;  c'est  ce  qui  va  nous  occuper  maintenant. 

Menons  par  le  point  Mo,  centre  de  gravité  du  Soleil,  trois  axes  Mo^,  M(,j, 
MqZ  parallèles  aux  axes  fixes;  soient,  relativement  à  ces  axes  qui  sont  mobiles 
mais  conservent  une  direction  invariable,  x^y  y^,  z■^',  oc.,,  y.^,  z.,\  ...,  ^«,  y,j,  s» 
les  coordonnées  des  centres  de  gravité  des  n  autres  corps.  Nous  poserons  en 
même  temps 

MoMi  =-- ri=:  Ao,i,        MoM2  =  /-2==  Ao,2,         

Enfin  nous  aurons  les  relations 


L'équation  (i)  donnera 
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La  relation 

nous  montre  d'abord  que  x,,  ne  sera  introduit  que  par  ^,,;  on  aura  donc 

La  même  relation  nous  donne 

dt^  dt^  de- 

OU,  en  ayant  égard  à  la  formule  (12), 

df    ~  df"  2à     r\    ' 

les  équations  {a)  nous  donnent  du  reste,  si  nous  tenons  compte  de  (i3), 

dn_k  _    i    dy]  _    i    d\S 
dt^        nijc  d\k       '^/t  àxk 
Il  viendra  donc 

^  ^^  dt^    ~  nik  dxk  ^     rf 

Il  convient  de  mettre  à  part  dans  U  les  termes  qui  contiennent /^o  en  facteur; 
on  trouve  aisément 

(,5)  u=f2;^+f2i;"s77'=f'«.i;^+u', 

en  posant 

nii  rrij 


U'  r=  f  y  y   '  ■ 


dans  cette  formule,  les  indices  i  etj  ne  peuvent  plus  prendre  la  valeur  zéro.  On 
trouve  immédiatement 

<*- 

ô     ^  m,  _  r^  Xk 

l'équation  (i4)  pourra  donc  s'écrire 


d^Xk       ç      Xk       f^niiXi  _    I     dU' 
Les  mouvements  relatifs  des  centres  de  gravité  des  n  corps  considérés,  par 
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rapport  au  Soleil,  dépendront  donc  des  3/i  équations  différentielles  suivantes  : 


d\i' 


d^  z^        -       ^1        -  ^  /n^  Zj         1     (?U' 


(^) 


dt'' 


I    <?U' 


où  l'on  a 


u'=f22 


On  voit  que  le  nombre  des  équations  différentielles  {g)  est  inférieur  de  trois 
unités  à  celui  des  équations  (a);  il  y  aura  donc  dans  les  intégrales  générales 
six  constantes  de  moins  que  dans  celles  des  équations  («);  ces  constantes  sont 
précisément  celles  qui  figuraient  dans  les  intégrales  du  mouvement  du  centre 
de  gravité. 

17.  On  ne  connaît  que  quatre  intégrales  des  équations  {g)\  elles  correspon- 
dent aux  intégrales  {d)  et  (/)  du  n°  14;  nous  allons  les  déduire  de  ces  der- 
nières. 

Dans  les  formules  (7),  remplaçons  ^,-,  yj,,  ti  par  leurs  valeurs  (11),  et  nous 
trouverons 


d'où 


^0- 


«1  ^  4-  aj  =  lo{niç,  +  ^  niA  +  ^  m,  jCi, 
a^t  -\-  a^  —  7]  nti  Xi 


dl. 


Y-i        dxi 


(16) 


no  = — ; 

Cl  t -h  Ci—  'Y  nii  Zi 

' ) 


dt  ~ 

'«0  +  Yà  '^'' 

dt]^ 

„^-2-t 

dt   - 

'^^0+21  '^' 

<_ 

V'        dzi 

_  "'        2  '^^^  dt 

dt 


'0  +  2]  '^*' 
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En  faisant  la  même  substitution  dans  les  formules  (/)  et  (d),  il  viendra 


(•7) 


(i8) 


— =^i-§-f""' 


o+2"^')+i;'^^'(S'- 


dyl        dzj 
dC"  ^  dt^ 


dl 


dt  Zà 


dxi  df\ç,  "^        dji  dt^o 


dzi 


dt  ^        dt 


i  «3 


dt  dt   jLà      '  dt  dt  ^d      '  ,dt 

dKo       y  df\a\  (       ,    v*      \    ,        V        '^^'^      >-   V       dy 


"«^-^«w'"" 


dt 


et  deux  autres  formules  analogues  relatives  à  h^  et  ^3-,  l'indice  i  doit  recevoir 
partout  les  valeurs  i,  2,  ...,  /i,  n  désignant  le  nombre  des  planètes. 

Il  suffit  maintenant  de  porter  les  expressions  (16)  dans  les  formules  (17) 
et  (18).  On  trouve,  après  quelques  réductions, 


iU-|-2/.=2'^'-       J 


(dx)        dy]        dz] 


+    -TTf   + 


\  dt'^         dt^         dt 


[«1 


+  b\+c\ 


2-t)'-(2:'«-t)-(2-t)l 


0+2]  ^i 

dzi  _      cly^ 
^''  dt, 


"■^=^"''(y^  dt        ^'  dt 


X  '"' 


en  introduisant  la  fonction  U'  par  la  formule  (i5)  et  changeant  de  constantes, 
on  trouve  les  quatre  intégrales  sous  la  forme  suivante  : 

dzi  dy, 


*o  +  2]  '"'■ 


2  '«'•  7'-  ^  ^i  ^  -  2  '^'  -•  2  "'^  ^^ 


dt 


{d) 


b'-=^m^ 


dx, 


dz 


X, 


dt  dt  ^ 

I  /  v^  v^        dxj        V  _.    .-    'V        dzi 


«0  +  ^  r^i 


V^  V^        aXj        v^  v^        azi 

Z  ""  =•  2,  ""  rfT  -  z  ""■^'  Zi""ih 


''-^-'{-'a-y'i^ 


îoH-^ 


^  m,^,-  2  m,-  ^^'  -  _2  '^'•^'  2  '"'■ 


0?^ 


ï.  -  I. 
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''''=2""(S-f-*-§^)-4<.i:^-=i^' 


X"^' 


:[(2'"'' 


~clt 


dyt 

dt 


2-ty] 


On  peut  écrire  ces  intégrales  d'une  manière  un  peu  différente;  on  vérifie  en 
effet  aisément  qu'en  changeant  encore  une  fois  de  constantes  et  posant 


a"— a'     i-^ 


y—b'\  I 


lr!'—h'\  1  + 


Yé  "''■ 


C      1  + 


on  a 


dZ; 


■'     dt 


{^i~^j) 


dt 


t)] 


i,d") 


b"  =  2  m,-  f  5,  -T-  —  Xi 


dxi 
lit 


dzi 
'~dt 


i-22"-v[(.-^.)(t-t)-(--^)(s^-t): 


dji  dXi 


m^  ^miAd 


if") 


^'""^^^ii-y^  dt 

dt        dt  J  J' 


"•=2""i^- 


(d^^dyl 
\dt^         dt^ 


dz\ 
'dt'' 


^^'^^"Umj 


dxj^  _  dxjY      /dy^  _  dyj 
dt         dt  J        \  dt        dt 


ï  ety  désignent  deux  quelconques  des  nombres  i,  2,  ...,  n. 

Les  formules  (d')  ou  (d")  représentent  les  intégrales  des  aires  et  la  for- 
mule (/')  ou  (/")  l'intégrale  des  forces  vives  dans  le  mouvement  relatif  des 
planètes  autour  du  Soleil;  ces  quatre  intégrales  sont  les  seules  que  l'on  con- 
naisse jusqu'ici. 

18.  La  forme  (g)  des  équations  différentielles  du  mouvement  relatif  n'est  pas 
la  forme  définitive;  pour  arriver  à  cette  dernière,  considérons  les  trois  pre- 
mières des  équations  (g).  En  ayant  égard  à  la  valeur  de  U' et  remarquant  que 
les  quantités  ^2,3,  A^,,,  ...,  A3  4,  ...  ne  dépendent  pas  de  ^,,  _)', ,  ^,,  nous  pour- 


{ 


yJ^d      oJjir^^ 


J  ft    L- 


i^h--' 


'  ,  .     f 


/-f- 


!,oU'V,,,-^^-0         A^  .    ^«-.►V       . 
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rons  les  écrire  ainsi  : 
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"dtF 


+  f(/«/+  mi)^  +f 


1-2  x;2  //«3   ^-s 


/■^^ 


+  . 


f 


d    (  m 


âz-i  \A,,2      Ai,j 


H)    i;^-r(".-»,v^H^r('^-^-...)=r|;(e-£--) 


Ta,  Ta,  ...  ne  dépendent  pas  de  a?, ,  j< ,  g,  ;  on  a  donc 


^  _  _J_  ^1  ^2  +  /i  JK2  +  ^1  -S? 

^  _  _^    ^1  ■3^3 +/l  73+^1  ^3 
'•3  "  ^^■^l  '1 


La  première  des  équations  (19)  devient 


di^  'ri  ^(?^,  \Ai,2  /'a 

_l_f.v,         ^      f       ^  -2^1  -^3  +  Jl  .n  +  -1  -3 


4- 


On  obtient  ainsi  la  forme  suivante,  la  plus  usitée,  pour  les  mouvements  relatifs 
des  planètes  autour  du  Soleil  : 


d^x^      „,  .Xi      àRi 


dt^ 


(A) 


d^  z^  Zy       (?R, 

cl' X^  .  Xa  Ot\<> 

Cl'  Za  „  Za  Olxv 
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OÙ  l'on  a  posé 

(Al) 


I  ^2^1-t- J2J1+  ^2-Sl\      ,     f  /       1  ■372-373  +  72  73+^2^3 


^^-'-AKr  '      rf      V"^--U.3 


,-?=r^|+7?+^?, 

Ces  équations  (A)  constituent  un  système  de  3/z  équations  différentielles  simul- 
tanées du  second  ordre.  Pour  en  déduire  les  valeurs  les  plus  générales  de  ^,, 
Ji.  ^«;  ^2»  J2»  ^2;  •••»  il  faudrait  obtenir  6n  intégrales  distinctes  de  ces  équa- 
tions; jusqu'ici,  comme  nous  l'avons  dit,  on  n'en  connaît  que  quatre,  qui  sont 
données  parles  formules  (d')  et  (/')  ou  (d")  et  (/")• 


3 


't.     "^:      i     à.  ^. 
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CHAPITRE  IV. 

FORME   SYMÉTRIQUE    DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 
DU  MOUVEMENT  RELATIF  DES  PLANÈTES. 


19.  Les  équations  (A)  du  Chapitre  précédent  sont  celles  dont  on  se  sert  ef- 
fectivement pour  calculer  les  mouvements  des  planètes;  dans  certaines  re- 
cherches théoriques,  elles  présentent  toutefois  un  grave  inconvénient,  elles 
ne  sont  pas  symétriques  :  leurs  seconds  membres  contiennent  en  effet  des 
fonctions  R,,  R^,  ...,  qui  diffèrent  d'une  planète  à  l'autre.  Il  est  possible  d'ob- 
tenir pour  les  n  planètes  des  équations  différentielles  dont  les  seconds  membres 
ne  contiennent  qu'une  seule  et  même  fonction  ou  plutôt  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 

Conservons  les  notations  du  Chapitre  précédent;  nous  allons  remplacer  les 
variables  ^o,  y]^,  Co»  ^i»  ^o  ^i»  •••  P^ï"  un  système  de  coordonnées  défini  comme 


il  suit. 


Fig.  10. 

"M, 


Mo    Gi 

Soient  {fig.  lo)  :  - 

G,  le  centre  de  gravité  des  masses  M^  et  M<  (lesquelles  sont  condensées,  comme 

on  l'a  dit,  aux  points  M^  et  M,  )  ; 
Go  le  centre  de  gravité  des  masses  M,,,  M,  et  Ma; 


G«_,  le  centre  de  gravité  des  masses  M(,,  M,,  Mj,  ...,  M„_,  ; 
G  celui  de  tout  le  système. 
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Nous  prendrons  comme  nouvelles  variables  : 

X,,  y,,  z,,  coordonnées  de  M,  par  rapport  à  trois  axes  parallèles  aux  axes  fixes  et 

passant  par  M^; 
^2»  ya»  Z2,  coordonnées  de  Ma  par  rapport  à  trois  axes  parallèles  aux  axes  fixes  et 

passant  par  G,  ; 
X3,  yg,  Z3,  celles  de  M3  par  rapport  à  Ga  ; 


x«»  y«,  Zfl,  celles  de  M„  par  rapport  à  G^..,» 

Nous  y  ajouterons  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  G  par  rapport  aux  axes 
fixes. 

La  première  chose  à  faire,  c'est  d'exprimer  les  anciennes  variables  en  fonction 
des  nouvelles. 

Pour  y  arriver,  représentons  par  X^,  Y,-,  Z,  les  coordonnées  de  G^  par  rapport 
aux  axes  fixés  et  posons  d'une  manière  générale 

(1)  /Mo -H  m, -h  ^2  +  .  .  .-t- m/ =  |jij, 

l'indice  «pouvant  prendre  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  n-^  nous  aurons 

(2)  ^l=Ç0+Xi,  £2  =  X)  H-  X2,  Ç3=^X2+X3,  ...,  Ç„  =  X„_i   +  x„. 

Mais  on  a  aussi,  d'après  les  propriétés  du  centre  de  gravité. 


(3) 


^2  X2  =  TWo  lo  +  mi  II  +  ma  Ça, 
j 

F/J-lX„_i  =  /Mo  lo  +  '^1  11  +  ^^^2  I2  +•  •   .-}-/n„_i|„_i, 

\i.n  X  =Wo  lo  +  ni^  Il  +  W2  I2  +  • .  •  +  mn-i.  |,i-i  +  in,^  |„. 


Tirons  delà  les  valeurs  de  X,,  X2,  ...,X„_,  et  portons-les  dans  les  relations  (2); 
nous  trouverons 

Il  =|o+  Xi, 

r  _  nip  lo  +  m.  Il 

Ç2  — r  X.2, 

ri 
V  _  molo  4-/^1  11 +  m2|2 

S3  \~   X3, 

r-2 


t    _   ^0  lo  +  ^1  11  +  •  •  •  +  ^/t-  1  l«-l    ^  ^ 

r«-i 
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Résolvons  ces  n  équations  par  rapport  à  ^,,  ^o,  ...,  ^«,  et  il  viendra 
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(4) 


V 

^2  =  |o+mi-i  +  X2, 
Pi 

^3  =  lo  +  '^l  —    +  ^2  —   -^  X3, 
Fl  f*2 


U-21=  I0+  r}^A  —  +  ^2  —  + .  .  .  +  m„_3  -^-^  +  X«_2, 


>-  V  ^l  ^2  X/î  —  3 


\ 


^«--^o+'^i 


X]  X2 

h  /«a  — 

Fl  f^2 


^^^«-2 


X/l— 3      , 

m„_3 h  w„_, 

P^/t-3 


X«-2 
H-«-2 
Xf;— 2 


^ 


X/j— 1 

m„_, hx«. 


Portons  ces  valeurs  de  i,,  ^o»  •••»  ^«  dans  la  dernière  des  équations  (3),  et  nous 
en  tirerons 


Y  "Y 

+  m2 ( f/2 -!-  ^^3  +  •  •  •  +  nin)  -?+...  +  m„_i  (p,,_,  +  m„ )  -^^  +  m„ x„  ; 


d'où 


L  =  X  —  m, 


\i-\.  fl2 


.  —  m„_2 -'  —  m„_, i  —  m„  -^ 


Substituons  cette  valeur  de  ^0  dans  les  équations  (4),  et  nous  trouverons 


(5) 


s«— 2  - 


X„       X^                        X/j_i 
—  m« h  fj!.„_2 


X  —  m. 


f^« 


Xn_] 


f^/t-3 


^'■«-2 


?2 


X 


X,i 

m„  —  —  m„_., 


XXrt 
— '««- '^«-1 


X,i— 1 

X3                   X2 

—  ms h  fx,  —  . 

F3                       f^2 

X2                X, 

m             \    ti 

Xn-  1 

Xn— 1 

V2     ^Vt 

X2                 X, 

.  —  Tïin m\  — 

/^«-l 

F2                   V-X 

Ces  formules  et  deux  groupes  tout  pareils,  relatifs  aux  coordonnées  y)  et  (^, 
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définissent  les  3/î  -t-  3  anciennes  variables  en  fonction  des  nouvelles,  qui  sont 

A,   Xj,   Xj,    .  .  .  ,    X„, 

Y,  y,,  y2,  ••.,  y«, 

A,     Zi,    Z2,     •  •  •  )     Z„. 

20.  Les  formules  (5)  rentrent  dans  le  type  suivant 

^0  :=:  X  4-  <3!o,l  '^l  +  ^0,2  X2  +  •  .  •  +  Cl(),n  ^m 

Çi  ^=  X  +  «1^1  Xi  +  ûtij2  X2  + . . .  4-  Cti^^  X„, 

^j  =  X  +  «îj'^j  Xj  +  ai^z  X2  +  .  .  .  +  «j,„  X„, 
) 

^„=  X  H-  at„,iXi  +  ««,2X2  +  •  •  •  +  ««,«  x„, 


(6) 


si  l'on  pose 


ai  ,=z i,  pour      i</, 


(7)  \  aij  —  o,  pour      />y, 

/  P-i-\ 

I     /7  •    •  -4-    '  . 

\  r« 

Cela  posé,  formons  l'expression  de  la  quantité 

en  y  remplaçant  les  quantités  ^  par  leurs  valeurs  (6);  H  deviendra  ainsi  une 
fonction  du  second  degré  des  quantités  X,  x,,  Xj,  ...,  x,,. 
Le  coefficient  de  X^  dans  H  sera 

on  trouvera  pour  celui  de  2 Xxy 

•  rn^a^j  +  m, a^j  +  .  .  .  +  /n„a„  j  =  ^  Wj«/,y  ; 

pour  celui  de  2XyX^,  j  étant  différent  de  k, 
et  enfin,  pour  le  coefficient  de  xJ, 
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Or,  en  tenant  compte  des  formules  (7),  on  trouve  aisément 


^"hai,j 


=  —  (/Wo  +  m^  -h .  . .  +  /Wy_i  )^  -\-mj  y— ^  =  o, 


i=  0 

et,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  y  <^, 

i:=n 
J  =  0 

=i{ma-i-  rrii  H  - .  .  . -h  rrij^^  )  _^  _i  _  nij  '-^—^  — -  =1:  o. 
On  a  donc  ces  relations 

i-zO 

(8)  <   2  '^j'^/.y  «/,A-  •=  o,        pour    j >  k, 


i  =  n 


>  r-y 

et  il  en  résulte  cette  formule  remarquable 

On  en  aurait  deux  autres  toutes  pareilles  pour  les  coordonnées  yj  et  C 

On  peut  difTérentier  les  équations  (6)  par  rapport  au  temps;  on  aura  entre  les 

dérivées  -^,  -~,  -^  des  relations  de  même  forme,  telles  que 
T.  -  I. 
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On  en  conclut  immédiatement  l'expression  de  la  force  vive  2T  du  système  des 
points  matériels  Mo,  M,,  Ma,  . . .,  M„,  exprimée  avec  les  nouvelles  variables;  on 
a  en  effet 

-='4(ty-(^)"-(§)>-'"»P)'-(%y-(§)i- 

d'où 


i  =  l 


21.  Cherchons  maintenant  à  calculer  une  expression  qui  nous  sera  utile  dans 
un  moment,  celle  de 

où  l'on  doit  remplacer  d'une  manière  générale  ^,  et  y],  par  leurs  valeurs 

'c,i  =  X+  a,-,iXi  +  .  .  .  +  a,-,yXy-i-.  .  .4-  «/,„x„, 
yî,-=  Y.+  a/,,yi 4- ...  -I-  a,-,/,y;r.4- .  . .  +  a/,„y«, 

déduites  des  formules  (6);  on  a  tout  d'abord 

dEi        d\.  dx,  dxi  dx„ 

dni_dY  dy,  dy^  dy„^ 

~dï-'dt   -^"'•'■^^•••^^'■'^^^•••"^^''"■^^ 

en  substituant  dans  (n),  il  vient 

dX  s^      ^  d\. 


j  i  k  i 


En  vertu  des  formules  (8),  cela  se  réduit  à 


y  j  /  i 

On  obtient  ainsi  la  formule  cherchée 


i  =  l 
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22.  Nous  allons  former  enfin  les  équations  diflerentielles  dont  dépendent  nos 
nouvelles  variables;  nous  emploierons  pour  cela  les  formules  de  Lagrange. 

Les  relations  (5)  expriment  les  coordonnées  de  tous  les  points  du  système 
en  fonction  des  variables  indépendantes  X,  Y,  Z,  x,,  y,,  z,,  Xo,  ...,  z^^;  soit  ^y^ 

l'une  quelconque  de  ces  variables,  q^  ==  ~^';  on  aura 

d  /  dT\       dT       âU 


(i3)  ^  ,  ^  ,   ,        V     —  ^ 

dt  \dqkj        àqk        aqu 

La  fonction  T  est  donnée  par  la  formule  (lo). 

Il  faut  remarquer  que  U,  qui,  d'après  les  équations  (a)  du  n'*  13,  ne  contenait 
que  les  différences  ^,— ^y,  y],  —  y]y,  T,  — Ty  des  coordonnées,  ne  dépendra  pas 
de  X,  Y,  Z,  mais  seulement  de  x,,  Xj,  .  •  ;  yt,  Va.  •  .  ;  z,,  Zo,  ...  ;  cette  fonction 
ne  contiendra  pas  non  plus  le  temps  explicitement. 

Prenons  d'abord 

5'A-=X; 


nous  aurons 


ÔT 
àqk 

=  o. 

-—  =  o  ; 
àqk 

donc  la  formule  (i3)  donnera 

^^X 
dt- 

-o, 

d'où,  en  désignant  par  a,  3,  y,  a',  P',  y'  six  constantes  arbitraires, 

(i/i)  X--^a/-ha',         Yzz:[3^+.  (3',,         Z  =  yf4-y'; 

on  retrouve  ainsi  le  théorème  connu  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un 
système  soumis  seulement  aux  actions  mutuelles  de  ses  points. 
Faisons  ensuite 

qk  —  y^i\ 

nous  aurons,  en  partant  de  (lo), 

àT       [Xi_^         ,       iXi_^        dx, 
a\i         /Xj  iJ-i  dt 

ÔT 
à\i 
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et  la  formule  (i3)  donnera 
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Il  viendra  donc,  pour  les  équations  différentielles  cherchées, 

'—m,    — r—  =   -T ) 

f^o„,  d'y^_  àV      \ 


(B) 


ixi  dt^        dyi 

U.0  d^z,        (?U 

p-i  dt^         ozi 

Ij-i        d^X2 àU 

—  7^2 — r~r  —  ^; — : 

]UL2  di^          0X2 

f^i  ^  ^'y2  _  ^u 

/JL2  «^^         dy2 


/^o- 


jui,  =  /TZo  +  m,  ; 


p.2—  mo4-  mi4-  7^2  ; 


F2 


^•-Z2  _  dU 
^'  <ii2    —  ^^ 


On  voit  que  ces  équations  possèdent  maintenant  la  symétrie  demandée. 

Il  convient  de  voir  quelle  sera,  d'une  manière  générale,  la  composition  de  U 
à  l'aide  des  nouvelles  variables. 

En  ayant  égard  à  l'expression  connue  de  U  en  fonction  des  A/,,-  et  aux  re- 
lations (5),  on  trouvera  aisément  les  formules  suivantes 


(C) 


U„       /   nZt  nia 


Ao.i 


'0,2 


1^ 

A„.: 


.)+f'''l(^+T--+.. 


Al,2       '       Al, 3 


A^ 

0,1 


K,i 


^2,3 


^^+]i7'v -^v^-^^ir^V  "^r"^ /^''" 


7^ 


^^2 


f^l 


A?,3=    X3+— X2+— -X,      +    ysM iyjH '-y,      -h     Z3 -4 -"  Zj -! ^ 


f^2 


f^i 


[^2 


/^i 


A?,3  = 

(. 
(. 

+ 

/           m, 
ZjH ^Z2- 

\                  /^2 

Al,3- 


(X3 

— 

^■y-(-^'y-(-ë^'y; 
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on  est  ainsi  ramené  à  un  système  (B)  de  3n  équations  différentielles  simultanées 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  la  fonction  U  dépend  des  nouvelles  variables 
par  les  formules  (C). 

23.  On  aura  naturellement  quatre  intégrales  de  ce  système;  elles  se  dédui- 
ront des  formules  (d)  et  (/)  du  n°  14,  en  ayant  égard  aux  équations  (lo) 
et  (r2)  du  présent  Chapitre,  et  remarquant  que,  d'après  les  formules  (i4)»  les 
quantités 

.    fdxy    fdYy    fdzy 
[-dtj  -^[-dl)  '"-[-dï)' 

^dZ      „d\       „^X      ^dL      ^dY      ^dX 

Y   —r-    L  —7—  )  Z  — T-    X  -7-  )         A.  —r-   Y   — T—  > 

dt  dt  dt  clt  dt  dt 

sont  des  constantes.  On  trouvera  ainsi,  en  désignant  par  a',,  ^'j,  c, ,  K^  quatre 
constantes  arbitraires, 


=;=2^i7""  ^' 


1=1 


V-i 


dt  dt 


(D)  ;.,=2^»<-§--§i' 


1  =  1 


f^'-'  „.    (^    ^yi        .rl^^i\. 


(  =  1 


'~2à  n,  '"'P'  dt    ^'  dt  r 


(F,  .;,;  =  2^"4fêT-(t)'-(§y]-^'^- 

On  voit  que,  non  seulement  les  équations  différentielles  ont  une  forme  plus 
simple,  mais  aussi  les  quatre  intégrales  connues,  quand  on  emploie  les  nouvelles 
variables  x,-,  y,-,  z^  au  lieu  des  anciennes  ^/,  j/,  z^. 

Il  nous  reste  enfin  à  indiquer  comment,  en  supposant  effectuée  l'intégration 
du  système  (B),  on  trouvera  les  coordonnées  des  planètes  rapportées  au  Soleil  ; 
les  formules  (4)  répondent  à  la  question;  elles  donnent  en  effet 


/  ^1  —  ^i>  j'i  —  yi>  -^1  — Zi, 

(G)      { 


/«i  m,  m, 

0^2— XaH -X,,  y^  —  y^-A y,,  ^2  =  Zj  H *z,, 

ri  ri  /^i 


•^3^X3+   --X2  4-    —  X,,  J3=y3+    --72+   —  yi,  -3  =  Z3H Z2-1 ^  Z„ 

r2  ri  r2  ^'•l  /^2  f^i 


La  considération  des  équations  (B)  peut  être  utile  dans  certaines  recherches 
théoriques,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  montrer  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage. 
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Remarque  L  —  Soient,  relativement  à  des  axes  fixes,  P<,  P2.  •••»  P«»  ri  points 
ayant  pour  coordonnées  x,,  y,,  z,  ;  Xj,  y^,  Za,  ...;  x„,  y„,  z„;   attribuons  à  ces 

points  des  masses  égales  respectivement  à  —m,,  — mo,  ...,  ^^^^m„,  et  suppo- 
sons-les soumis  à  des  actions  admettant  une  fonction  des  forces  U,  définie  par 
les  formules  (C);  les  équations  différentielles  du  mouvement  absolu  des  points 
P,,  P2,  ...  seront  identiques  aux  équations  (B).  Dans  ce  mouvement,  les  for- 
mules (D)  et  (F)  représenteront  les  intégrales  des  aires  et  des  forces  vives. 

Remarque  IL  —  La  fonction  U  est  plus  compliquée  que  chacune  des  fonctions 
R<,  Ra»  •••»  qui  figuraient  dans  les  équations  (A)  du  n"  18;  on  voit,  par  les 
formules  (C)  que  Ao,2  ne  représente  plus  la  distance  du  point  P2  à  l'origine; 
A,,2  ne  représente  plus  la  distance  P,P2.  Toutefois,  quand  on   considère  les 

mouvements  des  planètes  autour  du  Soleil,  les  rapports  — ^  --5  ■••?  --   sont 

petits,  inférieurs  à  -~^;  on  voit  donc  que  la  quantité  A,j  diflère  peu  de  la  dis- 
tance des  deux  points  P,  et  Py. 

Remarque  IIL  —  Les  variables  x,,  y,,  Z/  diffèrent  de  même  très  peu  de  xi, 
ji,  Zi',  mais  on  a  rigoureusement,  pour  la  planète  M,, 

•  a?,  =rXi,  j^j=:yj,  ^i=:Zi. 

Il  va  sans  dire  que  l'on  pourra  prendre  pour  M<  l'une  quelconque  des  planètes 
M,,M2,    ..,M„. 

La  substance  de  ce  Chapitre  est  tirée  d'un  intéressant  Mémoire  de  M.  R.  Radau, 
intitulé  «  Sur  une  transformation  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique  » 
{Annales  de  l'École  Normale,  i"""  série,  t.  Y);  M.  Radau  avait  pris  lui-même  pour 
point  de  départ  des  résultats  particuliers  obtenus  par  Jacobi  dans  son  célèbre 
Mémoire  Sur  l'élimination  des  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps  (^Journal  de 
Liouville,  i*"*  série,  t.  IX V 
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CHAPITRE  V. 


EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES 
EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 


24.  Si  l'on  se  reporte  aux  équations  (A)  du  n°  18,  on  peut  écrire  comme 
il  suit  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  planète  M  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  sont  se,  y,z: 

OÙ  l'on  a  fait 


^^f^°+"^  +  R, 
/• 

(i)         { 

\  R  =  im'  ^- 4- ...  ; 

oo\f\  z\  r\  m'  désignent  les  coordonnées  rectangulaires,  le  rayon  vecteur  et  la 
masse  de  l'une  quelconque  M'  des  planètes  perturbatrices;  enfin  m^-^m  est  la 
somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  planète  M. 

Dans  un  très  grand  nombre  de  questions,  il  est  utile  de  remplacer  les  coor^ 
données  rectangulaires  a?,  y,  z  par  les  coordonnées  polaires  r,  v,  0;  on  aura 
d'abord 

(2)  ^  = /-cosôcost^        7=rcos9sinr,         5  =  /-sin9; 

rest  le  rayon  vecteur,  v  la  longitude  et  0  la  latitude. 

Pour  trouver  les  équations  différentielles  que  vérifieront  r,  v  et  0,  il  n'y  a  qu'à 
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appliquer  les  formules  de  Lagrange;  on  aura  d'abord  à  exprimer,  à  l'aide  des 
nouvelles  variables,  la  quantité 


2T 


/^Y      (dyY      fdzy 
\dt  )  '^\dt)  '^\dt)  ' 


on 

trouve 

2T^ 

:(^)'+,-'COS 

-(S 

■y- 

En 

appliquari 

itla 

formule 

dt 

âT 

'  dqi 

'■'(S 


et  prenant  ^,  =  r,  q.^=^  v,  q^  =  G,  on  obtient  les  équations  cherchées 

d'^r  ,^dv^         dO^       d^ 

dt-  dt^  dl^         dr 

(a)  {   _\ dij^  __  à^ 

dt  di' 

25.  Nous  allons  transformer  ces  équations  en  introduisant,  au  lieu  de  r  et  9, 

les  nouvelles  variables  w  et  *  définies  par  les  formules 

* 

-  est  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  xy,  s  est  la  tangente  de  la 

latitude. 

Nous  trouverons  aisément 

or  au  ad  au  os 

Multiplions  d'abord  par  2^2  cos^O^  les  deux  membres  de  la  deuxième  équa- 
tion (a);  il  viendra 

d—  — 
2    dv      u^  dt  2    dO^  r/c 

u^  dt        dt  u^  dv  dt  ' 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  h^  une  constante  arbitraire, 

/  I    dvy      ,,  r  i    ÔQ.  dv  , 
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d'où 

(5)  dt^  ^^ 


Multiplions  maintenant  la  première  des  équations  (a)  par  —  cosO,  la  troisième 

sinô      ^    .     ,  -1     •      1 

par  H — ,  et  ajoutons;  il  viendra 

.d'-r  .    .d^d  .    .dr  dO  .dB'-  .dv'- 

—  cos0-rv  +  1'  sin9-y^  +  2  sin0-î — r  -\-  rcos9-r-  4-  rcosd-r-^ 

dt-  dr  dt  dt  dt-  dt^ 

—  —  COS  9  -j-  H-  -j-  ' 

ai  r      ad 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  s'écrire 

d^rcosO  ^di>^  u        i  dv"^ 

1-. 1-  f  COS  Q-r^  = rr  H 7—  : 

dt-  dt^  dt-         u  dt^  ' 

on  aura  donc 

d  (  I    du\       I  dv-  -di2       sinô  dQ. 


dt\u^  dt  J       u  dt^  dr  r      ôd 

Nous  allons  remplacer  dt  par  sa  valeur  (5),  ce  qui  nous  donnera 

.  dP.       sin  9  dQ 
or  r      ôd 

d'où,  en  effectuant  les  calculs  et  prenant  ç  pour  variable  indépendante, 

(o)         -T'Y  4-  «  H -^^ — ^  +  COS  5 -5 -j^     =  o. 

'^'        u^-(^h^-^,j±f^d.y^''^"       ^''     '■  ^^' 

Remplaçons  de  même  dans  la  troisième  équation  (a)  dt  par  sa  valeur  (5);  il 
viendra 

+  «*/-2sin9cos0(^A^+2  f  -,  ^dv]~^ 
\  J   u^  ov      J       oB 

T.     -    1.  X2 
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OU  bien,  en  tenant  compte  des  relations  (3), 


d'où 

(7) 


+  5  + 


''^'^'-^'h^T.''' 


fdO.  ds^  _àQ:  _  ^ 


\_à^.\\dvdç       de 


Réunissons  maintenant  les  formules  (5),  (6)  et  (7)  et  tenons  compte  des  rela- 
tions (4);  nous  trouverons 


dt  — 


dç 


V^'-^/f'^ 


dQ    du 


d^       s  d^ 


(«') 


d^u  d^   u^dv       du        u   ds 

■^"^"^  ::  râ^  dv 


h-+  2 


rdil  dv 
J  di'   u^ 


o,  V 


d^  ds  d^       ,         ^,da 

d^s  dp  dv  au  as 

-    -h  s  -[ ^   -.^    ,    , =z  0.^i 


dv' 


u^    /i^  +  2 


d^dç\ 


J    ôv  u^ 


Nous  ferons  remarquer  que,  d'après  les  formules  (i)  et  (2),  iî  est  une  fonc- 
tion de  r,  V,  6  et  du  temps  t  qui  sera  introduit  par  r',  i^'  0',  r",  ç",  6",  ...;  on 
pourra  écrire  aussi 

i2  — <ï»(p,  u,  s,  t); 

t,  U  et  S  devront  être  censés  exprimés  en  fonction  de  la  variable  indépendante  i>. 
Les  équations  (a')  servent  de  base  à  la  théorie  de  la  Lune  de  Laplace. 

26.  Il  peut  être  avantageux  d'introduire,  au  lieu  de   ,- ,  -;-,  -^,  les  pro- 
*  "  au     av     as  ^ 

jections  de  la  force  accélératrice  de  la  planète  M  sur  trois  axes  rectangulaires 

Fig.  II. 


que  nous  allons  définir.  Soient  {fig.  11),  à  l'époque  f,  M  et  Q  la  position  de  la 
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planète  et  sa  projection  sur  le  plan  fixe  xOy,  QA  le  prolongement  de  OQ,  QB  la 
perpendiculaire  menée  sur  OQ  dans  le  plan  fixe  ooOy,  dans  le  sens  où  les 
angles  (^croissent,  QC  la  parallèle  à  0^;  les  axes  mobiles  sur  lesquels  on  va 
projeter  la  force  accélératrice  seront  QA,  QB,  QC,  et  les  projections  de  la  force 
en  question  sur  ces  axes  seront  représentées  respectivement  par  P,  T,  S. 
On  aura 


(8) 


p  = 

X  cos  ('  4-  Y  sin  (^  =      -c— 

T=- 

-  X  sm  (^  H-  Y  cos  V  ——  ^r- 
doc 

az 

dy 
sin  V  +  -T-  cosi', 


Donnons  au  point  M  un  déplacement  virtuel  caractérisé  par  ^x,  §y,  ^z-,  soient 
^v,  ^u  et  ^s  les  variations  correspondantes  de  ç^,  uQis;  on  aura 


dQ. 


dz 


,    —   ,     -    (5y  +  -V- 02  =  (P  cosc-' —  T  sine)  «5^  +  (P  sin(^  +  Tcosc)  «^v  +  805 
doc  dy  '^        dz  ^  '  ^  '  " 

d^.        d^.         d^. 

=  -T-  o(^  +  -TT—  ou  -\ — ^  os. 
dv  du  ds 


En  substituant  pour  ^x,  Sj,  ^z  leurs  valeurs  tirées  des  formules 

__  cos  V  sin  V  5 

U  "^  u  "        u 

et  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  ^f,  lu  et  %s,  on  trouve  ai- 
sément 


(9) 


si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  les  formules  (a'),  elles  deviennent 

dt:=.  ^'  ^ 


da 

di'  " 

u 

d^ 

P 

-+- 

s 

du 

u^ 

d^ 

ds  ~~ 

-S; 
u 

(«') 


d^u 
'dv^ 


d^ 
dv^ 


Uy'k^+.fl^dç 

T  du       P 

u^  dç        u^ 

1                                — 

''■+=/^.* 

T  ds       Ps—S 

u^  di>             u^ 

'''-^'fl? 


o. 


dv 
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27.  Donnons  enfin  une  dernière  transformation  Pès  simple  des  équations 

différentielles.  Si  Ton  désigne  par  p  la  projection  rosO  =  i  de  r  sur  le  plan 

des  xy,  on  a 

cc  —  pcosv,        j^rpsinp,         z-ps; 

en  partant  des  formules  (a)  et  (8),  on  trouve  aisémot 

„  (Par         .       d*'y  d*p cosv       .       ^*o  sine 

T  =  - ''""  rfiT  +  COS.  ^  =- sm.--^__^  cos.-^  , 

dF  ~~dF' 
d'où  l'on  tire,  en  réduisant,  les  équations  suivantes 

df        ^dt^—^* 

^   p  dt\P  dtj~^' 

d*o.<i  

'dt^'^^' 

qui  ont  été  fréquemment  employées,  notamment  paiM.  Airy  dans  son  Mémoire 
intitulé  Numerical  lunar  Theory  (  Londres,  1 886). 
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CHAPITRE  VL 

PROBLÈME  DES  DEUX  CORPS.- PREMIÈRE  APPROXIMATION  DU  MOUVEMENT 
DES  PLANÈTES.  -  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE.  MOUVEMENT  PARABOLIQUE. 
MOUVEMENT  HYPERBOLIQUE. 


28.  Soient  G  le  centre  de  gravité  du  Soleil,  P,  P^  Po,  ...  les  centres  de  gra- 
vité des  diverses  planètes  ou  des  systèmes  secondaires  formés  chacun  d'une 
planète  et  de  ses  satellites;  nous  prendrons  pour  unité  la  masse  du  Soleil,  et 
nous  désignerons  par  m,  m^,  m^,  ...  les  masses  des  planètes  isolées  ou  les 
masses  des  systèmes  secondaires.  Par  le  point  0,  menons  trois  axes  0^,  Oj-, 
Oz,  de  directions  invariables,  et  soient,  relativement  à  ces  axes,  x,  y,  z,  r, 
^if  Jo  -o  f\>  •••  les  coordonnées  des  points  P,  P,,  ...  et  leurs  distances  au 
centre  du  Soleil. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  des  points  P,  P<,  ...  ont  été  don- 
nées au  n°  18;  nous  allons  les  reproduire  avec  de  légers  changements  de 
notation.  Nous  poserons 


/•2  z=:a;'^  +/*  +  -S*; 


et  nous  aurons 

l   d^x              œ        d^ 
dt^    "^  '^^  ^3  —  <j^' 

(a) 

dt^    -^^^  r^-dy' 

\  d^z  „  z  (9R 
\  dt^    +  ^^  ,-»  -  dz  ' 

(  d^Xi  ^  Xi  ôRi 
1     dt^     '    ^^'r\-dx: 

dt^   ^^^'r\-  dz,' 


94 
et 


CHAPITRE    VI. 


R 


f/Wi 


f/?i< 


Is/iXi  —  ji; 


œxi  +  rj, 


lV(^2  — 


I ^^t  +    J.>'2 


^ 


^r  +  (j2-7)^H-(^2-^r 


(«) 


R,—     fm 
H-fm, 


^1  ^  4-  j,  JH-  ;;,  ^' 


Lv/(^ 


2—  ^l)^+(72  — 7l)'+   (*2—  -1^ 


On  a  donc  à  intégrer,  si  i  désigne  le  nombre  des  planètes,  un  système  de 
3ï  équations  difFérentielles  simultanées  du  second  ordre.  On  a  dit  déjà  que,  même 
pour  i=  2,  on  ne  sait  pas  résoudre  rigoureusement  le  problème;  fort  heureu- 
sement, une  circonstance  particulière  va  nous  permettre  d'obtenir  une  solution 
approchée.  Les  masses  des  planètes  sont  en  effet  très  petites  par  rapport  à  celle 
du  Soleil;  ainsi  la  masse  la  plus  considérable,  celle  de  Jupiter,  n'est  pas  la  mil- 
lième partie  de  celle  du  Soleil;  les  seconds  membres  des  équations  («),  (a,),  ... 
contiennent  dans  tous  leurs  termes  en  facteur  un  des  nombres  très  petits  m, 
m,,  ...,  qui  expriment  les  rapports  des  masses  des  planètes  à  celles  du  Soleil; 
d'autre  part,  les  distances  mutuelles  des  planètes  ne  deviennent  pas  très  pe- 
tites; donc  les  attractions  qu'une  planète  éprouve  de  la  part  des  autres  planètes 
sont  très  faibles  par  rapport  à  celle  que  lui  fait  subir  le  Soleil.  On  trouvera,  par 
exemple,  dans  les  seconds  membres  des  équations  («),  en  posant  PP,  =  A,  les 


mi 

^\  —  OC 

.ri  — 7 
A     ' 

A^ 

•^1      ^ 

A2 

A      ' 

A 

quantités 


tandis  que  les  seconds  termes  des  premiers  membres  de  ces  mêmes  équations 
sont 

f{i-{-m)  X       f(i4-/7z)  y        f(i-4-/?i)   c_ 


or  m,  est  très  petit  devant  i-^-m,  ^  est  comparable  à  ■~^' 

On  peut  donc,  dans  une  première  approximation,  réduire  à  zéro  les  seconds 
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membres  des  équations  (a),  (a^  ),  .  .  ;  on  trouve  alors  les  équations 
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7^  +  ^f^73=^' 


{b) 


(b:) 


d^v        „      r 
dt^   +  ^^  ,3 

=  0, 

d^z        .     z 
dt^   +  ^^  ,-3 

—  0; 

dt^-'-^^^rl 

=  0, 

=  0, 

d^z^       .      Zi 

=  0; 

Les  équations  {b)  forment  un  groupe  indépendant  de  (6,  )  ;  on  a  naturellement  le 
même  résultat  que  si  l'on  avait  traité  du  mouvement  de  chaque  planète  comme 
si  elle  existait  seule  autour  du  Soleil. 

Nous  allons  donc  nous  occuper  de  l'intégration  des  équations  {b);  cette  inté- 
gration peut  se  faire  rigoureusement;  les  formules  générales  auxquelles  nous 
arriverons  conviendront  aux  équations  (Z>,),  .  .;  l'ensemble  de  ces  formules 
constituera  la  première  approximation.  Il  restera  ensuite  à  montrer  comment 
on  peut  utiliser  les  intégrales  des  équations  {b^,  (b,),  ...  pour  intégrer  par  ap- 
proximation les  équations  (a),  (a,),  


29.  Intégrales  premières.  —  Si  l'on  ajoute  les  deux  premières  équations  (b) 
après  les  avoir  multipliées,  la  première  par  —y,  la  seconde  par  +  x,  on  obtient 
une  combinaison  intégrable;  on  trouve  ainsi,  en  désignant  par  C,  G',  G"  trois 
constantes  arbitraires 


(A) 


dz 

^  dt 

dy 
-^Tt 

=  c, 

dx 

^Tt 

dz 
-""-dt 

=  C', 

x^ 

"^  dt 

dx 
~y'di 

=  C"; 

ce  sont  les  intégrales  des  aires. 


On  forme  avec  les  équations  {b)  une  autre  combinaison  intégrable,  en  les 
multipliant  respectivement  par  ^dx,  idy,  idz  et  ajoutant.  Soit  a  une  constante 
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arbitraire;  on  trouve  ainsi 

(n\  ^-^^  ,  dy  ,  ^-'  _  2f^      i>^ 

c'est  l'intégrale  des  forces  vives. 

Nous  montrerons  dans  un  moment  comment  on  peut  déterminer  la  courbe 
décrite  par  la  planète  en  partant  des  intégrales  ci-dessus. 

Mais  nous  allons  d'abord  faire  connaître  trois  autres  intégrales  données  par 
Laplace  dans  la  Mécanique  céleste  et  qui  nous  serviront  plus  loin. 

On  tire  des  équations  (b) 

d\r         d^-z_      C'z-C"y 

et,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  C  et  C"  par  leurs  valeurs  (A),  il  vient, 
après  une  transformation  facile, 

2  da;  dr 

^  'dt^"^  dF~-^^  H  ' 

on  peut  intégrer,  ce  qui  donne 

^,,  dv        „,  dz  X 

dt  dt         '    /■ 

Soient  donc  F,  F',  F"  trois  constantes  arbitraires;  on  aura  les  trois  intégrales 
cberchées 

^  r  dt  dt        . 

(C)  <P=r,^  +  c'^-c§, 

Il  faut  supposer  dans  ces   formules  C,    G',  C"  remplacés  par  leurs  expres- 
sions (A). 

Entre  les  sept  constantes  C,  C,  C",  a,  F,  F',  F",  il  existe  deux  relations  faciles 
à  obtenir.  On  trouve  d'abord,  en  ajoutant  les  formules  (C)  après  les  avoir  mul- 
tipliées par  G,  G',  G", 

CF  +  C'F'+  C"F"  --=  -^  (C^  +  CJy  +  C"^); 
mais  les  formules  (A),  multipliées  par  oc, y,  z,  donnent 

(i)  C^  +  C'/  +  C"^=:o; 


-  ^^  i  ;  '■  ^ /      0'  ^  ^  .  c  v^ -  v/>^  ^r;-^"// --^^^^  ^^y  ■  " 


Û 


^1      ^n     y,'^    I 
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il  vient  donc 

CF  +  C'F'  +  C"F"  =  o. 

On  démontre  ensuite  par  des  calculs  faciles  que  l'on  a  identiquement 

a  /  r 

Il  résulte  des  deux  dernières  formules  que,  sur  les  sept  intégrales  (A),  (B) 
et(C),  cinq  seulement  sont  distinctes. 

30.  Revenons  à  la  détermination  de  l'orbite  ;  l'équation  (i)  montre  qu'elle  est 
plane,  et  que  son  plan  passe  par  le  Soleil.  Nous  prendrons  ce  plan  pouro^Oj, 
de  manière  que  z  sera  constamment  nul;  les  intégrales  (A)  et  (B)  se  rédui- 
ront à 

dy  dx 

dt       -     dt 

dx"^  +  dy"-       ^    /  2        I 


df"  ^\r       a 

OU  bien,  en  remplaçant  C"  par  c  et  introduisait  au  lieu  de  x  etj  les  coordon 
nées  polaires  r  et  2r, 

(a)  '^-dt^'^ 

,„.                                                    dr'-^r^d'^^  (1        I 

(^)  '         d¥—^^^\-r--^ 

Soit  S  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  r  quand  la  planète  passe  de  la  posi- 
tion qui  répond  au  temps  t^  à  la  position  qi*elconque  qui  correspond  au  temps  t. 
On  a 


la  formule  (2)  donnera 


rfSr=  -r^rfS; 


S=.î(^-^o). 


Les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  sont  donc  proportionnelles  aux  temps 
employés  à  les  décrire.  On  retrouve  ainsi  la  première  loi  de  Kepler;  on  voit  en 
même  temps  que  la  constante  c  représente  le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité 
de  temps.  Si  l'on  élimine  dt  entre  (2)  et  (3),  il  vient 

^         r'd^^        ~^\r       a 
T.  -  I.  î3 
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d'où 


c  d- 


d^  — 


d'^  = 


V- 


f  jUL  2  f  fJl  C^ 

a  r  r^ 

d('-~^J^ 
\r         c 


/fv  _  fif  _/£  _  f|f  y 

\     c^  a         \r        c  J 

On  aura  donc,  en  intégrant  et  désignant  par  w  une  constante  arbitraire, 


2r  —  M  =  arccos 


/•        c 


d'où 

(4)  r  = 


/fV_fF 
y    c^        a 


f/^ 


/  c2~ 


I  +  1/  1—  7 —  cos(3-  —  w) 


c'est  l'équation  de  la  trajectoire.  On  voit  que  c'est  une  section  conique  ayant 
pour  foyer  le  centre  du  Soleil;  dans  le  cas  des  planètes,  les  conditions  initiales 
doivent  être  telles  que  cette  courbe  soit  une  ellipse.  Nous  retrouvons  la  seconde 
loi  de  Kepler. 

Désignons  par  p  le  paramètre,  a  le  demi  grand  axe,  e  l'excentricité  de  l'or- 
bite, qui  sera  inférieure  à  l'unité;  soit  (Jig.  12)  A  le  point  de  l'ellipse  le  plus 


voisin  du  foyer  0,  point  qu'on  nomme  le  périhélie  (le  point  A'  le  plus  éloigné 
du  point  0  est  Vaphélie)-,  représentons  par  w  l'angle  AOP  que  fait  avec  OA  le 
rayon  vecteur  r=  OP  de  la  planète  au  temps  /;  (^  est  appelé  Y  anomalie  vraie  de 
la  planète. 


MOUVEMENT    ELLIPTIQUE.  99 

L'équation  bien  connue  de  l'ellipse,  avec  les  coordonnées  r  et  w,  est 


^_  p  _   a{i  —  e^) 


i-\-ecosw       i-t-ecosw 


la  comparaison  de  cette  expression  avec  (4)  donne 

(5)  WrrrSr  — (V  — XOA; 

0)  est  donc  l'angle  que  fait  avec  OX  le  rayon  vecteur  du  périhélie;  on  a  ensuite 


a(i  - 

d'où  l'on  tire 

'  a. 

(6) 

c  =  \Jï^p  —  \J{lJ.?({\  —  e^) 

et 

a  =  a; 


ainsi  la  constante  a,  que  nous  avions  introduite  dans  l'intégrale  (B)  des  forces 
vives,  n'est  autre  chose  que  le  demi  grand  axe  de  l'orbite. 

Si  donc  V  désigne  la  vitesse  de  la  planète  à  l'époque  t,  on  aura,  d'après  (3), 

(7)  ^'=fK?-^)^ 

c'est  une  formule  importante. 
L'aire  de  l'ellipse  est 


si  l'on  représente  par  T  le  temps  employé  par  la  planète  à  décrire  son  ellipse, 
l'aire  -  décrite  dans  l'unité  de  temps  sera 


Tia^\/ 


c        Tia^yi  —  e' 


2   ~  T 

remplaçons  c  par  sa  valeur  (6),  et  nous  trouverons 

(8)  ^^r=.{^  =  {{i  +  m), 

ce  qui  est  une  relation  fondamentale  pour  la  suite. 
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Pour  la  seconde  planète  P,,  on  aura  de  même 


^  1 


on  conclut  des  deux  dernières  formules 

T^       a^    i  -\-  m. 


(9) 


Tf       a?    I  +  m  ' 
on  n'a  plus 

et  la  troisième  loi  de  Kepler  cesse  d'être  vérifiée  rigoureusement;  mais  elle  l'est 
d'une  façon  très  approchée,  car  nous  avons  dit  que  les  nombres  m  et  m^  sont 

très  petits;  la  fraction  —    —  diffère  fort  peu  de  l'unité. 
On  désigne  ordinairement  par  n  le  quotient 

qu'on  appelle  le  moyen  mouvement  ;  c'est  la  vitesse  angulaire  que  devrait  avoir 
un  rayon  vecteur  fictif  qui  tournerait  d'un  mouvement  uniforme  autour  du 
point  0,  de  manière  à  faire  une  révolution  complète  dans  le  même  temps  T  que 
le  rayon  vecteur  de  la  planète. 

Si  l'on  introduit  la  quantité  //  dans  les  formules  (6)  et  (8),  on  trouve  les 
relations 

(II)  /i^a^zi^f^  — f(i  +  m), 


(i2)  c-^na^s/i  —  e% 

qui  sont  d'un  usage  constant. 

31.  Calcul  de  la  position  dans  l'orbite.  —  Nous  allons  montrer  mainte- 
nant comment  on  peut  déterminer  la  position  de  la  planète  sur  son  orbite  à  une 
époque  quelconque. 

On  a,  d'après (5), 

d'à chv 

dl  ~  ~dt' 
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il  viendra  donc,  en  ayant  égard  aux  formules  (2)  et  (12), 

(i3) 

\  i  +  ecostv' 

ces  deux  équations  déterminent  /•  et  w  en  fonction  de  t. 
Éliminons  w  :  nous  aurons 

I  —  e^   i         I 


ère 

d'oLl 

,  «  v/ 1  —  e'  dr 

dw  = 


en  portant  cette  valeur  de  w  dans  la  première  des  équations  (i3),  il  vient 

(  1 4  )  ndtr=. — 

«  \la^e''  —  {a—ry 

On  est  conduit  à  prendre  une  variable  auxiliaire  u  définie  par  la  relation 

a  —  r  =iae  ces  w, 
on  en  tire 

(i5)  /•  =  «(!  —  ecosw), 

et,  en  portant  cette  valeur  de  r  dans  l'équation  (i4)>  il  vient 

n  dt  =:  (i — e  cos u)  du, 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  t  une  constante  arbitraire, 
(16)  u  —  e  sin  u  zzz  n{t  —  t). 

La  variable  auxiliaire  u  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  très 
simple.  Décrivons,  en  effet,  un  cercle  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètre; l'ordonnée  QP  (Jig.  i3)  perpendiculaire  sur  CA  rencontre  cette  circon- 
férence en  R;  menons  la  droite  CR  et  faisons  pour  un  moment 

CQ-x; 


I02  CHAPITRE    VI. 

nous  savons,  par  les  formules  de  la  Géométrie  analytique,  que  l'on  a 

OP  =/'  =  «  — ex. 
En  comparant  avec  la  formule  (i5),  il  vient 

x=^acosu; 

mais  le  triangle  rectangle  CQR  donne 

X  — acos(QCR) 

u  =  QCR. 


on  a  donc 


C'est  l'interprétation  cherchée  ;  la  variable  auxiliaire  u  se  nomme  Vanomalie 
excentrique  de  la  planète. 


Fis.  i3. 


La  formule  (i6)  fera  connaître  la  valeur  de  l'anomalie  excentrique  en  fonction 
du  temps;  l'équation  (i5)  donnera  ensuite  r. 

Nous  pouvons  remarquer  qu'au  point  A  on  a  w  =  o;  la  formule  (i6)  donne 
alors  /  =  T  ;  donc  la  quantité  t  représente  le  temps  du  passage  de  la  planète  à 
son  périhélie. 

Il  nous  reste  à  déterminer  w  en  fonction  de  u.  Pour  y  arriver,  il  suffit  d'égaler 
les  deux  expressions  (i  3  )  et  (i 5)  de  r.  On  trouve  ainsi 


d'où 

(f7) 


a(i  — e^)    _ 
iH-  ecosw  ~ 

a(i 

—  ecosu), 

cosw 

cos  u  — 

e 

I  — 

e  cosw 

sin« 

siii  w 

=  v/- 

-e^- 

T  —  e  cos  u 


L'une  ou  l'autre  de  ces  formules  permet  de  calculer  w  en  fonction  de  u;  mais 
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elles  ne  sont  pas  les  plus  commodes  pour  le  calcul  numérique.  On  tire  de  la 
première 

,  (p       (x  —  e)  (iH- cosm) 

I  +  COS  U>=  2  COS^  —  =:  -^ — , 

2  I  —  eCOSM 

,   -  w       (i  +  e)  (i  —  cosa) 
I  —  COS  w=  2  sin*  —  =  ^^ — , 


2  I  —  ecosu 


d'où 


/ •    " 

VI  +  esm  — 
.     w  2 

sm  -  =  -  j 

2        yi  —  ecosM 

I  / u 

(i8)  /  ui  —  ecos  — 

ces  —  =  —  , 

2        v/i  —  ecos  u 


tang-  =  ^/; — i^^^^â' 


w  II 

Enfin,  en  combinant  les  formules  (i5),  (17)  et  (18),  on  peut  écrire  encore 

,     ,  (  /"sinMf  =  a  v'i  — e^  sinw, 

(ï9) 

(  r  COSMP'^  a(cosM  —  e); 


(20) 


\Jr  sm  —  =  \la{\  +  e)  sin  — ? 


2       '     '  2 


Ces  deux  groupes  de  formules  donnent  en  même  temps  r  et  (^  en  fonc- 
tion de  u\  on  les  emploie,  le  dernier  surtout,  quand  il  s'agit  de  calculs  numé- 
riques. 

On  voit  que  la  position  de  la  planète  sur  son  orbite  est  déterminée  complète- 
ment en  fonction  de  m;  la  valeur  de  u  est  déterminée  elle-même  en  fonction 
de  t  par  l'équation  (16),  qui  est  transcendante  et  que  l'on  appelle  Véquation  de 
Kepler. 

L'angle  n{t  —  t^)  =  l'u—^-  est  ce  que  l'on  nomme  Vanomalie  moyenne;  on 

la  représente  généralement  par  ^.  On  voit  que  c'est  l'angle  dont  a  tourné  depuis 
le  périhélie  le  rayon  fictif  considéré  plus  haut  à  partir  du  moment  où  il  coïnci- 
dait avec  OA. 

Nous  pouvons  résumer  comme  il  suit  les  formules  essentielles  qui  servent  à 
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calculer  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite 


-VS' 


(c) 


K-- 

z=n{t  —  z), 

u 

—  esina::^^, 

r 

=r  a(i  —  e  co&u), 

ta 

(V           /  \  ~\-  e           u 

ng-  =  4/ tang- 

2         y    1  —  e           2 

Il  nous  reste  à  donner  les  intégrales  complètes  des  équations  (b). 

32.  Calcul  de  la  position  héliocentrique.  —  Nous  reprenons  trois  axes 
Ox,  Oj,  0^  de  directions  invariables  se  coupant  au  centre  du  Soleil;  il  est  dans 
l'usage  actuel  d'adopter  pour  plan  des  ooy  le  plan  de  l'écliptique  au  i^""  jan- 
vier i85o;  la  partie  positive  de  l'axe  des  oc  sera  la  droite  menée  du  point  0  à 
l'équinoxe  moyen  du  printemps  à  la  même  époque.  La  partie  positive  de  l'axe 
desy  sera  dirigée  vers  le  solstice  d'été,  et  la  partie  positive  de  l'axe  des  z  vers 
le  pôle  boréal  de  l'écliptique. 

Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  traçons  une  surface 
sphérique;  soient  (Jig.  i4)  ^»  JK»  ^  les  points  où  elle  est  percée  par  les  parties 
positives  des  axes.  Le  plan  de  l'orbite  de  la  planète  coupe  la  surface  de  la  spbère 

Fig.  i4. 


y    H 


suivant  un  grand  cercle  MN  qui  rencontre  le  grand  cercle  xy  en  deux  points 
qu'on  appelle  les  nœuds  du  plan  de  l'orbite  :  l'un  est  le  nœud  ascendant,  l'autre 
le  nœud  descendant.  La  définition  du  nœud  ascendant  est  la  suivante  :  Dans  son 
mouvement,  la  planète  perce  le  plan  des  xy  en  deux  points  C  et  C;  considérons 
celui  de  ces  points,  C,  où  le  z  de  la  planète,  en  devenant  nul,  passe  du  négatif 
au  positif;  le  rayon  OC  rencontre  la  sphère  au  point  N  qui  est  le  nœud  ascen- 
dant. 

L'arc  x'^  compté  à  partir  du  point  x,  dans  le  sens  xy,  jusqu'au  point  N  est  la 
longitude  du  nœud  ascendant  ;  nous  la  représenterons  par  0.  L'angle  yNM  que 
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fait  le  plan  de  l'orbite  avec  le  plan  des  œy  est  V inclinaison  dé  l'orbite;  nous  la 
désignerons  par  ç;  elle  est  définie  sans  ambiguïté  par  les  directions  Ny  et  NM 
prises  respectivement  dans  le  sens  xy  et  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  pla- 
nète. 

Les  deux  quantités  G  et  <p  déterminent  sans  ambiguïté  la  position  du  plan  de 
l'orbite;  0  peut  être  compris  entre  o°  et  36o°.  Toutes  les  planètes  tournent  dans 
le  même  sens,  sens  direct,  autour  du  Soleil;  le  plan  des  xy  diffère  peu  de  l'or- 
bite d'une  des  planètes,  la  Terre;  donc  l'angle  9  sera  compris  entre  0°  et  90°.  Il 
y  a  plus,  les  anciennes  planètes  ont  des  orbites  peu  inclinées  les  unes  sur  les 
autres;  9  sera  donc  pour  chacune  d'elles  un  angle  assez  petit. 

Pour  les  comètes,  ç  peut  être  compris  entre  90°  et  180^;  alors  le  mouvement 
de  la  comète  est  rétrograde;  les  définitions  de  9  et  ô  données  ci-dessus  sont 
applicables  à  tous  les  cas. 

Après  avoir  fixé  la  position  du  plan  de  l'orbite,  il  faut  indiquer  l'orientation 
de  l'ellipse  dans  ce  plan  :  soient  A  le  périhélie,  P  une  position  quelconque  de  la 
planète  sur  son  ellipse;  les  rayons  OA  etOP  percent  la  surface  de  la  sphère  aux 
points  n  et  M;  pour  déterminer  la  position  du  point  H,  on  donne  la  somme  des 
arcs  x^  et  Nil  (Nil  est  compté  à  partir  du  point  N  jusqu'au  point  H,  dans  le 
sens  du  mouvement  de  l'astre),  et  on  la  représente  par  cj;  on  a  donc 

icN  +  NU^GT, 

d'où 

Nn  =  nî-0; 

TS  est  ce  que  l'on  appelle  la  longitude  du  périhélie,  f  l,^^  i'r^^ij 

Il  faut  maintenant  faire  connaître  la  forme  de  l'ellipse,  en  donnant  son  excen- 
tricité e,  et  sa  grandeur  absolue,  en  donnant  le  demi  grand  axe  a,  ou  la  distance 
moyenne  de  la  planète  au  Soleil. 

On  doit  dire  ensuite  comment  la  planète  parcourt  son  orbite  ;  cela  se  fait  en 
introduisant  la  durée  T  de  sa  révolution,  ou  le  moyen  mouvement 

'ITZ 

enfin,  il  faut  savoir  à  quel  point  de  son  orbite  la  planète  se  trouve  à  un  moment 
déterminé;  on  donne  pour  cela  le  temps  du  passage  aupérihéliey  t. 

Il  est  facile  maintenant  de  calculer  la  position  de  la  planète  en  fonction  du 
temps  et  des  constantes  qui  viennent  d'être  définies;  on  aura  d'abord 

u  —  esinw  =  /i(f  —  t), 
/■  ir=  a  (i  —  e  cosw)  ; 

désignons  par  v  la  somme  des  arcs  x^  etNM,  l'arc  NM  étant  compté  comme  NII 
T.  -  I.  •  i4 
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à  partir  du  point  N,  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  planète;  v  est  ce  que  l'on 
nomme  la  longitude  de  la  planète  dans  son  orbite. 
L'anomalie  vraie  w  est  l'angle 

w  =r  AOP  — -  HM  =  t^  —  CT  ; 
on  aura  donc,  d'après  la  dernière  équation  (<?), 

tang^ -=\/ tang-; 

2  yi  —  e  2 

on  a  ainsi  ret  v. 

Reste  à  former  les  expressions  de  x,  y,  z,  coordonnées  rectangulaires  de  la 
planète  P,  par  rapport  aux  axes  définis  au  commencement  de  ce  numéro.  Or  -, 

-i  ^  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon  OP  ou  OM  avec  les  axes;  si 
donc  nous  traçons  les  arcs  de  grands  cercles  Ma;,  My,  Ms,  nous  aurons 


=  cos(M^),         ^  =  cos(Mj),         -  =  cos(]VI-s). 


X 

r  '  1 


Pour  obtenir  ces  cosinus,  nous  considérons  les  triangles  sphériques 

M^N,        MjN,        M^N, 
dans  lesquels  on  a 

jN  =  -  — 0,         ^m  =  v-Q,         yNM=9, 

2  2  ^ 

en  appliquant  à  chacun  de  ces  triangles  la  formule  fondamentale  de  la  Trigono- 
métrie sphérique,  on  trouve 

cos(M^)  =:cosôcos(('  —  0)  —  sin 0  sin(p  --  0)  COS9, 
cos(Mj')  =  sinô  cos(p—  Q)  +  cosô  sin(ç^—  Q)  C0S9, 
cos(]Vl5)=  sin((^— 0)  sin9. 

On  voit  que  les  formules  précédentes  font  connaître  x,  y,  z  en  fonction  de  t 
et  des  six  constantes  arbitraires  a,  e,  cp,  t,  w,  0;  la  quantité  n  ne  doit  pas  être 
comptée  comme  une  constante  distincte  de  a,  puisque  c'est  une  fonction  de  a 
définie  par  la  première  des  relations  (c).  On  a  donc  ainsi  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  (è). 
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Les  astronomes  introduisent  généralement  à  la  place  de  i  un  autre  élé- 
ment £  défini  comme  il  suit  :  imaginons,  comme  plus  haut,  un  rayon  vecteur 
fictif  coïncidant  avec  le  rayon  vecteur  de  la  planète  aux  époques  t,  t  +  T, 
T  4-  2T,  . . . ,  et  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  du  point  0  ;  il  effec- 
tuera donc  une  révolution  dans  le  temps  T,  et  sa  vitesse  angulaire  sera  n;  à 
l'époque  t,  ce  rayon  percera  la  surface  de  la  sphère  au  point  M',  et  l'on  aura 

lLW  =  n{t  —  T)  =  K; 

si  sur  OM'  on  prend  une  longueur  0P'=  a,  V  sera  une  planète  fictive  qui  res- 
terait à  une  distance  constante  du  Soleil,  et  serait  animée  sur  son  orbite  circu- 
laire d'un  mouvement  uniforme. 

La  longitude  de  cette  planète  tictive,  dans  son  orbite,  serait 

/est  ce  qu'on  appelle  la  longitude  moyenne  de  la  planète  P;  à  l'époque  zéro,  elle 
se  réduit  à  xs  —  nr:,  quantité  que  l'on  représente  par  e;  £  est  donc  la  longitude 
moyenne  à  l'époque  zéro;  on  dit  plus  simplement  que  c'est  la  longitude  moyenne 

de  Vèpoque.  On  a  donc 

CT  —  nz  ^=  S, 
d'où 

nr  =  Ts —  e; 

l'anomalie  moyenne  devient 

(21)  }:^-=znt — nr^=:nt-he — m; 

la  longitude  moyenne  /  peut  s'écrire 

Z  =  £  H-  nt, 

de  sorte  que 

(22)  Ç=  l  —  TsS. 

Nous  aurons  donc  finalement,  pour  les  intégrales  générales  des  équations  (6), 
cet  ensemble  de  formules 


"V^^ 


u  —  e  sin  u  r=z  nt  -\-  s  —  rn, 
r  r=  a(i  —  e cos«), 


tang-^  =  i/^-^tang-, 


v/^ 


a?  =  /'[cos9cos((^  —  Q)  —  sin(5sin((>  —  0)  coscp], 
y  =:  /•[sin9cos(^'  —  9)  +  cosôsin(c'  —  S)  COS9], 
5r=;/'sin(p  —  9)sin9. 
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Les  six  constantes  0,  ;p,  cr,  e,  a,  £  sont  appelées  les  six  éléments  du  mouve- 
ment elliptique,  ou  souvent,  par  abréviation,  les  six  éléments  elliptiques  de  la 
planète. 

Remarque. — L'arc  IIM' étant  égal  à  l'anomalie  moyenne,  on  a 

tv=Ç  +  M'M, 
r  =  /  +  M'M; 

la  quantité  M'M  est  ce  qu'on  appelle  Véquation  du  centre;  c'est  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  l'anomalie  moyenne  pour  trouver  l'anomalie  vraie,  ou  à  la  longitude 
moyenne  pour  obtenir  la  longitude  vraie;  si  nous  la  représentons  par  c,  nous 
aurons 

(23)  C  —  iv  —  K, 
et  il  en  résultera 

(24)  I    où 

/  rr:  £  H-  ntc 

33.  Revenons  à  la  Jig.  i4;  prolongeons  l'arc  de  grand  cercle  zM  jusqu'à  sa 
rencontre  en  H  avec  le  grand  cercle  xy;  la  droite  OH  sera  la  projection  du  rayon 
vecteur  r  sur  le  plan  des  ^j.  Posons 

a;  H  =  (', ,         HM  —  ç  ; 

V,  et  s  sont  la  longitude  héliocentrique  et  la  latitude  héliocentrique  de  la  planète, 
et  constituent  avec  r  ses  trois  coordonnées  polaires. 

Le  triangle  sphérique  MHN  est  rectangle  en  H;  on  a  dans  ce  triangle 

NH=r, -9,         NM=r-Ô; 
on  en  conclut 

(25)  tang((^i—  B)  —  cos9tang(c—  0), 
(e)  sin5  =  sintp  sin(r  —  0); 

ces  formules  permettront  donc  de  calculer  ç^,  et  s. 

Lorsque  l'inclinaison  cp  est  petite,  et  c'est  le  cas  usuel,  on  calcule  générale- 
ment v^  d'une  autre  façon;  on  sait  qu'on  déduit  de  l'équation  (  25) 

tang2  ^  tang*  ^ 

((;,-{5)=r(('— 0) : — ^sin2(<^-^)+  -; — ^^?sin4(('-0)-...; 
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on  peut  donc  écrire 


tang^  ^  tang*^ 


{f\  l  p= ; — -„-  sin2(('  —  0)  -+-  —. — j-  sin4(<'  —  0)—. . .  , 

\J  )  \^  sin  i"  sina"  ^  ' 

[  p,  =  (^  +  p  ; 

ces  formules  permettront  de  calculer  ç^,  très  facilement;  la  quantité  p,  qui  est 
très  petite  dans  le  cas  considéré,  se  nomme  réduction  à  Védiptique. 

34.  Maximum  de  l'équation  du  centre.  —  L'équation  du  centre  C  est  une 
fonction  de  la  variable  C  et  du  paramètre  e;  cette  fonction  s'annule  pour'C  =  o 
et  'C  =7:,  quel  que  soite;  entre  ces  limites  de  '(,  elle  est  d'ailleurs  positive, 
car  on  voit  aisément  que  l'on  a  (^  <]  w  <]  wt^;  elle  passe  donc  par  un  maximum, 
et  c'est  ce  maximum  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

On  a 


dC I   dw         I       2  ^^^         ^  ^^sf 

dZ        n   dt 

on  aura  donc,  pour  le  maximum, 


Les  expressions  connues  de  r  en  fonction  de  m  et  m^  donnent  ensuite 


i  — (i— e^)^ 

ces  U  =: ^^ —• 


3 

2\^ 


COS  W^=i ^^ — ^ 


cosM  est  positif  et  cosw^  négatif;  il  convient  de  poser 


1  1 


on  aura  donc 

i  sin  II' 

(26) 

sirnp' 


Ces  formules  feront  connaître  u!  et  w  \  on  aura  ensuite 

C^=.w  —  Il  +  e  sin  u, 


.-(I- 

e2)* 

e 

.-(I- 

3 

-C'Y 
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d'où 


(27)  C  .— a' -h  «v'+ ey/i — sin^u'. 

Si  e  est  petit,  les  formules  (26)  donneront  pour  sinw'  et  s'mw'  des  expressions 
que  l'on  pourra  développer  en  séries  très  convergentes  suivant  les  puissances 
de  e;  ces  séries  commenceront  à  la  première  puissance  de  e;  on  en  conclura  les 
développements  analogues  de  u',  w\  et  du  maximum  C  par  la  formule  (27). 

On  trouve  ainsi 

II  ,    Sqq  ^    17210 
48     5i20     22937b 

On  peut  tirer  de  cette  relation  la  valeur  de  l'excentricité  en  fonction  de  la 
plus  grande  équation  du  centre;  on  trouve 

2  2». 3  2»«.3.5  2". 5. 7. 9 

cette  formule  a  été  employée  pendant  longtemps  au  calcul  des  excentricités  des 
orbites  planétaires. 

35.  Mouvement  parabolique  des  comètes.  —  Si  l'on  suppose  infinie  la 
constante  a  qui  fiiçure  dans  l'intégrale  (B)  des  forces  vives,  le  coefficient  de 
cos(^  —  0))  dans  la  formule  (4)  devient  égal  à  l'unité.  La  trajectoire  est  une 
parabole  ayant  le  Soleil  pour  foyer;  c'est  le  cas  du  plus  grand  nombre  des  co- 
mètes. On  a  alors,  en  représentant  par/?  le  paramètre  de  la  parabole, 

(28) 


I  +  COS*»' 


(29)  '''■^^v^; 

w  est  la  distance  angulaire  de  la  comète  à  son  périhélie  (le  périhélie  n'est  autre 
chose  que  le  sommet  de  la  parabole). 

Le  calcul  de  r  et  mp  en  fonction  de  t  est  essentiellement  différent  de  ce  qu'il 
était  pour  les  planètes. 

L'élimination  de  r  entre  les  formules  (28)  et  (29)  donne 


i/fa  dt  =^  — — dvi' 

4cos*  — 
2 
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OU  bien 


V^ffx 


Jtdt:=  ii-\-  tang^     ]^  ^^'^ë 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  i  l'instant  du  passage  de  la  comète  au  péri- 
hélie, 


(3o) 


■    (i  —  t)  =  tang  — h  I  tang'  —  • 


Cette  équation  donnera  w  en  fonction  de  t  :  après  quoi  la  formule  (28)  fera  con- 
naître r.  Ayant  obtenu  ainsi  r  et  w,  on  passera  au  calcul  des  coordonnées  rec- 
tangulaires 00,  y,  z  de  la  comète  par  les  mêmes  formules  que  pour  les  planètes. 
Pour  suivre  l'usage  adopté  par  les  astronomes,  il  convient  d'introduire,  au 

lieu  dep,  la  quantité  q=-y  qui  représente  la  plus  courte  distance  de  la  co- 
mète au  Soleil,  et  que  l'on  nomme  simplement  la  distance  périhélie.  On  a  ainsi  cet 
ensemble  de  formules 


w 


tang ~  -+-  i  lang^*  ^  =:  -^^  («  —  t), 
2         q  sjiq 


COS"  — 

i.g)  { 

xirzz  /•[cos9cos(('  —  0)—  sin5sin((^  —  9)  ces 9], 
/  =  /•  [sin9cos(t^  —  B)  -\-  cos9sin(t^—  Q)  C0S9], 
z -=  r  ?,m{v  —  Q)  sin9; 

la  formule  (7)  donne  d'ailleurs  pour  la  vitesse  V  de  la  comète  cette  expression 
très  simple 

r 

On  obtiendra  ainsi  x,  y,  z  en  fonction  de  t  et  des  cinq  constantes  arbitraires  ou 
éléments  paraboliques  0,  cp,  cnr,  q,  t. 

La  signification  des  éléments  6,  ç,  w  et  t  est  la  même  que  pour  les  planètes. 


Remarque.  —  La  fonction  tang — h  \  tang^^—  croît  sans  cesse  avec  w,  elle  est 

nulle  pour  ^v  =  o  et  infinie  pour  qt»  =  tt  ;  donc  la  première  des  formules  {g) 
donne  toujours  pour  w  une  valeur  et  une  seule,  comprise  entre  o  et  =±=  tï,  selon 
que  l'on  a  t^^z.  On  voit  que  la  détermination  de  w  est  ramenée  à  la  résolution 
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d'une  équation  du  troisième  degré  dans  laquelle  l'inconnue  est  tang  -•  Dans  la 
pratique,  on  évite  la  résolution  de  cette  équation  du  troisième  degré  en  la  rem- 
plaçant par  le  système  suivant  : 

(3i)  OK^i:^, 


/  2      /  W  W 

(32)  OÏL  =  ^—  (tî^^g^^-  ïtang=*- 


où  DlL  est  une  quantité  auxiliaire. 

On  construit  une  Table  numérique  donnant  la  valeur  de  la  fonction  oïL  de  w, 
déterminée  par  la  formule  (32),  pour  des  valeurs  équidistantes  de  l'argument  (^; 
une  fois  cette  Table  construite,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  w  qui  répond  à 
celle  de  31L  déterminée  par  la  formule  (3i). 

La  Table  en  question  sera  la  même  pour  toutes  les  comètes,  parce  que,  leurs 
masses  étant  très  petites  et  absolument  négligeables  devant  celle  du  Soleil,  on 
peut  prendre  (x  =  i  ;  dès  lors,  il  n'entre  rien  dans  la  formule  (32)  qui  se  rap- 
porte à  telle  comète  plutôt  qu'à  telle  autre. 

36.  Théorème  d'Euler.  —  On  doit  à  Euler  une  expression  des  plus  remar- 
quables pour  le  temps  G  que  met  une  comète,  dans  son  mouvement  parabolique, 
à  passer  d'une  position  P  à  une  autre  P';  cette  expression  contient  seulement, 
et  d'une  manière  très  élégante,  la  somme  r-h  /  des  rayons  vecteurs  menés  du  * 
Soleil  aux  points  P  et  P'  et  la  corde  a-  =  PP'  qui  les  joint. 

Soit  w'  la  valeur  de  w  qui  répond  au  point  P'  :  nous  regarderons  w  et  w'  comme 
positifs  après  le  passage  au  périhélie,  comme  négatifs  avant,  et  nous  suppose- 
rons w''^w.  En  retranchant  l'équation  (3o)  de  l'équation  analogue  pour  le 
point  P',  on  trouve,  en  faisant  pour  abréger  l'écriture  k  =  \/fp.. 


j  fo  =  tang tang  — h  ^  (  tang' lang' 

o"  2  2  o  \  2 


p' 


ou  bien 

(33)     -|  S  =  (lang  ^  -  lang^  j  [^3  (^i  +  tang^  tang^  j  +  Uang  *^  -  tang'^Vl 


P 
On  a  d'ailleurs 

(34) 


P  ,.,  _.       P 

2C0S-—  2C0S^  — 

2  2 


(T^  =z  r--Jr  r'^—  2rr'  cos(w'  —  w)  =  {r-\-  r'y  —  4^7-'  cos^ : 
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d'où 


(35)  2  sjrr'  cos =±:  v^(/- +  r' +  a)  (/•+  /''—a); 

on  devra  prendre  le  signe  +,  si  l'on  a 

et  le  signe  —,  si  l'on  a 

w' —  W  >•  71. 

Posons  pour  un  moment 

(36)  (/•  +  .'+a  =  A, 

et  remplaçons  dans  (35)  ret  r'  par  leurs  valeurs  (34);  nous  aurons 

w' —  w 


cos—  COS  — 
2  2 


d'où 

(  37  )  1  +  tang  —  tang  —  rr:  ±  l 

2  2  p 

On  tire  ensuite  des  formules  (34) 

/•  +  /-'  =  <-  f  2  H-  tang*  — h  tang*  —  j 
ou  bien,  en  ayant  égard  aux  relations  (36), 

—— =2(1  + lang- tang— 1  +  (tang—  —tang-  )  ; 
cela  peut  s'écrire,  à  cause  de  (37), 

_-^L_  ^  (^tang-  -  tang-  )  ; 


d'où,  en  remarquant  que  tang tang-  est  positif  par  hypothèse, 

wo)  tang —  — tang  —  =: 


w.       .         w y/Â  =p  v/B 

2  ^'2 


Il  ne  reste  plus  qu'à  porter  dans  (33)  les  expressions  (37)  et  (38).   On 
T.  -  I.  ,5 
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trouve  

6A:  ^  __  V/Â  ip  v^B  ( X  +  B  ±v/IB 

P 


sf^       \  P 


On  voit  que  le  diviseur />^  disparaît,  et  il  reste  simplement 

6A:S  =  A2q=B% 
ou  bien,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (36), 

(A)  &k^  =  {r-^r'+af-^{r-\-r'—aY; 

c'est  la  formule  d'Euler  que  l'on  attribue  souvent,  mais  à  tort,  à  Lambert;  Euler 
l'a  donnée  le  premier.  On  a  vu  plus  haut  comment  le  signe  ambigu  ±  doit  être 
fixé  dans  chaque  cas. 

Il  convient  d'insister  sur  cette  formule;  on  pouvait  exprimer  a  priori  w  et  w' 
à  l'aide  de  r+  r\  de  a  et  de/?;  la  formule  (33)  devait  donc  donner  pour  G  un 

résultat  de  cette  forme 

S  =  $(/■  +  /■',  a,  p)', 

ce  qu'il  y  a  de  remarquable  dans  la  formule  (A),  c'est  d'abord  la  manière  dont 
y  entrent  les  quantités  r -\-  r'  et  cr;  mais  c'est  surtout  le  fait  que  p  n'y  figure 
plus. 

C'est  la  raison  du  rôle  fondamental  que  joue  cette  formule  dans  la  belle  mé- 
thode à'Olbers  pour  la  détermination  des  orbites  paraboliques  des  comètes. 

37.  Mouvement  hyperbolique.  —  Si  l'on  suppose  négative  la  constante  a 
qui  figure  dans  l'intégrale  (B)  des  forces  vives,  le  coefficient  de  cos(6  —  w) 
dans  la  formule  (4)  est  supérieur  à  l'unité,  et  la  trajectoire  est  une  hyperbole 
dont  le  Soleil  occupe  un  foyer.  Ce  cas  paraît  être  réalisé  pour  quelques  comètes 
et  surtout  pour  certains  bolides.  Nous  supposerons  l'astre  en  mouvement  sur  la 
branche  d'hyperbole  qui  tourne  sa  concavité  vers  le  Soleil;  le  mouvement  ne 
pourrait  avoir  lieu  sur  l'autre  branche  que  si  la  force  émanée  du  Soleil  était  ré- 
pulsive. Nous  n'examinerons  pas  ce  dernier  cas,  quoiqu'on  ait  à  le  considérer 
dans  la  théorie  de  la  figure  des  comètes  (Bessel,  Faye,  Roche,  Bredichin,  etc.). 

La  formule  (4)  nous  donnera 

—  a(e'— r) 

r= ^ ^-^: 

1  -h  ecostv' 

on  obtiendra  les  points  de  la  branche  considérée  en  supposant  que  mp  varie  de 
—  (tx  —  arccos- J  à  +  (tt  —  arccos- J;  toutes  les  valeurs  de  r  seront  positives. 
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Cela  posé,  pour  obtenir  les  formules  du  mouvement  hyperbolique,  nous  pou- 
vons partir  de  celles  du  mouvement  elliptique 

u  —  eswiu  r=r  -î— ^  {t  —  t), 
a\a 

r  =^a{i  —  e  cosu), 

et  nous  les  transformerons  en  posant 

a  1= —  ai,  a  r- 


a^  désignant  une  quantité  positive  et  m,  une  quantité  réelle. 
Soit  E  la  base  des  logarithmes  népériens;  nous  aurons 


E">  —  E-".  E">  H-  E-". 

SinM:=: ,  C0SM:=  

2  sj —  I  2 

U  I         E".  —  I 

tang 


^—,  E«.  +  i' 

et  il  en  résultera,  en  choisissant  convenablement  le  signe  du  radical  qui  figure 
dans  tang- , 


{C) 


E".  —  E-».  i/fu    , 

E"i  +  E-". 


w             e  H-  I  E"i  —  I 
tang  —  =:  4  / =; —  — 

*=  2        y   e  —  I  E".  +  I 


On  peut  introduire,  au  lieu  de  w,,  une  variable  auxiliaire  §  définie  par  la 
formule 


d'où 


E«.  rotang.  ,    , 

°  ^  4        2 


E".  +  E-».  =  -^ ,         E»>  —  E-».  =  2  lang#. 


E».  —  I  .f 

si  l'on  introduit  en  outre  la  quantité  auxiliaire  r<,  =  4 /-Ç   et   s^cnr  — /i,t, 
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on  trouvera,  en  partant  des  formules  (c'),  cet  ensemble  de  relations 


e  tang^  —  log  tang  (y  +  -  j  =  w,  ^  +  s  —  gt, 


{d') 


\cos# 


y  e  —  i 


v  —  rn  /e  -+-1  § 

tang  — ^^  ^  \/  - — ;■  tang  - , 


X  =  r  [cosi9cos(p  —  9)  —  sin  9sin(p—  B)  coscp], 
y  =  r  [sin  Qq.os{v  —  B)  +  cos9sin(('  —  B)  COS9], 
\  ^=/-sin(p  —  0)  sin©. 

La  seconde  de  ces  formules  permettra  de  calculer  l'inconnue  auxiliaire  §  qui 
remplace  l'anomalie  excentrique;  on  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  rectangu- 
laires héliocentriques  exprimées  en  fonction  du  temps  t  et  des  six  éléments 
hyperboliques  0,  cp,  xs,  e,  a,,  z. 

38.  Détermination  des   éléments  du  mouvement   elliptique  d'une  pla- 
nète, connaissant  la  position  et  la  vitesse  de  la  planète  à  un  moment 
donné  ^o-  —  Cette  question  se  présente  très   souvent  en  Astronomie.  Soient 
•3^0»  Jo>  ^o>   ^0  ==  v/^J  +  Jo  "+"  ^0    l^s  coordonnées  de  la  planète  à  l'époque  /<,, 
et    a?J  =  (-^j>    y'^^  i-^\  y    z\-=i-j^\      les    composantes    de     sa    vitesse 

Vo  =  ^^'^  +y^  -^  -20%  au  même  instant. 
Commençons  par  une  question  accessoire  : 

Exprimer,  à  Vaide  des  éléments  du  mouvement  elliptique  y  les  trois  constantes  C, 
C,  C"  des  intégrales  des  aires,  intégrales  (A)  du  n**  29. 

On  a  donc  ces  formules 

,  .  .  .^  dz  dv  ^,  dœ  dz  ^,,  dy  dx 

^^)       ^-y-dt-'ti'     ^^'-di-'^dï'     ^"^""dt-^dt- 

Soit  Q  le  point  où  la  sphère  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  le  centre  0  du  So- 
leil, est  percée  par  la  normale  au  plan  de  l'orbite,  menée  d'un  tel  côté  qu'un 
observateur  placé  les  pieds  en  0  et  la  tête  en  Q  voie  le  mouvement  de  la  pla- 
nète s'effectuer  de  sa  droite  vers  sa  gauche.  Je  dis  qu'on  aura,  dans  tous  les  cas, 
en  grandeur  et  en  signe,  les  formules 

(39)  C^ccos(Qa^),        C'=ccos(Q/),        C'r=  ccos(Q^), 
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y 

=  r" 

sinSr", 

.112 

dt 

=  ±2 

d%" 

dt 

OÙ  c  désigne  la  quantité  essentiellement  positive  v/f[ji/>,  qui  représente,  comme 
on  l'a  vu,  le  double  de  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  rayon  vecteur  r 
de  la  planète. 

Il  suffira  de  démontrer  l'une  des  formules  (39),  la  dernière  par  exemple; 
soient  r"  la  projection  de  r  sur  le  plan  des  ce, y,  ^"  l'angle  que  fait  r"  avec  Oar,  S" 
l'aire  décrite  à  partir  d'une  certaine  position  par  le  rayon  r"\  on  aura 

x-=.  /•"cosS-", 
d'où 

,  dy  dx 

dt       -^  dt 

On  voit  que  C"  représente  ±  le  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de 
temps  par  le  rayon  r",  suivant  que  —rr  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant 

que  le  déplacement  de  r"  s'effectue  dans  le  sens  xy,  ou  dans  le  sens  yx.  Mais 

S" 
l'aire  S"  est  la  projection  de  l'aire  plane  S  décrite  par  r;  le  rapport -r-  est  donc 

égal  au  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  de  l'orbite  avec  le  plan  des  xy,  et 
l'on  a,  au  signe  près, 

(4o)  C"  =  ccos(Q5). 

Or,  si  l'angle  (Q^)  est  aigu,  le  mouvement  de  r"  s'effectue  dans  le  sens  xy; 
il  s'effectue,  au  contraire,  dans  le  sens  j^  si  l'angle  (Q-)  est  obtus;  donc  C" 
et  cos(Q5)  sont  toujours  de  même  signe,  et  la  formule  (4o)  est  générale. 

Si  l'on  considère  maintenant  les  triangles  sphériques  QN^  et  QNj,  N  dési- 
gnant le  nœud  ascendant  de  l'orbite,  et  si  l'on  remarque  que  QN  =  ->  l'appli- 
cation de  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique  donne  immé- 
diatement 

[  cos(Qj7)  =  siiKp  sin9,  cos(Q/)  —  —  sincp  cosô; 

(40  \      on  a  d'ailleurs 

(   COS(Q  z)  =;  COS9. 

Les  formules  (39)  et  (4i)  nous  fournissent  donc  les  relations  chercbées, 

^'^^Tt-'-dt-^^"      ^f|-/>s^«9sm9, 
va;  <   C'  =  5-^ X -f- =^ — v^f |jL/? sin <p  cosô, 


dt  dt 

^"^""Tt-y^t^     v/fl^cos9. 
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Nous  allons  écrire  de  nouveau  les  intégrales  (C)  du  n*'  29,  mais  sous  une 
forme  un  peu  différente,  en  remarquant  que  l'on  a  identiquement 

^,dz  dy       dx  (     dx  dy  dz\  f  dx"^        dy^        dz^\  dr  dx 


dt  dt  \  df^         dV-        dt^  y  dt   dt 


nous  trouverons  ainsi 


X  dr  dx 

'    /'  dt  dt 

Cela  posé,  les  formules  (^)  et  (C,)  appliquées  à  l'époque  t^  donnent 

1^     C    =70-30  — -So/o» 

L  = -Sq  a^Q      XqZç^, 

'0 

>  '0 

ce  qui  détermine,  en  fonction  des  données,  les  valeurs  des  six  constantes  C, 
C,  G",  F,  F,  F";  on  aura  ensuite 

(m)  v/f|ji/?sin9sin9  =  C,       0"/j(./)sin9  cos6  =  — C,        y^f ///?  ces 9  =  C" , 

d'où,  sans  ambiguïté,  les  valeurs  des  quantités/?,  <p  et  6. 
La  formule  (7),  appliquée  à  l'instant  t^,  donne  d'ailleurs 

(n)  l=,l_lo 

d'où  le  demi  grand  axe  a  de  l'ellipse  ;  on  a  ensuite 

(o)  e^  —  i-lp^ 

ce  qui  fiait  connaître  l'excentricité. 

Nous  appliquerons  maintenant  les  formules  (C<)  au  moments  où  la  planète 
passe  à  son  périhélie;  nous  désignerons  par  X<,  Y^,  Z,  les  coordonnées  de 
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ce  point,  et  par  r,  =  a  (i  —  e)  —  sJX]  -h  YJ  -h  ZJ  la  distance  périhélie.  Nous 
aurons,  à  ce  moment,  ^  =  o,  puisque  r^  est  un  minimum. 
La  formule  (7)  donne  d'ailleurs 


d'où 


L^-v;=f,(-;-l)=-fe^ 


Les  formules  (C,)  donneront  donc 
,   ,  X,  F  Y,  F'  Z,  F" 

Remarquons  en  passant  qu'il  résulte  de  là  une  représentation  géométrique 
simple  des  constantes  F,  F',  F'';  ces  quantités  sont,  en  effet,  les  projections  sur 
les  axes  d'une  longueur  égale  à  f[ji.e  portée  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  à  partir 
du  foyer  0,  dans  la  direction  du  centre. 

On  déduira  des  formules  (42)  les  cosinus  directeurs  du  rayon  mené  au  péri- 
hélie; mais  il  est  préférable  d'obtenir  la  longitude  rs  du  périhélie.  Or  les  for- 
mules (d)  donnent 

I   X 

—  =cos0cos(cT  —  ô)  —  sinO  sin(cT—  0)  costp, 

I   '* 

1   Y 

(4^)  {    -7Î  =:  sinô  C0S(5T  —  0)  H- cos0sin(cT  — 9)  COS9, 

—  =  sin(sT  —  6)  sinç; 

X  Y 

en  portant  les  valeurs  de  —  et  de  ^  dans  les  deux  premières  formules  (42),  et 

résolvant  par  rapport  aux  inconnues  e  cos(gt  —  0)  et  esin(îïT  —  0),  il  vient 

/  f/jLecos(GT— 6')=— Fcosô  — F'sinô, 

(P)  W        •    /  ûx  Fsin0  — F'cosô 

[    ^  cos© 

On  aura  donc  sans  ambiguïté  e  etnr;  la  valeur  ainsi  trouvée  pour  e  devra 
coïncider  avec  celle  qu'a  donnée  la  formule  (o). 

Reste  à  calculer  la  longitude  moyenne  de  l'époque,  e;  on  aura,  en  dési- 
gnant par   Uo    l'anomalie   excentrique   et  par  Vo   la  longitude   dans  l'orbite, 
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pour  t=.t^. 


2   "^  V  H-e 


tang  --  —K-—-  tang 


(y)  {  ^""'=  2   ~V   i  +  e"""^       2       ^ 

e  =  CT  —  /i^o  +  (  "o  —  ^  sin  Mq  )  • 

Il  n'y  a  plus  qu'à  trouver  Coî  or  on  tire  aisément  des  trois  dernières  for- 
mules (û?)       ' 


(')  \        .    ,         û,       —  ^oSinô-h  rocos9        ^o 

/'o  sin  (  ('o  —  0)  = =  -^—  » 

(  cos(|)  sincp 

ce  qui  donnera  ç^o  et  aussi  To  qui  est  déjà  connu. 

Les  formules  (/),  (m),  (/i),  (o),  (/?),  (^),  (r)  font  connaître  les  valeurs  des 
éléments  cherchés,  a,  e,  (p,  G,  cr,  £. 

La  solution  obtenue  ne  laisse  rien  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  rigueur;  il 
est  possible  d'abréger  les  calculs  numériques  et  d'obtenir  des  vérifications  des 
calculs,  autres  que  celles  que  nous  avons  indiquées  ;  mais  nous  n'insiste- 
rons pas. 

39.  Détermination  des  éléments  du  mouvement  parabolique  d'une  co- 
mète, connaissant  la  position  et  la  vitesse  de  la  comète  à  un  moment 
donné  <o-  —  Les  données  devront  vérifier  la  relation 

Les  formules  (/)  et  (m)  détermineront  sans  ambiguïté  les  éléments  ©,  6  et 

q=»-.. 

^  2 

On  trouvera  de  même  cr  sans  ambiguïté  par  les  formules  que  l'on  déduit 
de  (/?),  en  y  faisant  e  =  i ,  savoir 

{  ffjt  cos(cT— 6)  =:— Fcosô  — F'sinô, 

kP\)  W      •    /         ûx  ^  sinô  — F'cos^ 

/  ta  sin(Gj  —  &)  =      ; 

\  coscp 

si  coscp  est  petit,  on  pourra,  pour  avoir  plus  de  précision,  calculer  par  la  for- 
mule 

F" 
(/>2)  f/jisin(nj  —  5)  — — 


sin^ 
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qui  se   déduit  de  la  dernière  des   relations  (4^)>   en  y  remplaçant  —  par 

_  !!! 

Les  formules  (r)  donneront  v^^,  après  quoi  on  tirera  de  la  première  des  for- 
mules (g) 

le  problème  sera  donc  résolu  par  l'ensemble  des  formules  (/),  (m\  (/?,)  ou(/72), 
(r)et(;^,;. 

40.  Hodographe.  —  Hamilton  a  résolu  la  question  suivante  : 

Par  le  centre  Odu  Soleil,  on  mène  des  droites  égales  et  parallèles  aux  vitesses 
d'une  planète  ou  d'une  comète  dans  les  divers  points  de  son  orbite.  On  demande 
(le  trouver  le  lieu  des  extrémités  de  ces  droites;  ce  lieu  se  nomme  Vhodo- 
graphe. 

Partons  des  intégrales  (C^,  et  supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  choisi 
le  plan  de  l'orbite  pour  plan  des  xy,  l'axe  des  x  passant  par  le  périhélie.  On  aura 

Sz=0,  C  :rr  O,  C'=:0,  C"  =  y/f juiyy  r=  C  ; 

les  formules  (42),  dans  lesquelles  on  a  maintenant 

X,  Y,  Z, 

'^i  '^i  ri 

donneront 

F  =  -f|jLe,  F'=F"::=o; 

les  équations  (C)  deviendront  donc 

„      y  àa: 

lu h  c  -7-  ::=  o. 

'     r  dt 

Mais  les  coordonnées  ir',  y  du  point  de  l'hodographe  qui  répond  au  point  (a^,  y) 
ont  respectivement  pour  valeurs  7^  ^t  -^-  On  aura  donc 

T.  -  I.  ,6 
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d'où,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant, 


(^-V?)' 


p 


Donc  l'hodographe  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
menée  par  le  centre  du  Soleil  au  grand  axe  de  l'ellipse,  ou  à  l'axe  de  la  parabole  ; 

le  rayon  de  ce  cercle  est  i/  — '  et  l'ordonnée  de  son  centre  est  ^  \/  — • 

Dans  \^fig.  i5,  la  demi-circonférence  AjE,  A'^  répond  à  la  demi-ellipse  ABA'; 
dans  le  cas  de  la  parabole,  l'hodographe  est  tangent  à  l'axe  au  foyer;  enfin, 
pour  l'hyperbole,  l'hodographe  ne  coupe  pas  l'axe  transverse. 

Fig.  i5. 


M.  Darboux  a  montré  tout  récemment,  d'une  manière  très  élégante,  que  la  con- 
sidération de  l'hodographe  permet  d'écrire  presque  immédiatement  les  trois  in- 
tégrales (C);  nous  renverrons  le  lecteur  à  une  Note  qu'il  a  publiée  sur  ce  sujet 
dans  le  Bulletin  astronomique  (t.  V,  p.  89). 
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CHAPITRE  VIL 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE 

PAR  LA  MÉTHODE  DE  JACOBI. 

~  "^^^^VM—  ShU-Â^  ^^^    '^    •'^ 

41,  Ces  équations,  qui  ont  été  données  au  n°  28,  peuvent  s'écrire 


(a) 


d^x       d\S 
dt''  "~  dx' 

d^y       dV 

dt^  ~  dy  ' 

d^z 
dt^ 

en  posant 

u_f^_ 

k^ 

'*        \Jx^ 

•-  +  y^  +  z-' 

ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  point  matériel  libre,  de 
masse  i,  la  fonction  des  forces  étant  représentée  par  U. 

Si  nous  nous  reportons  au  n^  7  de  l'Introduction,  nous  voyons  qu'il  nous  suf- 
fira de  trouver  une  fonction  S  de  t,  x,y,  z  et  de  trois  constantes  arbitraires  a^, 
«2»  «3»  vérifiant  identiquement  l'équation 

alors  on  aura,  pour  déterminer  ce,  7,  z,  les  formules  suivantes  : 

r^\  ^S  Q  ^S  o  dS  ^ 

<'=>  d^=P"       5^=P"       3^=P- 

Pour  trouver  plus  commodément  la  fonction  S,  il  convient  de  remplacera?, 
j,  z  par  les  coordonnées  polaires  r,  ç^,  s,  rayon  vecteur,  longitude,  latitude, 
au  moyen  des  formules 

(0  iT r^ /-cos^  cos(^i,        7  = /•  cos^sinç',,        ^=:/-sin5. 
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On  trouve  sans  peine  que  l'équation  {b)  doit  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Cette  dernière  ne  contenant  explicitement  ni  /  ni  ^,,  nous  ferons 
S,  ne  renfermant  plus  explicitement  ni  ^  ni  ^,  ;  nous  aurons 


de  ~     ""''         dr  ^  âr'        dp,  ~  ^''         ds~~â^ 


et  l'équation  (2)  deviendra 


fd^.y  ,    «1 


(4)  (  ^  )  +  -^ -Zi =  -T-  +  2a,. 


âr  J  r^  ~    /• 


Il  nous  reste  à  trouver  une  solution  de  cette  équation,  fonction  de  r,  s,  et 
d'une  nouvelle  constante  arbitraire  oc^;  nous  pouvons  faire 


^—     (V* 


^5  /  C0S^5 

2A:2 


\drj  ^      r' 


2  a,; 


s'il  est  possible  de  vérifier  ces  relations,  l'équation  (4)  sera  elle-même  satisfaite. 
Or  on  a 


as        y      *       cos-'.v 


la  première  de  ces  expressions  ne  dépend  que  de  s,  la  deuxième  que  de  r;  on 
peut  donc  prendre 

S,=/y/aI-^^^.H-/y/2a,+  ^-^^,-. 

Adoptons  zéro  et  r,  comme  limites  inférieures  des  deux  intégrales;  nous  trouve- 
rons, eu  égard  à  la  formule  (3), 


(5)  S  -^ —  a,^  +  «2^ 


.  +  7^ /-.+ ^ -^rf'-+/ y/"?- ^*- 
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La  limite  r^  est  arbitraire;  nous  la  prendrons  égale  à  la  plus  petite  des  deux 
racines  de  l'équation 

(6)  2ai+  — --^=0; 

on  voit  qu'elle  sera  une  fonction  des  deux  constantes  a,  et  ag. 

Nous  allons  former  maintenant  les  équations  (c);  remarquons  que  Ton  a 

le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  sa  première  partie,  parce  que 

dr 
le  coefficient  de  -~  s'annule  d'après  (6)  ;  on  trouvera  de  même 

d      r'     /             2^^        â\  j                    n''  dr 

T—    /     4/ 20(1  H fdr^=—a3    I     ,- 


f      /  2A:^        «1    ,  r'' 


et  les  formules  (c)  deviendront 

dr 


(d)  ^r-=-t-h 


I 


'  ik'^        a\ 


,   ,  ^  /-  ds 

(e)  ^2=^1  — a 


/as 
cos*5i/a| % 


,-  ds  /^'-  £// 

(/)  P3  —  «3 


2  A-*        a'^ 


Ces  équations  feront  connaître  ,les  trois  coordonnées  polaires  />»  v^  et  s,  en 
fonction  de  t  et  des  six  constantes  arbitraires  a,,  aa,  a,,  p,,  j^a,  ^3.  Il  est  inutile 
de  développer  les  calculs  qui  nous  feraient  retomber  sur  les  formules  trouvées 
dans  le  Chapitre  précédent;  nous  nous  bornerons  à  donner  la  signification  géo- 
métrique de  chacune  de  nos  six  constantes. 

La  formule  {d)  montre  que  r  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  rendant  positif 
le  premier  membre  de  l'équation  (6);  le  maximum  r^  et  le  minimum  r^  de  r 
seront  les  deux  racines  de  cette  équation,  que  l'on  peut  écrire 

2  ai  A* -h  2  A^  r  —  «i  =  o  ; 
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on  en  conclut 

k^  a?. 

Or  on  a 

r,  =  a(i  — e),         /•2  =  a(n-e); 

il  en  résulte 

yj-8  _ 

ai  =:: >  (X3^=  k  \/a  (  I  —  e*  )  ^^  k\/p. 

D'après  la  même  formule  (d),  quand  la  planète  passe  à  son  périhélie,  on  a 

f'  =  '\,       Pi  =  — ^• 
si  donc  T  désigne  le  temps  du  passage  au  périhélie,  il  viendra 

La  formule  (e)  montre  ensuite  que  s  doit  varier  entre  des  limites  telles  que  la 

quantité  a, \-  soit  positive;  or,  «p  désignant  l'inclinaison  de  l'orbite,  on  sait 

que  s  est  compris  entre  —  ç  et  +  ç  ;  on  aura  donc 


=  o, 
cos*<p 

d'où 


«2  =  «8  COS9  =t  A- y/yO  COS9. 

La  formule  (e)  donne  (^a  =  ^^  pour  ^  =  o;  la  planète  passe  alors  par  un  de 
ses  nœuds.  Soit  6  la  longitude  du  nœud  ascendant;  on  pourra  prendre 

^,=  9. 

Avant  d'arriver  à  la  signification  géométrique  de  la  constante  ^3,  introduisons 
au  lieu  de  s  une  variable  auxiliaire  y],  définie  par  la  formule 

sin^rrr  sincpsinYî; 

si  nous  nous  reportons  à  lay?g-.  i4  et  à  la  formule  (e)  du  n^^.â^  nous  verrons  que 
Y]  représente  l'arc  NM  =  ^  — 6;  c'est  ce  qu'on  appelle  V argument  de  la  lati- 
tude; cela  posé,  on  trouve 

l^"  ds  ___    r"         cossds         /''' sincp  coSY)  f/r)   _ 

I     4 /~2         «î         Jo    v/cos^5  — cos^cp      J^    v/sin^9  cos*yj 
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la  formule  (/)  peut  donc  s'écrire 

_  rr  dr 

Y]  —  P3=  «3 


/'^  ar 


au  périhélie,  r=  r,  ;  donc  j^g  est  égal  à  la  valeur  correspondante  de  y],  c'est-à-dire 
à  l'argument  de  la  latitude  du  périhélie;  c'est  {^fig.  i4)  la  distance  angulaire 
Nil  =  clT  —  ô  du  nœud  ascendant  au  périhélie. 

Voici  donc  finalement  le  système  canonique  d'éléments  auquel  nous  sommes 
amenés  : 


kg) 


Si  l'on  égale  les  deux  expressions  /i(f  — t)  et  nt -^  t  —  xs  de  l'anomalie 
moyenne,  on  voit  que  l'on  peut  écrire  aussi 


Q        e  —  CT       e  — cj    I 
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Lagrange  (')  a  écrit  sur  ce  sujet  un  de  ses  plus  beaux  Mémoires  dont  nous 
croyons  devoir  reproduire  les  points  principaux;  nous  avons  surtout  en  vue  de 
donner  une  idée  de  la  difficulté  de  la  question;  d'ailleurs,  certaines  recherches 
récentes  relatives  à  une  solution  approchée  du  problème  des  trois  corps,  et  qui 
rentrent  directement  dans  le  cadre  de  cet  Ouvrage,  se  rattachent  d'assez  près  au 
Mémoire  de  Lagrange. 

Fig.  i6. 


C 


42.  Soient  {fig-  i6) 

G,  G',  G"  les  positions  des  trois  corps  à  l'époque  t\ 

r=  G' G",  /  =  G"G,  r"=  CG'  leurs  distances  mutuelles; 

m,  m' ,  m"  les  produits  de  leurs  masses  par  la  constante  f  de  l'attraction. 

Soient  encore 

X,  y,  z  les  coordonnées  de  G"  par  rapport  à  G'  pris  pour  origine; 

x',y,z'  »  G  «  G" 

œ\y',z"  »  G'  »  G     .  .) 

ces  coordonnées  étant  comptées  parallèlement  à  trois  axes  fixes  rectangulaires. 
(*)  Lagrange,  Œuvres,  t.  VI. 
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Si  Ton  forme  les  équations  différentielles  des  mouvements  absolus  des 
points  C,  C  et  C",  et  qu'on  retranche  deux  à  deux  celles  qui  correspondent  h  un 
même  axe,  on  trouve 


(0 


/  <Poc  ,                ,           ,,^    X                (  X          x'         x"\ 

_.  +  („,  +  m'+m'  )  _  _  m   (^_  +  _  +  _  j  =:r  o, 

d'-~  -               /  '          "'          '"  \ 

-1  +  (/«  +  m'  -h  m")  ^,  --  m  (^  -1  +  -^  +  -1-J  =  o; 


;  d-x'  x'  ,  ( X         x'        x"\ 

~dt^  +  ('"  +  '''-^  -  )  pi  -  ^n'  (-3  4-  p,  +  p^j  -o, 

(2  )  S'   +  ('^^  -^  ''''  +  '"")  "^-3  -  '"'  (^  +  pi  +  ^^)  ^=  «' 

+  (/«  +  /«'  4-  m")  ^  —  /«'  ^^  +  -1-  4-  _-  ^^  O  ; 


dC"         ^        '  '  r'^  \  I 


d^  x"  x"  ( 

-^^  +  {m  +  m'^m")  —  -  m" [^ 


,    dt^      ^  '         '  r"^  \r 

On  a  d'ailleurs 

(4)  r^- =  a;'' ^  y'- +  z\         r'^  =  x"- +  y"- -^  z'-\         r"'  =  x"-'+ y"'' +  z"''; 

(5)  X  -^  x'  +  x"  =zo,         j- +  j'+j''^:  o,  :;  4- s' -1- 5"  =z  O. 

Quand  on  aura  déterminé  les  valeurs  de  x' ,  y' ,  z' \  x" ,y\  z" ,  on  connaîtra  les 
mouvements  relatifs  de  C"  et  C  par  rapport  à  G,  ce  que  l'on  cherche  en  xVstro- 
nomie,  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  déterminer  les  mouvements  de  deux  planètes 
C  et  C"  autour  du  Soleil  C  ;  on  n'a  introduit  £r,  y,  z  que  pour  avoir  des  formules 
symétriques. 

Soient  a,  h,  c  trois  constantes  arbitraires;  les  intégrales  des  aires  seront 


'lï  _  -  ^>\  _^    '    (..  dz'        _,    dy'\  _     ,    /    ,,  dz"        .„  dy" 


[mVdt-'dtJ'^m'V'dl-^     IHJ-^Jn/'Y^t-^    "rf^V  ="  "'' 
/AN         ]    i   (     dx  dz\  I    /   ,  dx'  ,  dz'\         I    /   „dx"  „  dz"\        , 

I    1    /     dy  dx\  I    /    ,  dy'  ,dx'\  i    (    „  dy"  „  dx" 

On  le  vérifie  en  différentiant,  remplaçant  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (i),  (2),  (3),  et  avant  égard  à  (5). 

T.-   I.  ^  J7 
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Posons  ensuite 

^_djc'-       dy'        dz'  „__r/x'-        df'        dz''^  ,n_dx"-        dy"-        dz"'- 

^'^     ''  -dl^^dJ^  "^  ^'      "  '--dI^-^'dF~^~  dï^~'      "    -  ~dt^  ^  ~^  '^~dF 

et  désignons  par  h  une  constante  arbitraire;  l'intégrale  des  forces  vives  sera 

(8)  \ Y  +  -^,  —i{ni  + m' ^m")( 


m"  \mr        m' r'  .     m" r 

on  le  vérifie  de  la  même  manière  que  pour  les  intégrales  des  aires. 

Si  l'on  tient  compte  des  relations  (5),  on  voit  que  la  solution  du  problème 
dépeud  de  six  inconnues  qui  doivent  être  déterminées  en  partant  d'un  système 
de  six  équations  difFérentielles  simultanées  du  second  ordre;  on  connaît  les 
quatre  intégrales  (G)  et  (8);  il  en  resterait  huit  à  trouver. 

43.  Lagrange  décompose  le  problème  en  deux  autres  :  il  cherche  d'abord  à 
déterminer  en  fonction  du  temps  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  corps; 
en  supposant  cette  question  résolue,  il  lui  reste  à  fixer  la  position  du  plan  du 
triangle,  et  l'orientation  du  triangle  dan^  ce  plan.  Il  introduit  les  notations  sui- 
vantes : 

(9)  TTï  -  jji  --^  q,        y.7,i  ~  -,  ^  g',        -,  -  ^,3  =  q", 

d'où  ces  identités 

(*o)  g  +  q'-i-r/'  =  o,  |.  +  ^-  _)- ^  =  o. 

Soit  encore  posé 

(il)       —p  =  a:'a:"-hyy'-hz'z",       -  p' =  x"  œ  +  y"  y -\- z"  z,       —  p"  =  xx' +  yy' -\- zz' ; 
on  en  conclut,  en  tenant  compte  de  (5), 

(12)  p'+p"~r\         p"  +  p^,'\         p^p'=r"\ 

(13)  pz=z  ,  p'=  ,  p"— 


Si  l'on  difïérentie  deux  fois  l'expression  (4)  de  r\  on  trouve,  à  cause  de  (7), 


L  ^1l1  —    f^^        ^''/        ^^^^ 
2  dt-  ~~  "^  ~di^ '^  ^'  ~diF  '^  ^  W^ 


d'où,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  les  dérivées  secondes  par  leurs 


RECHERCHES  DE  LAGRANGE  SUR  LE  PRORLÈME  DES  TROIS  CORPS.        l3[ 

valeurs  (i ),  ot  tenant  compte  de  (i  i)  et  (J2), 

I   d'^r"'        m -h  m' -^  m"  ,_       /i         p'         P"  \  __       f  P' -^  P"         P'          P 


d'après  (9),  les  coefficients  de  rnp'  et  de  mp"  dans  le  second  membre  sont  égaux 
respectivement  à  —  In^j'  et  ^-h^q".  On  aura  donc  ainsi 

/   I  d^  r^          m  -+-  m'  -+-  ni"     ■ 

f  I  d^r"'^        /n  +  m' -h  f)>"  „,  ,    ,.  „, 

\  2  177^  "^ 7' ^  ^^^  '^  ~^    '^  ^  ~  n"'=o. 

Ces  équations  font  connaître  les  valeurs  de  ir,  u'-,  u'"^,  en  fonction  de  r,  r' ,  r", 
et  des  dérivées  premières  et  secondes  de  ces  quantités  par  rapport  au  temps.  On 
en  conclut 

m        m'        ni"  ^  2  m    dt^         2  ni'     dt^  2  m"     dt- 

-h  (//?  +  m'  +m")l—  -\ ~~  H J^  ) 

\mr        m  r         m  r  ) 

OU  bien,  en  ayant  égard  à  (8), 

I    f/^  fr'-        r"-        r"'\        .  .  .,,  /    i  i  i 


2  dp  \ni        ni         ni" J  \nu-        m  1  ni' r" J 

Cette  formule  coïncide  avec  la  formule  (10)  du  n"  15  lorsque,  dans  cette  der- 
nière, le  nombre  des  corps  se  réduit  à  trois  :  c'est  l'une  des  équations  fonda- 
mentales du  Mémoire  de  Lagrange. 

44.  On  peut  poser,  en  désignant  par  p  une  indéterminée, 

d,T"  .dv"  .dz"\        f    „d:r'  dy'  „dz.' 


dt     '  -^     dt     '   "    dt  J       \^    dt^-^    dt     '   "     dt 

^'^^         ]  V"^  "777  ^-^  777"^"  ~dtr\f~dr'^y-dr^''-dj)~^ 

dr'  dy'         _  dz'\        f    ,  dx  ,  dy  ,  dz\ 


^   'dl    "^  -^    dt   ^  "    dt  )    ^  \       dt     '   ■"     dt     '    ~    dt  / 

car,  en  retranchant  la  seconde  de  ces  équations  de  la  première,  on  trouve 

,d.T"        ,  ,dy"     ,  .       dz" 

("  +  ")-777-+(^-^^)-^-^("  +  ^^^ 

</^  -^  dt  "  <://  ' 


ri'2 
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ou  bien, 

à  cause  de  (j), 

„  dx"          „  dy" 
•^     dt        y     dt 

_„dz"            dx 
"    dt   ^        dt 

,  dy'         ,  d:' 

ce  qui  est  une  identité. 

On  tire  du  reste  des  relations  (i  i)  la  formule 

,dx"  ,dy"         ,dz"  „dx'  „  dy'         „dz'  dp 

dt        ^      dt  dt  dt        •      dt  dt  dt 

qui,  combinée  avec  la  première  équation  (t5)  par  voie  d'addition  et  de  soustrac- 
tion, donne  les  deux  premières  des  formules  suivantes  : 


(.6) 


,  dx"          ,  dy"         ,  dz" 
dt        -^     dt             dt 

=  ^< 

f       dp 

.dx'            dy'         „dz' 
^    dt'^^     dt^^    dt 

=  i( 

f     dp 

\      dt 

,,dx          ..dy          ,,dz 

^  di-^y  dt-^'-  dt 

=  ;( 

'          dp' 

CdT-^^ 

dx"            dY"           dz" 
"^    dt   ~^y    dt   '^-    dt 

=  ï( 

^     dp' 

—    _^-  _  0 

V        dt 

dx'            dy'           dz' 

"^    dt     '  -^     dt    ^^'    dt 

=  i( 

'    dp" 

,  dx           ,  dy          ,  dz 

■"717-^^  ïïï  -^-'S 

=  i( 

(    dp" 

^        dt 

Remarquons  maintenant  que  les  coordonnées  des  points  C  et  C"  rapportés  au 
point  C  ont  pour  valeurs  respectives  x" ,  y",  z"  et  --x',  —y',  —  z' ;  par  un 
point  fixe  0  {fig.  17),  menons  les  droites  OM',  ON',  OM",  ON"  ayant  pour  cosi- 
nus directeurs 


(17) 


y 

z' 

pour 

OM', 

I    dx' 

I    dy' 

I    dz' 

ON', 

1   ^û'  'dt' 

u'    dt  ' 

u'    dt 

pour 

x" 

.y 

-^7' 

pour 

OM", 

I    dx" 

\  ^  a"    dt  ' 

+ 

I    dy" 
u"    dt  ' 

H- 

I     dz" 

■   u"     dt 

pour 

ON"  ; 

nous  désignons  par  M',  N',  M",  N"  les  points  où  les  quatre  droites  percent  la 
sphère  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  le  point  0,  et  nous  joignons  ces  points 
deux  à  deux  par  des  arcs  de  grands  cercles.  On  voit  que  la  droite  OM'  est  parai- 
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lèle  à  CC",  tandis  que  OM"  Test  à  CC;  si  donc  on  prend  00"=  CC",  00'  =  CC, 
le  triangle  000"  sera  égal  au  triangle  formé  par  les  trois  corps,  et  les  côtés  des 


Fig.  17. 


deux  triangles  seront  parallèles  deux  à  deux.  Les  droites  ON'  et  ON"  sont  res- 
pectivement parallèles  aux  vitesses  des  corps  C"  et  C  dans  leurs  mouvements 
relatifs  autour  de  C.  Le  point  0  est  fixe;  le  lieu  du  point  0"  est  une  certaine 
courbe.  Considérons  le  plan  qui  passe  par  la  tangente  à  cette  courbé  au  point  0" 
et  par  le  rayon  00";  c'est  ce  que 'l'on  nomme  le  plan  de  l'orbite  du  point  0"  à 
l'époque  /;  on  voit  que  ce  plan  coïncide  avec  celui  du  grand  cercle  M' N'.  On 
pourra  donc  dire  que,  si  l'on  considère  les  orbites  relatives  des  corps  C  et  C"  par 
rapport  au  point  C,  les  plans  de  ces  orbites  relatives,  à  l'époque  /,  seront  respec- 
tivement parallèles  aux  plans  des  grands  cercles  M"N"  et  M'N'. 
Cela  posé,  si  l'on  se  reporte  aux  expressions  (17),  on  trouve 


cosM'N' 
cosM'N"=:  — - 


I     /    ,  d.x 

I  ^' 

u'r'X       clt 


y 


dt 


~dt 


1  ^' 

a'   dt  ' 


I    dr" 
cosM"N"=  -„  -j-, 
a     dl 


I 

,1  ,,n 


dx"  dv"         ,dz"\  ^,„^,, 

.r' -T- +  7' —  +  ^' -TT- ) '      cosM"^': 


dt 


dt 


dt 


,dx' 


,dy' 
di 


,dz^ 

'di 


ou  bien,  en  vertu  des  relations  (16), 

I       f  dp 


cosM'N" 


2  /•'  a"  \  dt 


cosM"N' 


I       f  dp 


On  a  ensuite 


enfin 


COSM'M"^:- 


2  /■"  II'  \  dl 


.vx_.      P     . 


--^(x'x"+yy-^z'z")=:-^,; 


cosN'N" 


I      /dx^  dx"       dy'  dy       dz'  dz" 
Ti'lÂ''  \dt    ~dt        ~di  ~dt   ~^  ~dt   ~dt 


Mais  on  trouve,  à  cause  de  (5), 

dx""      dy      dz""      dx'"-      dy'""      dz'"" 


„'2+i/2_„2 


P    . 


df"         dt^        df"         df^         dt^         dt'' 

(dx'       dar\^_fdy_      dfy_(dz^       dzJy- 
\dt  ^   dt  )  ^  \dt  "''   dt  )  ~  \dt  "^  dt 
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et  il  en  résulte 
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cosN'N" 


u"+  u" 


Pour  résumer  ce  qui  précède,  nous  poserons 


a'  =  cosM'M",         [3'=zcosM'N",        y'  — cosM'N', 
a"=::cosN'N",  [3"=cosM"N',         y"=cosM"N"; 


«"-+  u'—  u' 


■^v, 


ç". 


(i8) 


d'où 


nous  aurons  les  formules  suivantes  : 

.'=  , g .. 

\f(p-i-p')(.p+p') 

dp 


(•9) 


^'■■ 


dt 


dp         dp" 


dt         dt 


'i\/{p+p"){v  +  v") 


r/  ^- 

V 

fH"- 

dp 

^  \i 

2V/(/?4-/>')(<'+<^") 
dp       dp 
dt  "^  dt 

■2\/{p+p'){v-\-v'y 


45.  Reportons-nous  à  lay^g-.  17;  nous  voyons  que  a',  p',  y',  a",  fl",  y"  sont  les 
cosinus  (les  quatre  côtés  et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  sphérique 
M'M"N'N".  Or  ce  quadrilatère  est  déterminé  quand  on  donne  les  quatre  côtés 
et  seulement  une  diagonale  M'N",  car  on  peut  construire  alors  les  deux  triangles 
spliériques  M'N'N",  M'M'N";  il  existe  donc  une  relation  entre  les  six  quantités 
a',  P',  y',  a",  ^",  y";  cette  relation,  qui  sera  démontrée  plus  loin,  est  la  sui- 
vante : 


(20) 


I  _  (a'2+  [3'^  +  -/2+  a"2+  [3"2  4-  y"2)  +  2(a'^"y'+  a'{3'/'+  a"(3'7'+  a"j3"/') 

4.a'2a"2  4-[3'2^"2  +  y'-y"2— 2a'a";3'[3"— 2(3'|3"y'y"— 2y'/a'a"  =  o. 


Si  l'on  y  porte  les  expressions  (19)  de  nos  six  cosinus  et  que  l'on  pose,  pour 
abréger. 


42=pn/>'  +  /'")  +  ^M/> 


'dp"  .,dp'\     ,      ,dp'--    ,    ^^„dp' 


dt 


dt 


f'tJ^-^P-dl^^P  Vdi^-dû^  ' 


dp'      dp" 


(21)  {  42'  =  p^(y-+-/>)  +  2p    /; 


„dp  dp"\         „  dp^  dp"'-         ,  [dp"       dp 


dt    p-dFKP  d^  -"-p  in^-^p'  l^+  dt  '  ' 


M":=:p\p+p')  +  ^p{p   -L- 


f^P'  „/  dp 


dt 


dp'''-  ,  dp^  ,,  (dp        dp' 


P^--^P'tr--'-P  \Tt^  dt 
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on  ti'ouvera,  après  un  calcul  assez  long  que  l'on  dirigera  de  manière  à  ordon- 
ner par  rapport  à  v,  v\  v"  et  aux  produits  de  ces  quantités  deux  à  deux, 

i     (  ç'  V"  +  V"  V  +  iH>'  )  {p'p"  -+■  p"p  +pp')  —  {çl-\-v'l'-^  V"  1"  ) 

(B)  ,   _L/,-2  ,  ^^  ,   ^f^  ,  ^^Y'^o- 

(  i6  V^         dt    dt         dt    dt       dt    dt  )  ' 

les  expressions  (21)  de  2,  2'  et  2"  contiennent  p  au  premier  et  au  second  degré; 
donc  l'équation  (B)  est  une  équation  du  quatrième  degré  en  p,  dans  laquelle  f 
ne  figure  pas. 

Les  quantités/;,/?', /?"sont  données  en  fonction  de  r,  r',r"par  les  formules  (i3); 
V,  v\  v  peuvent  être  exprimés  à  l'aide  de  i\  r',  r"  et  de  leurs  dérivées  premières  et 
secondes  au  moyen  des  formules(i4)  et  (1 8)entre  lesquelles  on  devra  éliminer/t-, 
II!'  et  u!'-.  Donc  on  connaîtra  finalement  l'inconnue  auxiliaire  p  en  fonction 
,  ,      „    dr    di^    di^    d^    d^'        d^ 

Remarque.  —  La  première  des  formules  (21)  peut  s'écrire 

mais  on  trouve,  en  remplaçant/?,//,  p"  par  leurs  expressions  (i3), 

(22)   p'p" -+-p"p  +  pjy  .=  {{,■  +  /•'+  ;•")(/•  +  /•'  -/•")(/•  -  /•'+/•")  (—  /•  +  ;•'+/•")  =:  tj^ 

0-  désignant  le  double  de  la  surface  du  triangle  formé  par  les  trois  corps;  il  vient 
donc 

cela  prouve  que  les  quantités  S,  Z'  et  L"  sont  essentiellement  positives. 

46.  Ditrérentions  la  première  des  formules  (i5)  par  rapport  au  temps,  et 
remplaçons  les  dérivées  secondes  de  ^'',./,  =■',  oc%  y",  z"  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (2)  et  (3);  nous  trouverons 

^^  =  (m  +  m'+  m")  {x'x"  +  y'f-rz'z")  (^  -  ^) 

,  fxx"  ^yV'^zz"       x' x"  ^  y' y" -i- z' z"        a;"'-h  y"'-\- z"^\ 

-'"^'[ f. + -ii + JM ) 

„  [ xx' -^  yy' -{- zz'        x"" -h  y' ■' -^  z' ■'        x' x" -h  fy" -h  z' z" 
4-  /n      '- H -r; h -},i 
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OU  bien,  en  ayant  égard  à  la  définition  des  quantités  p  et  ^, 

r=L  —  ( m  -+-  m' H-  m" ) pg  +  m'  (—  p' q'  A-  pq)  +  m"  (—  p" q"  -hpq), 

d'où 

(  C  )  ;^  "+"  /«/?7  +  /«'/>'  </'  +  /n"p"  q"  =zo. 

Cette  équation,  qui  joue  aussi  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  Lagrange, 
donne  -~  en  fonction  de  r,  /  et  r". 

at 

Nous  allons  chercher  maintenant  à  déduire  des  intégrales  (6)  des  aires  une 
combinaison  qui  ne  contienne  que  les  distances  mutuelles  et  leurs  dérivées; 
élevons  ces  équations  au  carré,  ajoutons-les,  et  posons 

(•24)  k''  =  a^^b'+c'-; 

nous  trouverons 

n     n'      n"       iw       ^w     iw 

(20)  —1  H n-^ n-^ r-/7  H TT-  H 1  =  f^\ 

m^        m-        m'-        min         m  ni        mm 

OÙ  nous  avons  fait,  pour  abréger, 

^        [      dz  dvY       [    dx  dz\-       (     dv  d^Y 

^^yy-d-t-'it)  '^['dj-'^di)  -^y'^t-^-dï)' 


dt        "    dt  JV      dl        "'     dt  j    '    V    dt  dl  J  \~     dl        "^    dt 

'  ^y.  _  ' ^\  (  "  ^1  _  " ^^ 

^    dl        -^    dt  J\       dt       -^    dt 

les  valeurs  de  H',  II",  W  et  ^F"  s'en  déduisent  par  des  permutations  d'accents. 
Les  expressions  de  II  et  ^  sont  susceptibles  de  la  transformation  suivante 


dt) 


TT        /    9         9         ox  (dx"^        dy^'        dz^\        (     dx  dy  «^  v 

n  =  (X' + j' + .. )  (^-^^-j  + -L  +  _  j  _  (^,.  _  +  ^  _z  _H .  _  t 

^  -  -^  '  \dt     dt         dt     dt         dt    dt  ) 

(   ,d^         ,dy^         ,d^\{   „dx'         „  dy_         „  d^ 
"V    dt    '^y  ^"^^    dt)V     dt    "^-^    dt'^^    ~dt 
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en  ayant  égard  aux  formules  (/j),  (7),  (i  1)  et  (16),  et  aussi  à  la  relation 

da;'  dx"       dy^  dy"       dz^  dz^  __  11^  —  u''^  u'"^  __  ^ 
dt     dt  dt     dt         dt     dt  2  ~" 

déjà  rencontrée,  on  peut  écrire  encore  autrement  les  expressions  ci-dessus 
de  n  et  de  T. 

On  trouve  finalement 

,  dr'^  I  I  do'^ 

dr"^  1  I   do"^ 

t/f^  ^  4  k    dt- 

Avec  ces  valeurs,  la  formule  (25)  devient 

"'      ^  '      '       '2  ,.'2  ,./2  "^        \      1  /  „"2  ,."2  ,."2  "' 


ni- 


_     „-=/-^-  /•■=  -_     +  —-     «-,-_,-  __     +  __     «-/--/ 


fl'^2  /        ,„'2  \  dl'^  m"'  \  dt 


^     '      I  m  m    \  4  «^  /        m  m  y  4    «^    /        mm' \  4   "^" 

f  /«  4-  /?i'  -h  wi"    ,        , , 

1  2  wm  wi        ' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  être  exprimé  à  l'aide  de/%  r\  r"  et 
de  leurs  dérivées  premières  et  secondes  ;  il  en  est  de  même  des  expressions  (  27  ) 
de  n,  . . . ,  W". 

47.  Nous  allons  résumer  l'état  de  la  question  : 

Les  quatre  équations  à  retenir  sont  (A),  (B),  (C)  et  (D);  il  est  entendu  une 
fois  pour  toutes  que  les  quantités  p,  p' ,  p",  a-,  u'"^,  a"'-,  v,  v' ,  v" ,  £,  1/ ,  2"  sont 
exprimées  en  fonction  de  r,  r',  r"  et  de  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres 
à  l'aide  des  formules  (i3),  (i4).  (18)  et(2i);  après  quoi  l'équation  (B)  donne  p 
exprimé  en  fonction  des  mêmes  quantités. 

Le  problème  est  ramené  à  l'intégration  des  trois  équations  différentielles 
simultanées  (A),  (C)  et  (D),  où  les  inconnues  sont  r,  f ,  r";  les  équations  (A) 
et  (D)  sont  du  second  ordre  ;  elles  contiennent  les  deux  constantes  h  et  k;  (C) 
est  une  équation  du  troisième  ordre. 

Ainsi,  tes  distances  mutuelles  des  trois  corps  dépendent  d' un  système  de  trois  équa- 
tions différentielles  simultanées  ;  deux  de  ces  équations  sont  du  second  ordre,  et  la 
dernière  est  du  troisième  ordre. 

L'intégration  de  ce  système  amènerait  sept  constantes  arbitraires;  en  y  joi- 
ï.  -  L  18 
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gnant  les  deux,  h  et  k,  qui  figurent  déjà  dans  les  équations  différentielles, 
on  voit  que  les  expressions  les  plus  générales  de  r,  r\  r" ,  en  fonction  du  temps, 
contiendront /lef//" constantes  arbitraires.  En  supposant  cette  intégration  faite, 
on  aura  à  introduire  deux  éléments  pour  fixer  la  position  du  plan  des  trois 
corps,  et  enfin  un  dernier  indiquant  l'orientation  du  triangle  dans  son  plan.  On 
aura  bien  ainsi  introduit  les  douze  constantes  arbitraires  dont  doivent  dépendre 
les  mouvements  relatifs  de  deux  des  corps  autour  du  troisième.  Pour  cette  der- 
nière partie  de  la  solution,  on  se  servira,  bien  entendu,  de  deux  des  trois  inté- 
grales (6)  déjà  connues,  dont  on  a  utilisé  une  seule  combinaison  représentée 
par  la  formule  (D). 

/?e/72«r^we.  — L'équation  (B),  qui  est  du  quatrième  degré  en  p,  manque,  comme 
nous  l'avons  dit,  du  terme  en  p^;  si  donc,  dans  les  termes  en  p^  et  p',  on  rem- 
place p^  par  sa  valeur  tirée  de  (D),  cette  équation  (B)  donnera  p  par  une  formule 
du  premier  degré.  Cette  remarque  a  été  faite  par  M.  R.  Radau  dans  un  Mémoire 
publié  dans  le  tome  111  du  Bulletin  astronomique,  p.  ii3;  ce  Mémoire  contient 
d'autres  résultats  intéressants.  Les  formules  principales  de  Lagrange  y  sont  ob- 
tenues d'une  manière  très  directe;  nous  y  renverrons  le  lecteur. 

48.  Pour  arriver  plus  rapidement  au  but,  nous  avons  laissé  décote  des  for- 
mules qui,  sans  être  indispensables,  peuvent  être  cependant  utiles;  nous  allons 
les  démontrer  ici. 

On  a,  en  partant  de  la  définition  (7)  de  u, 


\   <1ll- 

fhr  rl^-.T        dy  d^y        dz  d- z 

2    dt 

~~  dt    dt'     '    cit   dt-     '    dt    dt^  ' 

en  remplaçant  les  dérivées  secondes  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i),  et  ayant 
égard  aux  formules  {  ^1),  (12)  et  (  iG),  on  trouve  aisément 


d' 


du^  ,  ,  „'  r  ri    idp'       d/j"\  I    /      d,/  \  r    ,       dr/         \1 

d'où  la  première  des  formules  ci-dessous, 

du-  ,  „  /•  /   „  dp"  ,  dp' 

dt  ^  '    dt  y     dt         '    dt         ^   ' 

d  — 

'  r=  -2  (///  -+-  ///  +  m')   -y-  -V  m'  [q    -J-    —q   -jj-  —  cj   0 


dt  '^  '    dt  y    dl         '     dt 

du"'-  ,  ,  „/  'r"  „  f   ,  dp'  dp 
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multiplions  ces  équations  par  dt,  intégrons,  et  portons  les  valeurs  de  w-,  u'-,  a"-, 
qui  en  résultent,  dans  les  formules  (i4);  ''  viendra 

il    d- r'^        m  ~\- m' -h  m"  f   ,,   „        ,    ,        /*/    ..dp"         .dp'  \    ,  "  1 

i  +  tn' -t-  jh"  „[   ,    ,  C (  I  dp'  dp  „  \    ,  n 


1  d^r"^ 

2  dt- 


ce  sont  les  formules  que  nous  voulions  obtenir;  si  on  les  différentie,  on  fera 
disparaître  les  signes  /;  les  équations  différentielles  ainsi  obtenues,  bien  qu'é- 
tant d'un  ordre  plus  élevé,  ont  été  très  utiles  à  M.  Lindstcdt  dans  son  important 
Mémoire  Sur  la  déterminalion  des  dis  lances  mutuelles  dans  le  problème  des  trois 
corps  (^Annales  de  l'Ecole  Normale,  3^  série,  t.  I,  p.  85). 

49.  Supposons  que  l'on  ait  résolu  le  problème  restreint,  c'est-à-dire  que  l'on 
ait  déterminé  r,  r',  r"  en  fonction  de  t  et  de  sept  constantes  arbitraires  distinctes 
de  h  Qik-,  nous  allons  montrer  comment  on  pourra  calculer  oc' ,y' ,  z\  x'\y'\  z" . 

Commençons  par  donner  une  interprétation  mécanique  simple  et  bien  con- 
nue des  formules  (6)  : 

Considérons  trois  points  matériels  P,  P',  P"  ayant  respectivement  pour  coor- 
données, rapportées  à  une  même  origine  0,  £f,  j,  z\  x\y\  z' \  x" ,  y" ,  z" \  appli- 
quons à  ces  points  des  forces  F,  F',  F"  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes 
soient 

F, 

F', 
F", 

par  le  point  0,  menons  trois  forces  S,  S',  S"  respectivement  égales  et  parallèles, 
mais  de  sens  contraires,  à  F,  F',  F".  Les  forces  F  et  S  forment  un  couple;  il 
en  est  de  même  de  F'  et  S'  et  de  F"  et  S".  Ces  trois  couples  se  composent  en  un 
seul  dont  l'axe  est  une  certaine  droite  OH  et  le  moment  G.  Les  équations  (6) 
pourront  s'écrire 

Gcos(HO^)  =  «,        Gcos(IIOj')~^j        Gcos(HO~)  — c; 

d'où  l'on  conclut,  en  se  rappelant  qu'on  a  posé  a-  -\-  Ir  -^  c*  =  U^  : 

G  =  A-; 
cos(HO.r)=|,  cos(HOj)=:^)  cos(HOi)  =  ^' 


I  dx 

I  dy 

T  dz 

in   dt 

m  dt 

m  dt 

I  dx' 

I  dy' 

I  dz' 

m'   dt   ' 

ni'    dt 

m'   dt  ' 

I  dx" 
m"   dt  ' 

I  dy" 
m"  W 

I  dz'\ 
m"  dt  ' 

i4o 
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On  voit  donc  que  la  droite  OH  reste  invariable  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment; si  nous  la  prenons  pour  axe  des  z,  nous  devrons  avoir 
HÔ-*  IfOj,  |40i 

cos{Çi»:f)  =  o,        cos{OJtiy)  =  o,        cos(QH^)  =  i; 
donc 

b  =zo,         c  z^  k, 


a  =10, 


et  les  formules  (6)  deviendront 


m.  \' 


dz 

m  \/  djt 


dt  m'  V    dt 


(3o) 


dz 


dx 
m\~  dt  dt 


dx' 


m'  y"    dt 


I   /     dv  dx 

X-^—f 


m\     dt 


dt 


,dy' 

x'—, 7—7- 

dt        -^    dt 


'''  dt  )  "^  m"^^"   ^^ 

,dz' 
dt 

.dx' 


dj^ 
~dt 

I    /  „  dx" 
^V     dt 

I    /    „df 
m"  \       dt 


.„  df\  _ 
'     dl 

V"  —r- 

dt 

„  dx" 
dt 


o, 


k. 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  y'  -j-  —  ^'-j->  ^' '~J~  ^  ^  ~1~' 

dv'  dx' 

^' ~^  ~  y  ~jf  ^t  ajoutons.  En  ayant  égard  aux  formules  (26),  nous  trouverons 


(3i) 


w"     n' 

■ — 1 — 7 

m        m' 


m" 


k   -x 


',dy 


dt 


,  dx'^ 


d""  dv" 

nous  aurons  de  même,  en  employant  maintenant  les  facteurs  j"-^^ — ^'~T~'  '*"' 
/ooN  ^'  ,  w     n"      ,  /  „dy'      „dx"\ 

{02)  \ -.H 7,  =  k(  x"  -4 r  -7-    • 

m        m'        m"  \       dt        "^     dt  J  . 

Ajoutons  maintenant  les  équations  (3o)  après  les  avoir  multipliées  d'abord 
par  ^',y,  z',  puis  par  ^",  y",  z";  nous  obtiendrons  ainsi  des  expressions  de  kz' 
et  de  ^5"  dans  lesquelles  les  coefficients  de  —  ?  -^5  -^  seront  représentés  par 

des  déterminants  qui  se  déduiront  aisément,  en  ayant  égard  aux  relations  (5), 
des  suivants  : 


(33) 


ô  = 


x' 

X 

dx 

m 

y' 

y 

dy 
dt 

- 

dz 
dt 

x" 

x' 

dx' 
dt 

y" 

y' 

dy' 
dt 

„i 

dz' 
dt 

ô" 


y   y 


dx" 
~dt 

df 
dt 

dz" 
'dt 


On  trouvera,  en  effet, 
(34) 


kz'=      --^» 
m        m 


kz": 


à              à' 
\ -, 

m        m 


Nous  allons  montrer  comment  on  calculera  les  quantités  §,  ù' ,  ù". 
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50.  L'expression  (33)  de  o  peut  s'écrire,  à  cause  des  formules  (5), 


a:" 

x' 

dx 
dt 

y" 

y' 

dy 
dt 

.11 

_/ 

dz 
dt 

en  combinant  cette  expression  avec  celle  de  S',  on  trouve 


,     d{x -\- x') 


ô+ô'  = 


y"   y 


dt 
dt 


dx" 

x" 

x' 

dt 

y" 

y' 

dy" 
dt 

z" 

z' 

dz" 
dt 

.„      „,      d{z-^z') 

^  ^ 

dt 


on  vérifie  aisément,  toujours  en  s'appuyant  sur  les  relations  (5),  que  le  dernier 
déterminant  écrit  est  égal  à  û".  On  a  donc  cette  formule  importante 


(35) 


a  +  ô'  +  ô"r=o. 


On  peut  d'ailleurs  trouver  directement  les  valeurs  de  §,  S',  <$",  en  élevant  au 
carré  les  déterminants  (33)  par  la  règle  connue  et  ayant  égard  à  des  relations 
obtenues  antérieurement;  il  vient  ainsi 


à'  = 


-P" 


I  /       dp" 
dr 


V 


dt 


i_  f         d//\  dr 

2V'^'~dt)      ^  dt 


Développons  ce  déterminant  et  rappelons-nous  la  formule  (22);  nous  trouve- 
rons sans  peine 


ç2  «2  —  r^  r'^ 


dr'-  dr     „  dp"        f     ,  dp"-^  (    „     dr        \     ,  dp"  \        i     , 

En  remplaçant  r^^"^  par  sa  valeur 


22       /v  i    „(ip'         ,dp"\         ,ffp"-  „dp"-  (dp'       dp" 

'^  =^^^'^^p  ~dF  -P  dï)-p  i^  -  P  iï^  -pi  Sr  -^  -^ 


dt  dt 
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tirée  de  la  première  des  équations  (21),  on  trouve,  après  réduction,  la  première 
des  formules  suivantes  : 


(36)  èr=^/aUi'-l,         è'^sJaUr--!',         è"  =s/<:y-' u"^--l". 

On  aura  donc  ainsi  §,  S',  §"  en  fonction  des  quantités  connues;  mais  il  faut 
associer  convenablement  les  signes  des  trois  radicaux  du  second  degré,  ce  qui 
peut  se  faire  de  la  manière  suivante  :  la  formule  (35)  donne 

2Ô0    =rO^ —  0  ■* —  0   -*, 

d'où,  en  remplaçant  dans  le  second  membre  o^  0'^,  0"-  par  leurs  valeurs  (36), 

\      de  môme, 

(3?)  ' 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  connus  en  grandeur  et  en  signe  ; 
si  donc  on  se  donne  le  signe  de  S,  on  en  déduira  les  signes  de  0'  et  de  0";  si  l'on 
venait  à  changer  le  signe  de  (5,  ceux  de  S'  et  â"  changeraient  aussi,  et  les  for- 
mules (34)  montrent  que  cela  reviendrait  à  changer  le  signe  de  la  quantité  k 
dont  le  carré  seul  figurait  dans  (D). 

En  combinant  les  formules  (35)  et  (36),  on  trouve 

(38)  \/ff2  m'-  —  2  +  y/ff'  «'2  —  2'  -h  s/a^ i/"  —T'  —  o ; 

on  vérifie  aisément  qu'en  chassant  les  radicaux  on  retombe  sur  l'équation  (B) 
dont  on  a  ainsi  une  forme  intéressante. 

51.  Les  formules  (34)  et  (36)  donnent 


m"  k  nik 

(E) 


m' k  mk 


V 


Reste  à  trouver  les  valeurs  de  £t?',  /,  x'\  y";  posons 

m        ni         m 

^9)  ^    IL^/  11-  TT" 

f7i         m         m 
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les  quantités  V  et  Y"  pourront  être  considérées  comme  connues;  cela  posé,  les 
formules  (3i)  et  (32)  pourront  s'écrire 

,  dy'  ,  dx'  ,1  dy"         „  dx" 

""  'dt~''  ~dt  V  ""   'II  ~'^'   "dt  V" 


^.'2+  y '2  —  A-(,-'2_    -'2)'  0?"»  +  /'-^  k{r"-^  —  z"^) 

Si  donc  on  fait 


(F) 


(       ^"— ^/•"2_-"2cos9%  j"=zv//-"^  — c."2sino", 


on  aura 


d^  __  \'  do"  _  V'^ 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  £„  et  £,  deux  constantes  arbitraires, 

/  1   r'    y 

1     Cp'  =  £o  — £,+  T      /       -7^ ZT^fit, 

1  I    /•'      V" 


(G) 


les  formules  (F)  et  (G)  feront  connaître  oc', y,  x'\y" , 

Les  valeurs  de  x'  ,y ,  z' ,  -v",/',  z"  qm  viennent  d'être  déterminées  doivent  vé- 
rifier la  relation 

(4o)  x'x"-^yy''i-z'z"  =  —  p; 

si  l'on  applique  cette  relation  à  l'époque  zéro,  on  trouve 


4/,.'2  -'2  4//-"2  a»"2pn(5  0P     ''    -"       I       '  0    ^^  '  0  '  0  , 

ce  qui  donnera  la  constante  £<,  exprimée  en  fonction  des  neuf  constantes  arbi- 
traires qui  figurent  dans  les  expressions  de  r,  /,  r"  ;  £,  n'est  donc  pas  une  nou- 
velle arbitraire;  il  n'en  est  pas  de  même  do  £„  qui  reste  quelconque;  mais  les 
formules  (G)  montrent  que  l'on  peut  supposer  cette  constante  nulle  en  faisant 
tourner  d'un  angle  convenable  les  axes  des  x  et  des  j  dans  leur  plan. 

Enfin,  si  l'on  prend  un  nouveau  système  d'axes  rectangulaires  tout  à  fait 
quelconques,  on  passera  des  coordonnées  relatives  x",y,  z",  —x',  —  y,  —  z' 
des  corps  C  et  G"  aux  coordonnées  rapportées  aux  nouveaux  axes,  en  introdui- 
sant les  trois  angles  d'Euler  qui  doivent  être  considérés  comme  trois  nouvelles 
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constantes  arbitraires  qui,  s'ajoutant  aux  neuf  du  problème  restreint,  donneront 
le  nombre  voulu  de  douze  arbitraires. 

Si  l'on  porte  dans  la  formule  (4o)  les  valeurs  (F)  de  x',y,  x"  et  y",  on 
obtiendra  immédiatement,  et  sans  intégration,  la  valeur  de  9"—  9';  on  aura  en- 
suite 


<p'  +  Cp   =  2£oH-  y,. 

on  voit  donc  que,  si  le  problème  restreint  est  supposé  résolu,  on  n'aura  plus  à 
effectuer  qu'une  quadrature.  Nous  avons  dit  qu'il  reste  sept  intégrales  à  trouver 
dans  le  problème  restreint;  c'est  donc  à  sept  intégrales  et  une  quadrature,  au 
lieu  de  huit  intégrales  comme  dans  la  méthode  usuelle,  que  Lagrange  ramène 
la  question;  on  peut  dire  qu'il  a  fait  faire  un  pas  vers  la  solution. 

52.  Il  nous  reste  à  démontrer  la  formule  (20);  nous  ferons  connaître  en  même 
temps  la  manière  de  calculer  à  une  époque  quelconque  les  positions  des  plans 
des  orbites  décrites  par  les  corps  C  et  C"  autour  de  C. 

Revenons  à  lay?^.  17,  et  posons 

LM'=r,        LM":=r,        M'N'  =  ^-\        M"N"  =  ^",        M'LM"=rJ. 

Si  nous  appliquons  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique 
aux  triangles  M'LM",  N'LM",  . . . ,  nous  trouverons 

a'  z=  cosM'M"—  cosC'cosÇ"4-  sinÇ'sinÇ"cosJ, 

[3'  =  cosM'N"  =  cosÇ'cos(Ç"4-  ^")  +  sinÇ'sin(r  +  g")  ces  J, 

y' =r  cosM'N' =  cos^'; 

a"=cosN']N"=cos(Ç'  +  ^')cos(r+^")  +  sin(C'  +  ^-')sin(r  +  ^")cosJ, 
(3"  =  cosM"N'  =  cos(Ç'+^')  cosÇ"+  sin(C'  +  ^')  sinÇ"  cos  J, 
y"  —  cosM"N"=  cos^". 

En  éliminant  entre  ces  six  relations  les  cinq  quantités  V ,  X^\  g',  g"  et  J,  on 
aura  la  formule  cherchée. 

Nous  poserons 

1cosÇ'cosÇ"+  sinÇ'sinÇ"cosJ  =  >., 
sin^cosÇ"—  cosC'sinÇ'cosJ  =:>.,, 
cosC  sinÇ"—  sinC'cosrcosJ  =  >.2, 


(4i) 


sinÇ' sin  Ç"  +  cosÇ'cosC"cosJ  =  >.3, 

ce  iqui  nous  permettra  d'écrire  ainsi  les  formules  (4i) 

a'  =  X,         (3'  =  >lC0S^"— XjSin^",         y'— cos^'; 

a"  =  \  cos^' cos^"  —  X,  sin^' cos^"  —  \  cosg-' si n g"  -+- 13  sin  ^'  sin  ^''  ; 

(3"=Xcos^'  — >.,  sin^^',        y"--=  cosg". 
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On  peut  résoudre  par  rapport  à  X,  >.,,  1.,,  X.,,  cos^'  et  cos^";  on  trouve  aisé- 
ment 

(43)  i=a',  ).,=^;i:^',  1,^"^-^',  v-^'-yz-p'/^-^'/y- 

y/i-y'^  v/i  — /"  v/(i  — y")(i  — /") 

Or  les  formules  (42)  donnent 

/  (i  +  cosJ)  cos(r  —  O  =  X  -^  X3, 
I  (n-cosJ)sin(r-C')=A.->.„ 
j  (i-cosJ)cos(C"+Ç')=?^ -A3, 
\  (i  —  cosJ)  sin(Ç"+Ç')  =  X2+>i,; 
d'où 

(l  +  C0SJ)2=:  (X  +  Xa)^  +  (>2  -  Xi)', 
(I  -  COSJ)^  =  (X  -  Xs)^  +  (X2  +  X,  )^ 

I  +  COS^J  =  X2  +  X-^  4-  X.^  4-  X^, 

(45)  cosJ  =  XX3  —  X1X2. 

et,  en  éliminant  cosJ  entre  les  deux  dernières  équations, 

(46)  I  +  (XX3  -  hhy  =:  x^  +  Xf  +  x^  +  x;^ . 
Mais  on  tire  des  formules  (43) 

(47)  XX3  — X1X2—  ^  ^         , 

v/(i-/')(i-/^) 

/.  +,^  +  A-4-A3-  (.-/')(i-y-l  -^ 

si  l'on  porte  ces  expressions  dans  la  formule  (46),  on  tombe,  après  réduction, 
sur  la  relation  (20)  cherchée. 

53.  Les  formules  (45)  et  (47)  donnent  d'ailleurs 

a' a"— S' S" 

COSj—  r   r-  . 


s/(i-y'^)(i-/^)' 
d'où,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  a',  ^',  y',  a",  p",  y",  obtenues  au  n°  44, 


cos  J 

ï.  -  1. 


■''■"\/{^" 
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OU  encore,  à  cause  des  formules  (27), 


(H) 


COSJrrr 


v/nn' 


On  tire  ensuite  des  équations  (42) 

r-  +  11  =  cos^Ç'  4-  sinH'cosM  —  i  —  sin^Ç'  sin-J  ; 
sinMsin-^r^i-X^-).^, 

sin-J  sin^C"  =  i  —  X^  —  Àj. 
En  remplaçante,  X,  et X^  par  leurs  valeurs  (43),  il  vient 


d'où 

et  de  même 


(48) 


sinJ  sinC 


sinJsinÇ'=  ^^ ,—     *  ■ — —■ 


Si  l'on  élève  au  carré  l'expression  (33)  de  S',  et  qu'on  introduise  les  éléments 
de  la^^.  17,  on  trouve 


è"-: 


,.V2  —/•'/■"  cos  M' M"     —  w'/'"cosM"lN' 

/•'/•"cosiM'M''  r'^-  «'/-'cosM'N' 

m'/"cosM"N'         f^'/'cosM'N'  a'2 


d'où 


^'^—r"-r"Hi'-' 


I       -  a'     -  (3" 
—  a'  I  y' 

-(3"  y' 


_   ,.^2  ,.^'2  „'2  (  j  _  ^'2  _  [3//2  _  y'i  ^  2  3j'  |3"  y'  ) 


C7^«'^  — Z' 


OU  encore,  en  tenant  compte  de  (36), 

i_a'^_{3"^_y'2+2a'^"y'=^p^:p^ 

La  seconde  des  formules  (48)  donnera  donc 


sinJsinÇ" 
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on  trouve  ainsi,  en  introduisant  les  quantités  ïl'  et  II", 


sinJsinC j= — : 

(K) 


sinJsinÇ  =; j=z. 

/•'Vn' 

La  formule  (H)  fait  connaître  l'inclinaison  mutuelle  J  des  grands  cercles  M'N' 
et  M"N"  qui  représentent  les  plans  des  orbites  de  C"  et  C  autour  de  G,  et  les 
formules  (K)  donnent  les  distances  angulaires  'C  =  LM'  et  l"  =  LM"  des  corps  G" 
et  G'  à  l'intersection  mutuelle  de  leurs  orbites  relatives. 

En  résumé,  la  solution  de  la  seconde  partie  du  problème  est  fournie  par  les 
formules(E),  (F),  (G),  (H),  (K). 

54.  Le  problème  des  trois  corps  peut  être  résolu  complètement  dans  le  cas 
particulier  où  leurs  distances  mutuelles  conservent  des  rapports  constants  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement. 

Soient  A,  A',  A"  trois  constantes  et  ^  une  nouvelle  variable,  on  aura 


(49) 


/•-A?, 

'■'--=  A'I 

r".=  A"^, 

/>  =  f-r, 

P'=F-'1\ 

p"=p."l\ 

9'=fs' 

.-^. 

en  posant,  pour  abréger, 

9.  y.  =A'--T-A"-2- A% 
(00)  \  2,a'~A"24-A2  —  A'S 


T  I 

'"  ~  Â^  ~"  A^ 


4/^3       ^3  ' 


2/Z— A-hA  A,  V—    AS  4/35 


I  I 


d'où 

(5.) 


(     y'  +  y"  =  k\  /Jl"  +  /JL  =  A'■^  fJl  +  fJL'  =  A"^ 

L'équation  (G)  donne 


dp        mfjiv  4-  m' [x'v'  -+-  m"  |ut"v" 

_  H  I  =0, 
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P.-i/ 


dt 

T 


Po  désignant  une  constante  arbitraire  et  I  ayant  pour  valeur 

I  =  771  \IV  +  77l'  II'  -j'  +  77l"  [Jl"  v". 

On  trouve  maintenant  que  la  première  des  équations  (28)  devient 


d 


m  -V-  m  H-  771 


A^ 


A  r*         a"y"  — a'y'  dl    ,    mv  f         ,  P dl\ 


si  l'on  multiplie  par  dt  cette  équation  et  les  deux  autres  analogues,  qu'on  les 
intègre  et  qu'on  désigne  par  x,,  x'^  et  x'j  trois  constantes  arbitraires,  on  aura 


,  '  I   ,„  Il 


771  +  ni' -\- 771"  ul'v' — u."v" 

M^  =  2 r^; •  +  2  W    ' ï.— 771 


H 


(53) 


'  1   mil 


U"=2 


771  H-  m  H-  m 


p."  v"  —  fjL  y 


A'i 


i  < 


7n  -\-  7n'  -\-  m"-  ,,  av  —  u.'  y' 

U'=Z  2  r-i^i 1-  2  m    ■ =-^ 771 


A"! 


dt 
Y^^ dt  +  /nz,, 

dt 

-^  a  i  H-  771 X  j . 


Portons  ces  expressions  de  u^,  u'^  et  u"^  dans  les  formules  (i4)»  et  nous  trou- 
verons 


1  d^l^  _  m  [ I  +  ( fji^'—  [iJ'v" ) A ]  +  m^+  «1 

2  I/72  Â^l 


(  54  )      (  I  0?^  1^        A/i  4-  /w'  [  I  --H  (  fi-^y"  —  fjL  y  )  A']  4-  //i"       m 

2  "dT^-  ^         Â^?|  -  ^-^ 

I    «?^  ^^  771  -\-  77l'  H-  /?i"  [  I  +  (  ]j..y  —  fJi-'  v'  )  A"]         /?i 


2     ^r-^ 


A"3| 


!        my     /  P°      V     ^ 

"  "'"   A^  J  ^^* 

/^  J  e 

/Po  — ij 


7  "^J'i 


dt 7-r^  =:  O  , 


dt 


Ces  équations  doivent  être  identiques.  On  en  conclut  que  l'on  doit  avoir  les 
conditions 


/w[n-  (jjl'v'—  fjL"v")  A]  H-  m'H-  tti"  _  m  ■+-  m'[i  +(]jl"v"—  f/y)  A'] 


(55) 


m  +  m'+  m"[i  4-(|^v  —  fJi-'v')  A"] 
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et 

mv        ni'v'        m"v" 


(56) 


A^  —    A'-    ~    A"' 


(5:)  ^2  -  A'2  -  ^//2  ' 

à  moins  que  l'on  n'ait 

(58)  Po=o        et        I=:o; 

de  là  deux  solutions  suivant  que  l'on  considérera  le  système  (55),  (56),  (Sy), 
ou  l'autre  (55),  (57)et  (58). 

55.  Occupons-nous  d'abord  du  premier.  Les  formules  (56)  donnent 

mv m'v'  m"v" v  +  y'  +  v" 

1 7  H j 

m         m         m 

on  a  donc 

ainsi  les  trois  corps  forment  toujours  un  triangle  équilatéral;  on  peut  faire  A  =  i 
et  prendre  ^  —  r',  et,  si  l'on  pose 

m  Xj  =  m' x'j  =:  m"  •/![  =  —  x  , 


les  formules  (54)  se  réduisent  à      ^ 


(59) 


I   d^^^      m  -+-  m'  +  m" 


X  . 


2    dt^  r' 

Les  équations  (53)  donnent  ensuite 

d'où 

2 

I  est  nul,  et  la  formule  (52)  donne  p  ^  p^:=  const. 
On  trouve  ensuite  sans  peine 


r'^  /  dr'^\ 

3  /•'* 

P'P"  +  P"P  +PP'=<^-=—^-y 
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la  formule  (B)  se  réduit  à 
d'où 

dr'^ 


(60  PS-3,-|«-       ^^^ 

On  tire  d'ailleurs  de  (6o)  et  (6i) 

(62)  /-'^  -dûi='     \^ V V  -  3  P"' 

d'où 

(63)  dt  ''''^''' 


On  a  ensuite 


t  /  —  X  /-'^  +  2  (  w  +  m' H-  m"  )  '"'  —  i  po 
3  I         /  dr'^\ 


quantité  nulle  d'après  (6i)  et-(4ï!fy;  on  aura  de  même 

d'où,  par  les  formules  (E), 

z'=o,         5"--=o; 

ainsi  les  mouvements  relatifs  de  C  et  C"  s'effectuent  dans  un  plan  fixe. 
En  continuant  à  appliquer  les  formules  générales,  on  trouve 

dr'-        I 
TT'— II"—  ii''^r''^—  r'^  ——  —  -  o^ 

I  /  r//-'2\         I  ' 

V'r_-=  V"=  ^  p?  (-  +  -^  +  -^V 

3  "^    \  m        m'        m  j 

et  il  en  résulte,  d'après  (G), 

(64)  '•"^='"^  =  5^(-+-^  +  -^ 

^      '  dt  dt         6    k  \m        m'        m" 

Enfin  l'équation  (D)  donne 


ni^       m'^       m"^       ini' m"       im"  m       7.inm 


r,2  '  '  -2  _i_   /  [      __;; 1 I 1 _| ]   (    ..'2  ,.11 J 

nntmlm"         "o  \  ,„2  fr)'2  /«"2  n  ni'  m"  o  m"  m  oirtm'  I   \  dt 
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o  dr'^'  I  •> 

et  l'on  en  tire  aisément,  en  remplaçant  r'^u-  —  f'  -jjt  P^ï"  3  Pô» 


1/3  \m       m'       m 


moyennant  quoi (64)  donne 

{65) 

on  a  d'ailleurs 
et,  si  l'on  pose 


dt      ^y 


?"=?'+!' 


^,  __^  m-i-m'-i-fn"  ^  ^,^^^         ,^  ^  _  pi 


a'\i  —  6>'2)  =  ^  ,  «'2 «'••5  —  m  4-  m' -h  m". 


les  formules  (G3)  et  (64)  donnent 


-,  dr' 
n'dt=. 


dt 

Il  en  résulte  que  C"  décrit  autour  de  C  comme  foyer,  conformément  à  la  loi  des 
aires,  une  ellipse  ayant  id  pour  grand  axe,  n'  comme  moyen  mouvement  et  é 
comme  excentricité. 
La  trajectoire  de  G'  est  une  ellipse  égale  à  la  précédente,  qui  aurait  tourné  de 

l'angle  -^  autour  de  C. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  vitesses  initiales  relatives  ù^  et  li!^  de  C"  et  C 

doivent  être  égales  et  faire  entre  elles  un  angle  égal  à  -^• 


56.  Considérons  maintenant  la  seconde  solution  qui  sera  fournie  par  le's  for- 
mules (55),  (57)  et  (58);  on  tire  de  (52) 

p  =  o 
et 

(66)  mjjtv  + /n'/jL'v'+ /n"/ji"y"  =  o; 

ainsi  l'inconnue  auxiliaire  p,  qui  était  constante  dans  le  premier  cas,  est  nulle 
dans  le  second.  La  formule  (66),  dans  laquelle  on  remplacera  les  quantités  (jt. 
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et  V  par  leurs  valeurs  (Tjo),  donnera  une  équation  de  condition  qui  devra  être 
remplie  par  les  masses  m,  m' ,  m"  et  les  constantes  A,  A',  A". 
La  première  des  équations  (55)  peut  s'écrire 

„^f\  I     \  ix'v'—ll"v"  nv-ll"v" 

^m  +  m'+jn")i^--jr^)-\-fn^      ^,          r^  rn' ^    ^^       =o 
ou  bien,  à  cause  de  (5o)  et  (5i), 


.'m'  ..".." 


(m  -+-  m'  -+■  m")v"-h  m^-—. ^, h  m'  ^——r, — ^ —  =  o 


ou,  en  réduisant, 


ou  encore 


mix'  — H-  m' ix  —r. \-  m"  v"  =  o 

'       /J.'  H-  /Jl"  "^  ]Jl"  +  fJL 


y                            v' 
—  m  u.'  —, —  m' u.  —r. 1-  m"  y"  ==  o. 


On  arrive  aisément  à  mettre  cette  relation  sous  la  forme 

(  ix'  ix"  -i-  ix"  ix-\-  ixix'  )  (  m  y  +  m'v'  —  m"  y"  )  —  fi."  (  m  [xv  +  m'  [x'v'  +  m"  ^"  y "  )  —  o  ; 

à  cause  de  la  formule  {^'o),  cela  se  réduit  à 

( /jl' ix"  +  |jl" jjL  4-  ix^x' ){mv  -i-  m' y'  —  m" y" )  ==  o. 

Si  la  quantité  [^'{f-"  +  P-  M-+  H^P^'  n'est  pas  nulle,  la  formule  précédente  et  celles 
qu'on  en  déduit  par  des  permutations  d'accents  donneront 

m  V  -h  m'v'  —  ?7i"  v"  =  o,         Jti'  v'  +  m"  v"  —  mv  ■=  o,         m"  v"  +  m  y  —  m' y'  =  o, 

d'où 

y=:y'=y"=ro; 

on  rentrerait  ainsi  dans  le  premier  cas.  On  doit  donc  avoir 

/jl'/jl"  4- ]ji"|ji  4- jUL/ji' =  o  ; 

si  l'on  remplace  [jl,  ]x',  [x"  par  leurs  valeurs  (5o),  on  trouve 

(A  +  A'4-A")(A4-A'— A")(A-A'4-A")(— A4-A'4-A")  =  o. 

On  devra  donc  avoir  l'une  des  relations 

A±A'±A"=o, 
d'où 

r±r'±r"  =  o', 
ce  qui  prouve  que  les  trois  corps  resteront  constamment  en  ligne  droite. 
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La  quantité  a  est  donc  nulle;  les  formules  (36),  dans  lesquelles  S,  2',  2"  ne 
peuvent  jamais  être  négatifs,  donnent 


il  en  résulte 


§  =  è'=d"=o; 


o; 


ainsi  les  mouvements  relatifs  de  C  et  C"  s'effectuent  dans  un  plan  fixe. 
Les  trois  équations  (54)  se  réduisent  à  la  suivante 


(67) 

où  l'on  a  fait 

(68) 


i_  fP^  _  F  _ 
2    dt^  ~  ^       ""' 


m  +-  m' -\-  m'' -j-  m"{(xv  —  fJi-'v')  A" 
mx,  m'x',   m"xj  


di 


Multiplions  l'équation  (67)  par   2^^,    intégrons    et    désignons  par  H,    une 
constante  arbitraire;  nous  aurons 


(69) 

On  trouve  ensuite  aisément 


^'i  =  ^n~-^?'-H,. 


f!  —  ff!!  — i^—  ^  —^ 

le-  ~~  A'^  ~  A^  ~    ^        ''' 
(70)  \    ~^'~  V-'   '^  \^'   ~    l 

n'=A'*H„     n''=A"*H,, 

on  a  d'ailleurs 

A'K\"^=  (^  +  fji')  (^  +  fjL")  =  p,2  +  (^p.'+ ^^a"-f-  f^V")  =  ^'  ; 

ce  qui  permet  d'écrire  aussi 


W 


Xifi 


XfT" 


A'^A"^  ""  A"^A2  ~  A^A'^ 


=  H, 


T.  —  L 


20 
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On  trouve,  en  continuant  l'application  des  formules, 


v 

A'2 

V" 
-  A"2 

=  H, 

(S}      A'^       A"2 
— +  —  +-T 

dt 

do" 
dt 

H, 

~  k 

/A-      A'-      A"-2 

1 r-i r 

\  m        m         m 

En  substituant  dans  l'équation  (D)  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  pour  p, 
w,  v! ,  u",  V,  v',  v",  r,  r',  r",  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 


d'où  il  résulte 


„   /A-^      A"-      A"2\2 

H 1 \ ^  +  — ,- 

\m        m         ni 


(7.)  pf  =  £.f=^.  ■  . 

On  peut  prendre,  si  l'on  veut,  k"=\,  d'où  ^  =  r";  les  formules  (69)  et  (71) 
donneront  donc 

r"dr" 
dL—  > 

y/_X,-"2+2F/-"-H, 

."f=v/H;. 

On  voit  par  là  que  le  point  C  décrit,  dans  son  mouvement  relatif,  une  ellipse 
ayant  pour  foyer  le  point  C,  et  la  décrit  conformément  à  la  loi  des  aires;  le  demi 

F  '''  IT 

grand  axe  de  l'ellipse  est  -■,  l'excentricité  v/^~~"W    ^'   ^^  moyen  mouve- 

1 

ment  7^- 

La  trajectoire  de  C"  est  naturellement  une  ellipse  bomothétique  k  la  précé- 
dente. 

Pour  que  les  trois  corps  restent  ainsi  toujours  en  ligne  droite,  il  faut  d'abord 
qu'ils  aient  été  placés  en  ligne  droite  à  l'origine  du  mouvement;  il  faut  ensuite 
que  les  vitesses  relatives  de  C  et  C"  aient  été  primitivement  parallèles,  entre 
elles,  et  proportionnelles  aux  distances  r\^  et  /;,;  mais  il  faut  de  plus  que  la  con- 
dition (66)  soit  vérifiée. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'à  l'origine  le  point  C  se  soit  trouvé  placé 
entre  C  et  C"  ;  on  aura  donc  eu 


On  a  d'ailleurs,  en  faisant  A"=  i. 


^  —  !:o  _  ,." 

A  ~  A'  ~    " 
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il  en  résulte  donc 

A'=4»         A  =  n-A',         A"  11=1. 

Avec  les  valeurs  (5o)  de  [x  et  v,  et  les  valeurs  ci-dessus  de  A  et  A",  on  trouve 
aisément  que  la  formule  (66)  donne,  après  réduction, 


m 


OU,  en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 

(  (m  +  w')A''4-(2m  +  3m')A'*+(m  +  3m')A'3 
^  \  —  (m  +  3m")A'='  — (2/w-f-3m'')A'— (/w  +  m")  =  o. 

Cette  équation  est  du  cinquième  degré;  elle  n'a  qu'une  variation  :  donc  elle  a 
une  racine  positive  et  une  seule. 

Si  donc,  les  masses  m,  m! ,  m"  étant  données  et  pouvant  d'ailleurs  être  quel- 
conques, on  place  à  l'origine  les  trois  corps  en  ligne  droite  en  Go,C'„,  C'^,  le  point 
Co  étant  entre  C'^  et  C^,  si  l'on  prend 

r  r" 

A'  désignant  la  racine  positive  de  l'équation  (72),  si  l'on  imprime  à  C'^,  et  C'„  des 
vitesses  relatives  parallèles  qui  soient  entre  elles  comme  i  et  A',  les  trois  corps 
resteront  constamment  en  ligne  droite,  et  l'on  aura  pendant  tout  le  mouvement 

ce  -  "^  • 

Il  nous  reste  un  mot  à  dire  sur  la  détermination  des  constantes  F,  x  et  H,  en 
fonction  des  données  initiales. 

Nous  prendrons  pour  ces  données  :  le  rayon  vecteur  initial  r„,  la  valeur  ini- 
tiale u^  de  la  vitesse  relative  du  corps  C  et  l'angle  r\^  que  fait  cette  vitesse  avec  la 
droite  CoC,,;  la  formule  (68)  donne 

(73)  F  =  m  +  in[  +  m"  \^^^^^  -  j^^ 
on  tire  de  (70) 

(74)  ^—'^  —  <\ 
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on  a  enfin 


et,  comme  (69)  donne 


dr" 

-^  ]   —  MoCOSTDo, 


jl  en  résulte  aisément 

(75)  H,  =  (2F-xA-;)A';sin*Yî';; 

les  formules  (73),  (74)  et  (73)  résolvent  la  question. 
Dans  le  cas  où  l'on  aurait 

„  TT  „,  F 

Y)o  =  -,  «0=77' 

-4  '0 

il  en  résulterait 

'  -  "ft  =  «' 

les  excentricités  des  orbites  relatives  de  C  et  C"  seraient  nulles,  et  ces  orbites 
seraient  des  circonférences  parcourues  par  les  points  G'  et  C"  avec  des  mouve- 
ments uniformes. 

57.  Supposons  que  G  désigne  la  Terre,  G'  le  Soleil,  G"  la  Lune,  et  voyons  si 
l'on  aurait  pu,  à  l'origine  des  choses,  placer  ces  trois  corps  en  ligne  droite,  la 
Lune  étant  en  opposition  avec  le  Soleil,  de  manière  qu'ils  restassent  toujours  en 
ligne  droite. 

On  a,  dans  ce  cas, 

m'       „    ,  m"        I 

— 1=324000,       —  =  Q-; 

m  /?i        8 1 

l'équation  (72)  montre  que  A'  est  petit  et  que  l'on  aura  une  valeur  très  appro- 
chée en  se  bornant  à 

(m  +  3/n')  A'*  —  (m  H- m")=  o, 

d'où 

Kl  ^  ' 

A  —  —  a  peu  près. 

100       ^       ^ 

Laplace  en  a  donc  pu  conclure  {Mécanique céleste,  t.  IV)  que  si,  à  l'époque  ar- 
bitraire prise  pour  origine,  la  Lune  s'était  trouvée  en  opposition  avec  le  Soleil  à 
une  distance  de  cet  astre  représentée  par  10  r,  celle  de  la  Terre  étant  représentée 
par  100,  et  que  les  vitesses  relatives  de  la  Terre  et  de  la  Lune  autour  du  Soleil 
eussent  été  aussi  à  cette  époque  parallèles  et  dans  le  rapport  de  100  à  loi,  la 
Lune  serait  toujours  restée  en  opposition  avec  le  Soleil. 
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Laplace  a  reproduit  cette  assertion  dans  V Exposition  du  système  du  Monde  : 
«  Quelques  partisans  des  causes  finales,  dit-il,  ont  imaginé  que  la  Lune  a  été 
donnée  à  la  Terre  pour  l'éclairer  pendant  les  nuits.  Dans  ce  cas  la  nature  n'au- 
rait point  atteint  le  but  qu'elle  se  serait  proposé,  puisque  nous  sommes  souvent 
privés  à  la  fois  de  la  lumière  du  Soleil  et  de  celle  de  la  Lune.  Pour  y  parvenir, 
il  eût  suffi  de  mettre  à  l'origine  la  Lune  en  opposition  avec  le  Soleil,  dans  le 
plan  même  de  l'écliptique,  à  une  distance  de  la  Terre  égale  à  la  centième  partie 
de  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  et  de  donner  à  la  Lune  et  à  la  Terre  des 
vitesses  parallèles  et  proportionnelles  à  leurs  distances  à  cet  astre.  Alors  la 
Lune,  sans  cesse  en  opposition  avec  le  Soleil,  eût  décrit  autour  de  lui  une  ellipse 
semblable  à  celle  de  la  Terre;  ces  deux  astres  se  seraient  succédé  l'un  à  l'autre 
sur  l'horizon,  et,  comme  à  cette  distance  la  Lune  n'eût  point  été  éclipsée,  sa  lu- 
mière aurait  remplacé  constamment  celle  du  Soleil.  » 

M.  Liouville  (^Journal  de  Mathématiques,  t.  YII,  et  Connaissance  des  Temps  de 
1845)  s'est  demandé  si  le  système,  dans  l'état  considéré  par  Laplace,  aurait  été 
un  système  stable,  tendant  à  résister  aux  perturbations,  et  à  revenir  de  lui- 
même  à  son  état  régulier  de  mouvement;  il  a  donc  examiné  le  problème  sui- 
vant : 

«  Trois  masses  étant  placées  non  plus  rigoureusement,  mais  à  très  peu  près 
))  dans  les  conditions  énoncées  par  Laplace,  on  demande  si  l'action  réciproque 
»  de  ces  masses  maintiendra  le  système  dans  cet  état  particulier  de  mouvement 
»  ou  si  elle  tendra  au  contraire  à  l'en  écarter  de  plus  en  plus.  » 

M.  Liouville  a  reconnu  que  «  les  effets  des  causes  perturbatrices,  loin  d'être 
contrebalancés,  sont  au  contraire  agrandis  d'une  manière  rapide  par  les  actions 
mutuelles  de  nos  trois  masses;  cette  conclusion  subsiste  quels  que  soient  les 
rapports  de  grandeur  des  masses.  Si  la  Lune  avait  occupé  à  l'origine  la  position 
particulière  que  Laplace  indique,  elle  n'aurait  pu  s'y  maintenir  que  pendant  un 
temps  très  court.  » 

58.  On  vient  de  voir  que  l'on  sait  intégrer  rigoureusement  les  équations  diffé- 
rentielles du  problème  des  trois  corps  lorsque  leurs  distances  mutuelles  conser- 
vent entre  elles  des  rapports  constants;  ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres; 
les  trois  corps  forment  toujours  un  triangle  équilatéral,  ou  bien  ils  restent  con- 
stamment en  ligne  droite. 

Ces  deux  cas  sont,  à  notre  connaissance  ('),  les  seuls  connus  où  l'on  ait  pu  ré- 
soudre le  problème;  on  n'a  pas  pu  surmonter  les  difficultés  analytiques,  même 
en  supposant  que  les  trois  corps  resteraient  constamment  en  ligne  droite,  sans 


(•)  Nous  ne  comprenons  pas  dans  le  problème  des  trois  corps,  tel  que  nous  l'avons  défini,  le  mou- 
vement d'un  point  matériel  attiré  par  deux  CQn\xQS>  fixes,  problème  que  l'on  sait  résoudre. 
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admettre  que  leurs  distances  soient  dans  des  rapports  constants;  après  Euler, 
Jacobi  a  considéré  ce  cas  dans  son  Mémoire  Theoria  novi  muUiplicatoris . . . 
(C.-G.-J.  Jacobi,  Gesammelte  Werke,  t.  IV,  p.  478.) 

Nous  devons  signaler  aussi  un  Mémoire  intéressant  de  M.  H.  Poincaré  :  Sur  cer- 
taines solutions  particulières  du  problème  des  trois  corps  (^Bulletin  astronomique,  1. 1, 
p.  65)  ;  l'auteur  montre  qu'il  y  a  une  infinité  de  positions  et  de  vitesses  initiales 
telles  que  les  distances  mutuelles  des  trois  corps  soient  des  fonctions  pério- 
diques du  temps;  les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  se  trouvent  remplies 
approximativement  dans  le  système  formé  de  Saturne  et  de  deux  de  ses  satel- 
lites, Titan  et  Hypérion. 

Si  nous  avions  voulu  faire  un  exposé  complet  de  tous  les  travaux  importants 
qui  se  rapportent  au  problème  des  trois  corps,  nous  aurions  dû  parler  du  cé- 
lèbre Mémoire  de  Jacobi  Sur  l' élimination  des  nœuds  dans  le  problème  des  trois 
corps  (^Journal  de  Mathématiques,  t.  IX,  i844)-  Dans  ce  Mémoire,  Jacobi,  qui 
n'avait  certainement  pas  connaissance  du  travail  de  Lagrange,  arrive  pour  le 
problème  à  une  réduction  analogue;  il  lui  reste  à  intégrer  un  système  formé 
de  cinq  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  d'une  autre  du  second, 
et  à  effectuer  ensuite  une  quadrature. 

Nous  devrions  parler  aussi  d'un  beau  Mémoire  de  M.  J.  Bertrand  {Journal  de 
Mathématiques,  t.  XVII,  1832),  de  la  tbèsc  de  M.  Bour  {Journal  de  l'École 
Polytechnique  y  XXXVP  Cahier),  des  recherches  intéressantes  de  M.  Radau, 
Sur  une  propriété  des  systèmes  qui  ont  un  plan  invariable  {Journal  de  Mathé- 
matiques, 1^  série,  t.  XIV,  1869),  etc.;  mais  nous  sortirions  ainsi  des  limites 
que  nous  nous  sommes  imposées. 
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CHAPITRE  IX. 

MÉTHODE  DE  LA  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES.  -  VARIATION 
DES  ÉLÉMENTS  CANONIQUES.  —  ÉLÉMENTS  OSCULATEURS.  -  VARIATION 
DES  ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES. 


Puisqu'il  n'y  a  pas  lieu  de  songer  à  intégrer  rigoureusement  les  équations 
différentielles  du  mouvement  des  planètes,  même  quand  ces  planètes  se  réduisent 
à  deux,  on  a  recours  à  des  méthodes  d'approximation  répondant  aux  besoins  de 
l'Astronomie,  sinon  pour  toutes  les  époques,  du  moins  pour  un  assez  grand 
nombre  de  siècles;  l'une  d'elles,  la  plus  fréquemment  employée,  est  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Avant  de  l'exposer,  nous  allons  dé- 
montrer un  théorème  important. 

59.  Considérons  le  système  canonique  suivant  de  ih  équations  différen- 
tielles 

.  .  dqi      <^H  dpi  <?H 


où  l'on  a 


dt         âpi  dt  dqt 


H  =  F(/,  qi,q^,  .  .  .  ,  q,,\  Pu  Piy  ■  ■  -,  Ph)- 


Supposons  que  l'on  ait  suivi,   pour  intégrer  ces  équations,  la  méthode  de 
Jacobi;  on  aura  donc  d'abord  réussi  à  trouver  une  solution  S  de  l'équation 


^  A  (?S     dS  dS  \ 


contenant  h  constantes  arbitraires  a,,  a,,  ...,  a^,  sans  compter  celle  que  l'on 
peut  toujours  ajouter  directement  à  S;  on  a  vu,  dans  le  n°  6  de  l'Introduction, 
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que  si  l'on  désigne  par  (3,,  ^^^  -••■>  Pa»  ^  nouvelles  constantes  arbitraires,  les 
intégrales  générales  des  équations  (i)  seront  données  par  les  formules 

qui,  résolues  par  rapport  aux  variables  p  et  r/,  fournissent  des  expressions  de 
cette  forme 


(3) 


qi  =  (^i{t,  oci,  as,  .  .  .,  a,r,  (Sj,  ^^,  .  .  .,  [3/,), 
Pi='\>i{t,  «i,  «2,  •  •  -1  «a;  Pi,  [So,   •  .  .,  P/t)- 


Les  équations  (i)  doivent  être  vérifiées  identiquement  par  ces  valeurs  de  pi 
et  qi;  ainsi,  les  relations 

dont  les  seconds  membres  sont  supposés  aussi  exprimés  à  l'aide  de  /  et  des  2/1 
constantes  arbitraires  a,  et  [3,,  doivent  avoir  lieu  quelles  que  soient  ces  quan- 
tités oci  et  p^. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  intégrer  ce  nouveau  système  cano- 
nique de  2  A  équations  différentielles 

dq,_d{'a-R)        'dp,_      (J(H-R) 
(^>  ^-       df/.,      '        -JF- d^—^'        (^-1,2,  ...,/0, 

qui  ne  diffère  du  précédent  qu'en  ce  que  la  fonction  H  y  est  remplacée  par 
H  —  K,  R  désignant  une  certaine  fonction  de  t  et  des  2  A  variables  /?,  et  ^,. 

Il  est  naturel  de  chercher  à  tirer  parti  de  l'intégration  déjà  faite  des  équa- 
tions (i).  On  retient,  pour  résoudre  le  nouveau  problème,  les  mêmes  expres- 
sions analytiques  (3)  des  variables  pi  et  qi,  mais  en  y  considérant  les  2  h  quan- 
tités a  et  p,  non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  de  nouvelles  variables 
que  l'on  déterminera  convenablement;  cela  revient  à  faire  un  changement  de 
variables,  et  la  méthode  indiquée  reçoit  le  nom  ^ç,  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires.  On  tirera  maintenant  des  formules  (3) 

dqj_  _d^        ^  fdqj^  dacj        dgi  d^j 
dt   ~   dt        Zd  \dy.j    dt         â^j    dt 


)• 


dt  ~   dt       ZêL  \àoLj    dt        d^'j    dt 
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En  substituant  dans  (5),  il  viendra 


i  =  h 


dt 

àR^^  (dqt 

dpi  ^  ^  \d^.J 

dx,        dqt  d^i\ 
dt         d<^j    dt  )  ~ 

dR 

dpi' 

dt 

dqt       ^^  \<^^j 

daj        dpi  d^j\  _ 
dt         d^j    dt  )  ' 

dR 

"^  dqt' 

ces  équations  se  simplifient  eu  égard  aux  relations  (4)  qui,  ayant  lieu  iden- 
tiquement, sont  encore  vérifiées  lorsque  les  quantités  a  et  (3  sont  variables,  au 
lieu  d'être  constantes.  On  trouve  ainsi 


/=/' 


dR  -^  fdqt  diXj         dqt  d^j 

~  ^t~^  ^  \dô(^j    di  "*"  'd^j  'dt 
(6)  {  J.~^*  }         (^'=1,  2,  ...,h). 


1 


t- 


dqt       ^  \àocj    dt         d^j    dt  ) 

7  =  1 

On  a  là  un  système  de  ih  équations  renfermant  au  premier  degré  les  ih  in- 
connues  ^,-.-,^,  —,...,—. 

La  résolution  de  ces  équations,  que  nous  allons  faire  par  un  procédé  indirect, 
fournit  pour  les  inconnues  des  expressions  d'une  simplicité  remarquable. 

Les  équations  (2)  coïncident  avec  les  équations  (a)  et  (6)  du  n**  8  de  l'Intro- 
duction; on  peut  donc  appliquer  les  relations  (e),  (f),  (g),  (h)  de  ce  même 
numéro,  ce  qui  permet  d'écrire  ainsi  les  formules  (6), 

;  *  j  =  h 

(7)  >.     ;:;, 


dpt       ^  \àpi    dt  dpt    dt 

7  =  1 

dR  _  y'  /dgy  doj^  _  dxj  d^j\ 

dqt       -^  \àqi    dt  dqt    dt  / 


;  =  • 


OÙ  les  dérivées  partielles  -^^  -^~,  ~,  -s—  supposent  que  l'on  a  résolu  les 

équations  (2)  par  rapport  aux  quantités  a  et  p. 

Supposons  maintenant  que,  dans  les  formules  (3),  on  attribue  aux  quantités 

a,,  .    . ,  a^,  [3,,  . .   ,  p^  des  variations  infiniment  petites  arbitraires  §a, Sa^, 

Sp,,    . .,  S|3yi,  sans  toucher  au  temps/;  il  en  résultera  pour/?,,  .. .,  p/,,  q^,  . .. ,  q/^ 

des  variations  correspondantes  et  faciles  à  calculer;  R,  qui  est  une  fonction  de  / 

et  de/?,,  ...,pf^,q^,  ...,  ^^,  prendra  aussi  une  variation  correspondante  SR,  et 

T.  —  I.  21 
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l'on  aura 


i  =  h 


^«=2(f/'"-l|^^4 


d'où,  en  remplaçant  -^  et  ^  par  leurs  valeurs  (7), 


^« = 22  [(t  *^- 1  ^^'^  t  -  (^  ^/'- lî  ^^.)  t] 


ou  encore 


j  i  ;  ' 

mais  on  a  évidemment 


^{^,'^'-'Û'^)='^'- 


Il  vient  donc 


dpi  àqt 


'^=1{^'^^- 


dt        ^ 


1 


Or  on  peut  calculer  autrement  §R,  en  remplaçant  d'abord  dans  R  les  quanti- 
tés^ et  q  par  leurs  expressions  (3);  R  devient  ainsi  une  fonction  de  t  et  des  2  A 
quantités  a  et  [3,  et  l'on  aura 


'^=I.{w^'^'à'^) 


Cette  expression  de  SR  doit  être  égale  à  la  précédente,  quelles  que  soient  les 
2  A  variations  §ay  et  5(3^,  qui  sont  indépendantes  les  unes  des  autres.  On  en 
conclut 

(^^  ^-w;     -dt—^;     (y-i,2,  ...,/o. 

Ces  équations,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  supposées  con- 
nues de  t  et  des  quantités  a  et  p,  détermineront  les  nouvelles  variables  dont  les 
expressions  devront  être  ensuite  substituées  dans  les  formules  (3)  pour  obtenir 
les  valeurs  cherchées  des  inconnues /?<,  p^,  . . . ,  q^,  q^,  . .  . .  Les  équations  (8  ) 
ont,  comme  on  le  voit,  la  forme  canonique.   Si   l'on  avait  intégré  les  équa- 
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tiens  ([)  par  une  méthode  autre  que  celle  de  Jacobi,  les  constantes  arbitraires 
ainsi  introduites,  devenues  variables  pour  l'intégration  des  équations  (5),  au- 
raient dépendu,  en  général,  d'équations  plus  compliquées  que  les  équations  (8), 
et  qu'il  aurait  fallu  former  et  calculer  dans  chaque  cas,  suivant  la  nature  de  la 
fonction  E  =  ¥(t,  q^,  q^,  ■  -  ■ ,  qh'^ Ptf  P2^  •  •  ->  Ph)-  Le  grand  avantage  que  pré- 
sente la  méthode  de  Jacobi,  c'est  que  l'on  peut  écrire  immédiatement  les  for- 
mules (8). 

60.  Appliquons  les  résultats  précédents  à  la  détermination  des  mouvements 
des  planètes.  Soient^,  y,  s;a7,,  j,,  z^\  ...  les  coordonnées  des  planètes  P, 
P,,  . . .  ;  m,  mj,  . . .  leurs  masses,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour  unité;  les 
équations  différentielles  du  mouvement  de  la  planète  P  sont,  comme  on  l'a  vu 
au  n°  18, 

d^x  X  dR 

;^+ff^73  — ^' 


d- z  z   dR 


où  l'on  a 


m,         r'^=ix^-}ry^ 


(9) 


\yJ{x-x,y-r{y-y,Y+{z-z,Y  -    '1  J 

En  supprimant  R,  on  a  les  équations  différentielles  du  mouvement  elliptique. 


(6) 
Posons 

dx  ,  dy         ,  dz 

dt  '  dt       -^  '  dt 

T  fn 

H  — T-U; 

en  remarquant  que  R  ne  contient  que  x,y,  z,  et  le  temps  t  qui  sera  introduit 


d'x       .     X 

1    dt^         '^  r^ 

i  d^z        .     z 

dx 

dt  " 

-^'          dt-^'          dt 

T=r 

2  ^ 

r'^  +  z'^),      u  =  ^, 
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par  Xf,  y^,  Zf,  .    . ,  mais  ne  renferme  pas  x',  y' ,  z',  nous  pourrons  écrire  comme 
il  suit  les  équations  (a)  et  (b)  : 


(«) 


((3) 


dx  _      <)(H  — R)  df  _      (J(H-R) 

(i/   ~  dx'       '  ci'^  ~       """  dy' 

dx' _      <j(H  — R)  ^j'_      d(H  — R) 


idx_m  dy  _    m 

\   dt  ~       dx''  dt  ~"       dy' 

\    dt  dx  dt  ÔY 


dz 

(?(H-R) 

dt 

dz' 

dz' 

(?(H-R) 

dt  ~ 

dz 

dz 

dR 

di 

dz'' 

dz' 

dn 

dt  ^ 

dz 

On  voit  que  les  formules  (a)  et  ([3)  coïncident  avec  les  formules  (5)  et  (i)  du 
numéro  précédent. 

Or,  dans  le  Chapitre  VII,  on  a  intégré  par  la  méthode  de  Jacobi  les  équa- 
tions (Z>),  ou  leurs  équivalentes  (P);  on  a  introduit  ainsi  six  arbitraires  canoni- 
ques a,,  aa,  ag,  (3^,  ^^,  {^g,  dont  la  signification  géométrique  a  été  précisée,  et 
sera  rappelée  dans  un  moment.  Il  en  est  résulté,  pour  les  intégrales  générales 
des  équations  (j3),  des  expressions  de  cette  forme 

j  a?  =  9i(^,  ai,a2,  a3,  [3i,  (32,  Ps),  J  =  ?2>  ^  =  93, 

^'^^        \     I       ^^        \    I  f  a     a     a  \  ,       dy  ,       dz 

M^  =  ;^y  ='fi(^>a„a2,  «3,  [3i,(3,,  jSs),         /=  — =(];2,  z' —.  ~  ■=:  <]^^. 

Cela  posé,  d'après  la  méthode  indiquée,  quand  il  s'agit  d'intégrer  les  équa- 
tions (a),  on  conserve  pour  x,  y,  z,  x' ,  y' ,  z'  les  mômes  expressions  analy- 
tiques (y);  mais  alors,  a,,  a^,  ol^,  [3,,  [^a,  ^3  seront  de  nouvelles  variables,  et 
nous  savons,  par  le  numéro  précédent,  que  nous  aurons  les  six  équations  cano- 
niques 


(à) 


où  l'on  doit  supposer  que  R  est  une  fonction  de  t,  cCf,  oc.,,  a.^,  p,,  ^j»  Ps»  obtenue 
en  remplaçant,  dans  (9),  x,y,  z  par  leurs  expressions  (y). 

Ces  expressions  n'ont  pas  été  développées  dans  le  Chapitre  VII;  mais  elles 
sont  une  conséquence  des  formules  (d)  du  n°  32  et  (g)  du  n°  41,  formules  que 


dui 

dR 

dixz 

dR 

da^ 

dR 

dt   "~ 

d^' 

dt  ~ 

à^,' 

dt 

d^^' 

d^_ 

dR 

d^,_ 

dR 

d^s__ 

dR 

dt 

doci' 

dt 

da,' 

dt 

àocs^ 
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nous  allons  écrire  de  nouveau,  pour  plus  de  clarté  : 
Iç 

k  =  y'f/ji,  /i  rr:  — ,  u  —  6  sin  Uzzz  nt  ~\-  z  —  m, 

a} 

V  —  M  / 1  +  e  u 

(d)  ,   r  =a{i-ecosu),  tang  — —  =  i/ -^— ^  tang  -  , 

X  rr=ir  [cos9cos(p  —  9 )  —  sin 9  sin  ( p  —  0)  costp], 
7  =  r  [sin0cos(t'  —  9)  -i-  cos9sin(p  —  Q)  cos©], 
z  = /■  sin((-'— 9)  sincp; 


{g) 


o(.i^=-  ksja{\  —  e^)coscp,  ot.t^=ik^a{i  —  e^), 


[3.=         — yj.-^''  (^2=^'  [33  =  ^-^. 


Il  suffit,  en  effet,  d'éliminer  les  quantités  a,  e,  ...  entre  (d)  et  (g)  pour  ob- 
tenir la  première  série  des  formules  (y),  la  seule  que  nous  utiliserons;  on 
trouverait  celles  de  la  seconde  série  en  différentiant  les  expressions  de  x,  y,  z 
sans  faire  varier  les  éléments. 

Pour  l'intégration  des  équations  (a),  on  devra  considérer  les  éléments  a, 
p,  ...  ou  a,  e,  ...  comme  variables,  et  l'on  obtiendra  les  équations  différen- 
tielles correspondant  aux  variables  a,  e,  ...  en  remplaçant  dans  (S)  les  élé- 
ments canoniques  par  leurs  expressions  (g)  en  fonction  des  éléments  employés 
par  les  astronomes.  Ce  calcul  sera  fait  plus  loin.  En  somme,  les  éléments  cano- 
niques n'auront  servi  que  d'intermédiaires  permettant  d'écrire  immédiatement 
les  équations  (§). 

Ce  qu'il  faut  retenir,  c'est  que  les  expressions  de  se, y,  z,  x' ,y\  z'  sont  de  la 
forme 

j  jr  =$i(^,  a,  e,  .  .  .),  y  —  ^>,{t,  a,e,  .  .  .),  z  =  (t^{t,  a,  e,  . .  .), 

^'°^      j  x'=^|=W,(^,a,  e,...),    y=^=W,{t,a,e,...),     z'=^  =W,{t,  a,e,...), 

qu'il  s'agisse  des  équations  (|3)  ou  des  équations  (a);  seulement,  les  quantités 
a,  e,  ...  sont  constantes  dans  le  premier  cas,  variables  dans  le  second. 

61.  Supposons  que  l'on  connaisse  les  expressions,  fonctions  du  temps,  que 
l'on  doit  mettre  dans  les  formules  (lo)  à  la  place  de  a,  e,  . ..  pour  représenter 
le  mouvement  de  la  planète  P  ;  soient  «„,  e^,  ...  leurs  valeurs  à  une  époque  dé- 
terminée et  d'ailleurs  quelconque  t^.  Remplaçons  dans  (lo)  a,  e,  ...  par  a^, 


dx 

dx 

dy  _  dy 

dz 

dz 

dt 

"  dt' 

dt        dt  ' 

dt  " 

"  dt 
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<?„,  . . . ,  et  désignons  par  x,  y,  z  ce  que  deviennent  a^,  y,  ^  ;  il  viendra 

j     \  =  <5>i{t,ao,eo,  .  .  .),  y  =*ifi{t,ao,eo,  .  .  .),  z  =(l)s{t,  a^,  e^,,  .  .  .) , 

on  aura  visiblement,  pour  i  =  ^0, 

(12)        \  =  x,        y  =  y,        z  —  z, 

Les  formules  (11)  représentent  le  mouvement  elliptique  d'une  planète  fictive 
de  masse  m,  qui  aurait  à  l'époque  t^  même  position  et  même  vitesse  que  la  pla- 
nète P,  et  qui  ultérieurement,  dans  chacune  de  ses  positions,  serait  soumise 

seulement  à  l'attraction  du  Soleil,  — ^-^ -• 

Les  éléments  «o>  ^o»  •  •  •  sont  appelés  les  éléments  oscillateurs  de  l'époque  ?o  ;  ce 
sont  donc  les  éléments  de  l'orbite  elliptique  invariable  que  décrirait  la  pla- 
nète P,  si,  à  partir  de  l'instant  ^0»  elle  cessait  d'être  attirée  par  les  autres  pla- 
nètes P,,  P2» On  pourra  les  calculer  par  les  formules  du  n"  38,  connaissant 

les  valeurs,  pour  l'époque  ^0»  des  coordonnées  x^^,  jo,  Zç^,  et  des  composantes 

(777)  '  (^)  '  (777)  ^^  ^^  vitesse.  Si  donc  le  mouvement  de  la  planète  était 
connu,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  calculer  les  divers  systèmes  d'éléments 
osculateurs  qui  correspondent  aux  époques  /o»  ^ 


Soient  {fig-  18)  PqG  l'orbite  de  la  planète,  Pq  sa  position  et  P(,Ao  =  ¥„  sa 
vitesse  à  l'époque  /o>  P  sa  position  au  temps  t-,  soient  P^C  l'orbite  elliptique  de 
la  planète  fictive  considérée  plus  haut,  P'  sa  position  au  temps/;  supposons  que 
l'intervalle  t  —  t^  soit  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre.  On 
pourra  calculera?,/,  z,  coordonnées  du  point  P,  et  x,  y,  z,  coordonnées  de  P', 
par  la  formule  de  Taylor  : 


dx-^ 
dt  J 

'0     I 

/d^x\  {t-t„y- 

\dt')o       1.2 

dx^ 

dt   y 

'0     J 

/d'x\   (t-toY 

\dt'J,          1.2 

+ 
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on  aura,  à  cause  de  (12), 

et,  en  ayant  égard  aux  formules  (a)  et  (b), 

on  aura  des  formules  semblables  pour  les  différences  y  —  y,  z  —  z;  si  l'on  re- 
marque que  les  quantités  (y-)  '  (-j-)  '  (^)    contiennent  dans  chacune  de 

leurs  parties  l'un  des  petits  facteurs  numériques  m<,  ma,  .  . ,  on  voit  que  la  dis- 
tance des  points  P  et  P'  sera  infiniment  petite  du  second  ordre,  à  cause  du 
facteur  (t  —  toY,  et  qu'elle  sera  plus  petite  encore  à  cause  de  la  présence  des 
facteurs  m,  ou  m^,  . ..  ,  dans  le  coefficient  de  (t  —  t^y.  On  pourra,  pour  un 
intervalle  de  temps  suffisamment  petit,  remplacer  le  mouvement  de  la  planète 
de  Po  en  P  par  celui  de  la  planète  fictive,  sur  l'arc  d'ellipse  PqP'.  C'est  donc  le 
problème  des  deux  corps,  dont  la  solution  est  bien  connue,  qui  sert  en  quelque 
sorte  d'élément  infinitésimal  pour  aborder  le  problème  du  mouvement  d'un 
nombre  quelconque  de  corps. 

Définitions.  —  Le  mouvement  de  la  planète  P  sur  son  orbite  PqC  est  appelé  le 
mouvement  troublé;  on  peut  dire  que  ce  mouvement,  qui  serait  elliptique  si  les 
autres  planètes  n'existaient  pas,  est  troublé  par  la  force  dont  les  composantes 

sont  ^5  -^j  -j^j  que  l'on  nomme  force  perturbatrice  ;\2l  fonction  Rest  elle-même 

nommée  fonction  perturbatrice.  Les  différences  ^c  —  x,  j  —  y,  z  —  z  sont  appe- 
lées les  perturbations  des  coordonnées;  les  différences  a  —  a^,  e  — e^,  ...  sont 
elles-mêmes  les  perturbations  des  éléments.  Enfin,  la  partie  de  la  Mécanique 
céleste  qui  a  pour  but  le  calcul  des  perturbations  reçoit  le  nom  de  Théorie  des 
perturbations. 

Remarque.  -  Soit  C  =  y^(x,y,  ^'^  ~dt^  ~^t^  cff)  ^"^  intégrale  première  des 
équations  différentielles  du  mouvement  elliptique;  G  sera  donc  une  certaine 
fonction  des  éléments  elliptiques;  on  aura  la  même  relation  dans  le  mouvement 
troublé,  pourvu  que  l'on  remplace  dans  G  les  éléments  par  leurs  valeurs  varia- 
bles à  l'époque  t.  Gela  est  évident  si  l'on  se  reporte  aux  formules  (ii)  qui  re- 
présentent le  mouvement  elliptique  ou  le  mouvement  troublé,  suivant  que  l'on 
y  suppose  les  éléments  constants  ou  variables. 

62.  Il  nous  reste  à  conclure  des  formules  (S)  celles  qui  donnent  les  dérivées 
des  éléments  elliptiques  a,  e,  cp,  G,  cr,  £. 
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Pour  y  arriver,  nous  résoudrons  les  équations  (g)  par  rapporta  ces  éléments, 
ce  qui  nous  donnera 


A-' 


(i3) 


a  -— j 


coso  =  —  ) 

\  «3 


B  ^--  [3,, 

m  =  (32 +[33, 


(3i 


e  r-=[3,  +  p,+  p(-2a,) 


Nous  aurons  d'abord 


et 


da 

~di  ~ 

de  «3 

di~'k'' 


dy.^ 
~~dt 


4-  2a, 


sincp 


d<^  _°'^ 'dt   "  ""' ~dt 
dt  (x\ 


dB^_d^ 
dt        dt 

dxs c?(32       d^^ 

dt        dt         dt 

dz  _  û?(32       <^[33         I 


|«f[3. 


Wfc  M[J2      ,      "K3      ,        ^     (  o  or    ^2   "-"t^l    _     "     a    i'  _  9  a    ^ 

:77  — -:7r  +  ^77- +  TTi  (  ~  2  ai  )    -j- -rjPil      2a,j 


,4  diXi 


dt         dt 


dt 


dt 


dt  ' 


d'où,  en  tenant  compte  des  formules  (§)  et  {g). 


(•4) 


da 
di 


2a^  ôR 


de  _    a\J\  —  e^ 
~di 


k^e 


(icp  


^^   ~  AVa(i-e2)  sincp  \^°^^  ^^l^s       <?[32/ 


dB  _ 

()R 

^«2 

t/cor 

^R 

dR 

rf^ 

~      doL, 

d<X3 

dt 
dt    " 

_^R_ 

dR 

±  àR  _Sa  ôR 

J  doc,         k^  ^'      "^^  â^, 
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On  tirera  ensuite  des  formules  (i3) 


169 


■^  a' 

ôR        m  ôR       dR 

d^2  ~  àe  ~*"  drn^  de' 

^  _  ^R  ^R 

d^i       dcT  de 

dR 

d(Xi       2(x^^  âa    '    k'*e  de 


k^-    ÔR        a\    ÔR       3(3,        ,.{àR 


-iO^dR        a  \  —  e^  dR       Sa      _     ^R 
k^  "d^'^  k'       e       de        k^  ^^      '^'  ds  '' 


dR 

doCi 

dR 


dR 


2  a,  a,  dR 


I dR 

ksja{i  —  e2)sin9   ^9 

I      «9  dR 


e     k'*     de        sinç  a|   ^9 


I      J  i  —  e^  dR  I 

^  H = 


coscp 


dR 


k\/a        e         de        k\Ja  \Ji  — e- sino^    à^ 


dR 


En  portant  ces  valeurs  des  dérivées  partielles  -rg-j 
et  réduisant,  il  vient 


dans  les  formules  (i4) 


{h) 


\  da 
dt  ~ 

dB  __ 
~dt  ~ 

dw 

_  1    dR 

'  na  de 

I                dR 

_ __ — , 

na^\Ji  —  e-  sin9  ^9 

^•'"^2       dR       s/^-e^dR 

~~ ^~  +  z ^; —  ' 

dï 

1 

na^six  —  e''  C?          '^«'e      de 

\  ^^  _ 
dt 

dt   " 

1?- 

v/i      e^  ÔR        1 5  r      \/i      e^  dR 

-~ 5 —  3 \^i~e^ ^-5 Y-' 

na-e     drs       ^                    na'-e          de 

I               dR              "^2      (dR       dR\ 

«aVi  — e^sincp  Cf        waVi  —  e'  \Cst        de/ 

9 

-î     /îR                «^""b  „       ^D                            ,         /.         „2    -90 

■   -\ : \-d\  —  eP-  * ^ 

dt 

na  da        na^Ji  —  e^à(9                            na^e         de 

On  a  remis,  pour  abréger  l'écriture,  n  au  lieu  de 
T.  -  I. 


22 
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Ces  formules  (A)  sont  la  base  fondamentale  des  théories  des  mouvements 
des  planètes;  elles  contiennent  en  germe  toutes  les  propriétés  de  ces  mouve- 
ments. 

63.  Nous  allons  présenter  à  leur  sujet  quelques  observations. 

On  peut  partager  les  éléments  en  deux  groupes,  0,  trr,  £  d'une  part,  a,  e,  (p  de 
l'autre;  les  trois  éléments  du  premier  groupe  expriment  des  longitudes;  leurs 
dérivées  par  rapport  au  temps  ne  contiennent,  comme  le  montrent  les  for- 
mules (A),  que  les  dérivées  partielles  de  R  prises  par  rapport  à  un  ou  plusieurs 

des  éléments  du  second  groupe;  la  réciproque  a  lieu  pour-^>  -j'^^    ^ 


dt     dt        dt 


Le  coefficient  de  -5—  dans  l'expression  de  -.-  peut  s'écrire 


/■  —  ^2 


V 


na' 


\/^ 


donc,  si  e  est  une  petite  quantité  du  premier  ordre,  et  c'est  le  cas  général,  le 
coefficient  en  question  sera  une  petite  quantité  du  même  ordre,  malgré  le 
diviseur  e  qu'il  paraissait  contenir  tout  d'abord. 

Mais  ce  petit  diviseur  e  existe  bien  réellement  dans  les  formules  qui  donnent 

^  6t^;  dans  certains  cas  il  en  peut  résulter  des  inconvénients  sérieux;  on  les 

évite  en  posant 

(i5)  h^=zesinm,         l=^ecos,m, 

et  remplaçant  les  variables  e  et  cr  par  h  et  /;  on  trouve  d'abord 

'  dh  .        de  dm 

--77=     smrrr -7-  -hecosM -rr , 
dt  dt  dt 

dl  de  .        dm 

-j-   =--    coscT -^   — esmcj-;-) 
dt  dt  dt 

dR  .       dR  dR 

de  dh  dl 

dR  dR  .        dR 

dm  dh  dt 

après  quoi,  en  tenant  compte  des  expressions  {h)  de  -^  et  --;  et  réduisant,  on 


dh 

I     ^R 

dl 

I     (?R 

dt  " 

na^   dl  ' 

dt  ~ 

na^  dh 
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trouve 

[dh_     \/i—h^  —  F-dR     \/\—lf-  —  l'  h  dK  ^^^"^2        dR 

ydt^  na^'  dl  na^  j^Jj^/iî^p  as       na^Ji—h^—l'  ào  ' 

('6)     { 

dl  _     s/T^^^IiT^dR      sji-^h^-l^  l dK  ^^"^ 2        m 

dt  ^  no"  dit  na-         j+y/i_/i2_/2  de       na^^\  —  h^—l^  à(? 

On  verra  plus  loin  que  l'on  substitue  à  la  fonction  R  un  développement  dont 
les  divers  termes  sont  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  des  orbites;  on  apercevra  dès  lors  aisément  que,  si  l'on  con- 
sent à  négliger  de  petites  quantités  d'un  ordre  supérieur  de  deux  unités  à  celui 
des  quantités  conservées,  l'excentricité  étant  regardée  comme  du  premier  ordre, 
on  peut  alors  réduire  les  équations  (i6)  aux  suivantes,  qui  sont  très  simples  : 


U7) 


De  même,  les  valeurs  de  ^  ^t  de -^  peuvent  être  sujettes  à  des  difficultés 

si  9  est  petit,  ce  qui  arrive  le  plus  souvent;  on  les  évitera  en  faisant,  par  une 
transformation  analogue  à  la  précédente, 

(18)  /?  =  tangcp  sin©,        ^r  =tang9  cos^, 

et  remplaçant  9  et  Q  par  les  nouvelles  variables  petq. 

On  trouvera 

dp  .  dô        s\n9    d<s) 

-7-  =      tangcp  CCS 5  -7-  +  — ^ -y 

dt  ^^  dt       008^9   dt 

dq         •  .    ^  dQ        cos  Q  do 

-r  —  —  tang©  smy-7 — \-  —z /  > 

dt  "^  dt       008^9  dt 

dR      ^  .  (?R      ,  .    .  <?R 

-^  =lang9  cos9  ^  -  tang9  sinô  ^; 

()R_   sin^   dR        cos  6  dR 
(?9       cos^9  dp       cos^9  ^q 

I  dp^  _      I m p /dR       ^\ 

1  ^'  na^Ji e*  cos'®  ^9  •,  / 7  ,9   \à^         de  J' 

I  «a  V  i    _  e   uu»  9     ï  2  . / ,  _  ^2  pos  m  r.os^  I    ^  / 


('9) 


ina^sli  —  e'cos9COS^- 
'  ^2 


dq  _  I  .  ^R  7  /(?R      <?R 


V*  V.V/0  Y     /-        ina/'Sj V — e^cos9COS*- 
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Si  l'on  consent  encore  à  négliger  des  quantités  d'un  ordre  supérieur  de  deux 
unités  à  celui  des  quantités  conservées,  l'inclinaison  cp  étant  considérée  comme 
du  premier  ordre,  on  peut  se  borner  à 

(20)  , 


dp                 1 

^R 

dq                     I 

dR. 

<^t  ~  na^sjT 

_e2   aq 

dt            na}  {V- 

_e2  dp' 

si  e  est  petit  en  même  temps  que  9,  on  pourra  même  prendre  plus  simplement 

dp I     <?R  dq I     dR 

^     '  dt  ^  nd^  dq^  dt  na^  dp  ' 

on  voit  l'analogie  de  ces  formules  avec  les  formules  (17). 

^    ^ ■  ^  -    "  )    ^' 4  ^  ='  -^  r  /;" /  >"  -.  /o^ / f  f  ''^    f     f. 


(HmU.  -,       -^  L>^!,Ut{ 


!U^^ 
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VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES.  —  MÉTHODE  DE  LAGRANGE. 


64.  Les  formules  (h)  du  n°  62  permettent  de  résoudre  toutes  les  questions 
relatives  au  mouvement  des  planètes;  nous  les  avons  obtenues  par  la  voie  qui 
nous  a  paru  la  plus  directe.  Mais  nous  croyons  ne  pouvoir  nous  dispenser  de 
reproduire  l'analyse  employée  pour  arriver  aux  mêmes  formules  par  Lagrange, 
qui  doit  être  considéré  à  juste  titre  comme  le  créateur  de  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  mis  les  équations  différentielles  du 
mouvement  de  la  planète  P  sous  la  forme 

dx       ()(H  — R)_  du,'       d(H  — R)  _ 

dt  dx'        ~  "'  dt  dx         ~  ^' 

,  dy       ^(H  — R)  dy'       ()(H  — R) 

dz        (?(H    -R)  dz'        <?(H  — R) 

dt  dz'  '  dt  dz 

Lagrange  considère  d'une  manière  plus  générale  les  ih  équations 


(«) 


12  est  une  fonction  donnée  quelconque  de  t,  ^,  j,  ...,  oc',  y\  ...;  il  en  est  de 
même  des  quantités  X,  Y,  . . . ,  X',  Y',  ...  ;  le  nombre  h  des  groupes  de  deux  équa- 
tions associées  peut  être  quelconque. 


dx 

dQ. 

dx' 

d^ 

—  \' 

=  0, 

+ 

+-X: 

=  0, 

dt 

dx' 

dt 

dx 

dy 
dt 

dy' 

-Y' 

=  0, 

dt 

+ 

d^ 
dy 

-J-Y: 

rro, 
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Concevons  qu'on  ait  réussi  à  intégrer  rigoureusement  Je  système  suivant, 
que  l'on  déduit  du  précédent  en  y  supposant  nulles  les  quantités  X,  Y,  .... 

X%  Y',  .... 

(b)  i  ^  _  ^  -  ^'        ^  _ 

dt        df"'''  dt~^dy~'^' 


On  aura  donc  obtenu  des  expressions  de  ^,  j,  ...,  x\y  ...  fonctions  de  t  et 
de  2 A  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  ...,f,  g,  vérifiant  identiquement  les  équa- 
tions (b),  quelles  que  soient  ces  constantes  arbitraires;  écrivons  ces  expres- 
sions 

(i)  œ=^(l}i{t,a,  b,  ...,  §^),         œ'  =  Wi{t,a,  b,  ...,  g),  .... 

On  va,  pour  représenter  les  intégrales  des  équations  (a),  conserver  les  mêmes 
expressions  analytiques  (i)  de  oo,  œ' ,   ...;  seulement  on  regardera  a,  b,  ...,  g 
non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  de  nouvelles  variables. 
On  aura,  dans  cette  hypotbèse, 


dx 

dx 

dx 

da. 

dx 

dh 



— - 

_l 

A ■ 

-1- 

dt 

ôt 

da 

dt 

^  db 

dt 

dx' 

dx' 

dx' 

da, 

dx' 

dh 

dt 

~  dt 

da 

dï 

^^b 

dJ 

+  ...  , 

Portons  ces  expressions  dans  les  équations  {a)  et  remarquons  que  l'on  a 

{  dx  _d^  _  dx'      d^_ 

(2)  Tt      d^'~'^'        Tt  '^dx~°' 


puisque  les  formules  (i)  substituées  dans  les  équations  (b)  doivent  donner  des 

résultats  nuls,  quelles  que  soient  les  quantités  a,  b,  . . .,  constantes  ou  variables  ; 

il  viendra 

dx  da      dx  db      dx  de 
da   dt       db  dt       de    dt 


X'=o, 


àfda^didb_^dydc^     ._Y': 
da  dt       db   dt       de    dt 


dx  da      dx  dh      dx'  de  ^ 

-V—  -; — 1-  ^TT — ; — 1 — ^ ;-+,..+  A  =  o, 

da  dt       do  dt        de  dt 

dy'  da       dy'  db       dy'  de  ^^ 

_îi j ■-. _] ■/- j_  ____(_  Y  =:  O 

da  dt       db  dt       de  dt      '  '  '  ' 
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Ces  ih  équations  contiennent  au  premier  degré  les  ih  inconnues  -;n^  zr>   '  ^  zffl 


Lagrangc  les  combine  en  les  multipliant  respectivement  par  —   .— , .-; 

+  .— ;  +  -,->•••;  -77  disparaît,  et  il  vient 
aa  ôa  dt         ^ 


«:3) 


db  f  dx  dx'  dx  dx'  dy  dy'  à  y  dy' 

dt  \da   db  Ob    da  da  db  ôb  da 

de  f  dx  dx'  \  Y  ^"^  Y^-^  Y'^"^'       V'^'^' 

dt  \da   de  '  '  '  )  da  da       '  '  '  da  da 


o. 


Posons 

da  da  da  da 

,e,  ..      ,  ^       dx  dx'      dx  dx'      dy  dy'      dy  dv' 

aa   db       db  da        da  db       db  da 

introduisons  des  quantités  analogues  R^,  ...,  R^;  [«,  c],  ...,  [«,^];  [^,  «], 
[Z»,  c],  ...,  qui  seront  fournies  par  des  formules  se  déduisant  immédiatement 
de  (4)  et  (5),  et  l'équation  (3)  nous  donnera  la  première  des  relations  ci- 
dessous 

\  db  de  r         n  ^^       T» 

\  da  de  n       -idff       -r, 

(6)  ;[^«]^, +[^^]^+---+[^^]J+R.  =  o, 


65.  Les  quantités  [a,  è],  [a,  c],  ...,  [è,  c],  ...,  introduites  par  Lagrange, 
jouissent  de  propriétés  importantes. 
En  premier  lieu,  on  a 

[a,a]  =  [b,b'\=.  .  .=  [g,  g'\=.o', 

cela  résulte  de  la  définition  même  par  la  formule  (5). 
En  second  lieu,  on  a 

{a,b^-h[b,a]  —  0', 

cela  résulte  encore  immédiatement  de  la  formule  (5),  qui  montre  que  [a,  b\ 
change  de  signe  quand  on  échange  entre  elles  les  lettres  a  et  b. 

Enfin  la  propriété  la  plus  importante  consiste  en  ce  que  [a,  h\  ne  contient 
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pas  le  temps  explicitement;  il  faut  entendre  par  là  que,  si  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (5)  on  remplace  œ,  ijc\  ...,  y,  y' ,  ...  par  leurs  valeurs  (i), 
lesquelles  sont  fonctions  de  z  et  de  a,  b,  ...,  g,  une  fois  les  calculs  effectués, 
t  disparaît. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  nous  suffira  de  prouver  que  l'on  a 

— ^ — -  —  o. 
dt 

On  trouve  en  effet,  en  partant  de  la  formule  (5;, 

d[a,  b'\ d^x    dx'      dx   d^x'        â-x    dx'      dx  d'^x' 


dt  da  dt  db       da   âb  dt      db  dt  da       db  da  dt 

d  f  dx  dx'      dx'  dx 


^-■ 


da  \  dt   db  dt    db 

dx   d^x'  dx'    d^x 

dt  dadb  dt    dadb 

dx  d^x'  dx'    d^x 


da  db  dt       da   db  dt 


OU  bien 


d[a,  b]  _    d  f  dx  dx'       dx'  dx  \        d   (dx  dx'      dx'  dx 

dt      "  'da  \di  ~db  ~  ~dt   'db  ^  "  '  )  ~  'db\di  ~da~~dt   ~da^' 

OU  encore,  en  ayant  égard  aux  formules  (2), 

dia,b^_  d  fdO.  dx      dO^  d^  \      A/^^^      ^^ 

dt  da\dx  db       dx'  db       "')       db\dx  da       dx'  da 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  remarquant  que  û  ne  contient  6  ou  «  que  para?,  x' ,  ..., 

d\a,b\_d^  d^  _d_d^_  d'^         d'Q.  _ 
dt  da  db       db  da       dbda      dadb 

Dans  chaque  cas  particulier,  ù  ayant  une  valeur  déterminée  et  les  fonctions 
(^^,  Wi,  ...  qui  figurent  dans  les  équations  (i)  étant  supposées  connues,  on  dé- 
terminera les  quantités  [a,  è],  ...  par  un  calcul  algébrique,  en  partant  des 
formules  (5)  et(i);  on  aura  ainsi  à  en  calculer  un  nombre  égal  à 


2/1(2/*  — i) 

^ ^=L  h  iili  —  i)  • 

1.2 

on  remplacera  ensuite  dans  les  équations  (6)  les  symboles  [a,  b\  par  leurs  valeurs 
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ainsi  déterminées  et  l'on  aura,  en  résolvant  ces  2/1  équations  du  premier  degré, 
les  valeurs  de  ~,  -r-,  •••)  ~  exprimées  à  l'aide  de  R^,  R^.   ...,  R^  et  de  a, 

h  or 

On  voit  que  tout  ce  calcul,  qui  peut  être  très  long,  est  évité  quand  on  suppose 
les  équations  (b)  intégrées  par  la  méthode  de  Hamilton-Jacobi. 

La  propriété  qui  vient  d'être  démontrée  permet  souvent  d'abréger  les  calculs, 
en  assignant  une  valeur  particulière  convenablement  choisie  au  temps  t  qui 
finalement  doit  disparaître. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  fasse  t  =  o,  etsoient^o»  Je  •  •  •  »  ^'o^y'o^ 

les  valeurs  correspondantes  de  00, y,  . . .,  x', y',  ...  ;  on  aura 

•-    '     -'        da     db  db     da     ^   da    db  db    da    ^"" 

Admettons,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  que  a,  b,  ...  désignent  précisé- 
ment les  quantités  ^o?7o»  •  •  •»  ^o»  ^0»  •  •  •  ;  il  viendra 

r.r„  x'  '\-^  ^  —  ^  ^  +  ^  ^  ~  ^  ^  + 
^'  "'     "-^       ôxq  d^Q       dx'^  ôxq       doûQ  ôx'q       dx'^  dxg      "  '  '  ' 

Or  toutes  les  dérivées  qui  figurent  au  second  membre  de  cette  formule  sont 
nulles  à  l'exception  de  deux,  -~  et  -~^  qui  sont  égales  à  +  i  ;  on  aura  donc 

QXq  OXq 

on  trouvera  tout  aussi  facilement 

[^o,7o]=o,         [^o,y'^]  =  o,         ...,         [>o,7o]=+i,         •••, 
de  sorte  que  les  formules  (6)  deviendront 

(7)  [  dv^  _  ,    p  ^7o  __R 

dt   -^"^■'"  dt   "         ^»' 


Les  valeurs  initiales  des  variables  x^y,  ...,x',y',  ...  constituent  donc  un 
système  très  simple  d'éléments,  au  point  de  vue  de  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires;  cependant  on  n'emploie  pas  ces  éléments  en  Astro- 
T.  -  I.  23 
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nomie  parce  qu'ils  entrent  d'une  manière  trop  compliquée  dans  les  expres- 
sions (i). 

Remarque.  —  Quand  on  donnera  ainsi  à  t  une  valeur  particulière  t^,  si  cette 
valeur  dépend  d'une  ou  de  plusieurs  des  quantités  a,  b,  . . . ,  \\  faudra  avoir 
soin  de  ne  faire  t=^t^  qu'après  avoir  calculé  les  dérivées  partielles  de  x,  x' ,  . . ., 
par  rapport  à  celles  des  quantités  a,  b,  . ..  qui  figurent  dans  t^.  Supposons,  en 
effet,  que  l'on  ait  tf  z=  f(a);  il  est  évident  que  la  dérivée  par  rapport  à  a  de 
œ  =  (pf(t,  a,  b,  ...),  dans  laquelle  on  fera  ensuite  t=/(a),  ne  sera  pas  la 
même  que  celle  de  l'expression  $^  [/(ci),  a,  b,  . . .]. 

66.  Appliquons  la  théorie  précédente  à  la  détermination  des  mouvements 
des  planètes. 

Nous  devrons  faire 

i^  =  H  =-- T  -  U  =  -  (^'2  +  r"^  +  x:'^)  -  !^ , 
X'=o,         Y'=o,         Z'z=o; 

dans  ce  cas,  les  premières  des  formules  (a)  donneront 

,       da;  ,       dy  ,       dz 

dt  -^        dt  dt 

Les  intégrales  générales  des  équations  (è)  du  mouvement  elliptique  ont  été 
données  au  n^  32;  nous  les  rappellerons  bientôt. 


Commençons  par  un  calcul  préparatoire;  traçons  la  sphère  de  rayon  i, 
ayant  pour  centre  le  centre  0  du  Soleil  ;  elle  est  percée  aux  points^,  j,  z  par 
les  parties  positives  des  axes  de  coordonnées,  et  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète 
la  coupe  suivant  le  grand  cercle  NH.  Soit  \  le  point  de  cette  sphère  où  vient 
aboutir  le  rayon  mené  du  Soleil  au  périhélie;  prenons,  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  la  planète,  l'arc  \r\  =  90^,  et  soit  X^  le  pôle  boréal  du  grand  cercle  ^yj.  Les 
axes  0^,  Oy],  O'C  forment  un  système  d'axes  rectangulaires  que  nous  allons 
considérer,  à  côté  de  l'ancien  système  Oa?,  0/,  0^.  Désignons  par  a,  (3,  y;  a', 
P',  y';  a",  P",  y"  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  du  premier 
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système  avec  ceux  du  second,  ce  qui  sera  clairement  indiqué  par  le  Tableau 
ci-dessous  : 


i 

f] 

K 

X 

a 

a' 

a" 

y 

y 

^' 

(3" 

■V 

y' 

y" 

Posons,  comme  nous  l'avons  fait  antérieurement, 

x'^  —  B,        HNj  =  (p        et        N^ 


nous  aurons 


Cela  posé,  la  Trigonométrie  sphérique  nous  donnera  aisément,  par  une  appli- 
cation répétée  de  la  formule  fondamentale. 


!'  a.  —  cos  B  cos  w  —  sin  0  sin  w  cos  cp 
(3  =  sin  9  cos  w  +  cos  9  sin  w  cos  9 
•/  =  sinciosin9 


a'  =:  —  cos  9  sin  co  —  sin  Q  cos  w  cos  9 
(3'  =  —  sinôsinco -t-cos0coswcos9 
y' z=      cos  w  sin 9 


sin9sin9 
COS0  sin  9 
cos  9 


On  a  d'ailleurs  les  relations  bien  connues 


(9) 


(,o) 


a^  -I-  (3^  +  f  ~  I 


1  a  =  [3'y"— y'(3" 
{    j3=:y'a"— a'/ 


aa'  +  [3;3'  +  yy'  =  o, 
aa"  +  (3;3"  +  ^i"  =  o, 
a'a"+(3'[3"  +  y'y"=::o; 

y"r=:a(3'— (3a'. 


a' =  (3"  y  — y"  (3 
(3'=y"a  — a"y 
y'  =  a"(3-[3"a 


Il  nous  faut  calculer  les  dérivées  partielles  de  nos  neuf  cosinus  par  rapport 
à  0,  o  et  w;  on  trouve  aisément,  en  partant  des  formules  (8),  les  valeurs  sui- 
vantes : 


('I) 


d9  -      ^' 
(  ày 


d9 

de 
a/ 

09 


--[3', 


a  , 


o, 


lOO 


(.2) 


(i3) 


CHAPITRE   X. 

-^  =  a  sino), 

doc' 

=  a"cosw, 

f^=^"sin., 

=  (3"cosw, 

ày 

ày' 

=  y"  costo; 

d<x         , 

doc' 
dcù 

=  -oc, 

doi 

=  -^ 

dy' 

=  -•/• 

Soient  ^,  v],  o  les  coordonnées  de  la  planète  par  rapport  aux  nouveaux  axes; 
on  aura 

(i4)  ■        a;  =ocl  +  oc'n,         /  =  [3^  +  [3'r],  z  =  y^ -^  y' r] ; 

d'où 

(i5)  x'=oc^'+oc'-n',        /==(3^'+P'y)',         z'=yE,'-\-y'n', 


en  faisant 


., d^  , dn 

'  ~"dt'        '^  ~~di 


Les  formules  du  n"  31  deviennent,  en  y  remplaçant  —  n^z  par  x, 
k  — 

(l6)  /in::—,  k^=^\Jîp.,  W  —  esill  M  =:  «f  +  /  ; 


(17)  ^  =  a(C0SM  —  e),         ri:=zasji  —  e- s>\n.u\ 

on  en  tire 

du  n 


(18)  l'  = ""-^'""^    ,  -0'  = 


ûfi        I  —  e  cos  u 


1  —  e  cos  a  I  —  e  cos  f< 


Les  formules  (i4),  (i5),  (16),  (17),  (18)  et  (8)  donnent,  comme  on  voit,  les 
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expressions  de  cc,y,  z;  x' ,  f,  z' ,  en  fonction  de  t  et  des  six  éléments 


(19) 


B,  0),  9, 
a,  e.   z. 


67.  Il  nous  faut  maintenant  calculer  les  quinze  quantités  [a,  h\  par  la  for- 
mule (5)  en  prenant  successivement  pour  a  et  b  deux  quelconques  des  élé- 
ments (19)  : 

[5,  co],     [9,9],     [«,9]; 

[9,  a],     [9,e],     [0,  x];         [w,  a],     [co,  e],     [w,  x];         [9,  a],     [9,  e],     [9,  x]. 

[a,  e],     [a,  x],     [e,  x]. 

Soient  K  et  L  deux  éléments  du  premier  groupe  (0,  w,  ^)  :  on  aura 
P„    T  -1  _  «^-^  à^'       dx  doc' 

on  a  d'ailleurs,  par  les  formules  (i4)  et  (i5),  en  remarquant  que  i,  y],  \',  r{  sont 
indépendants  de  0,  w,  9, 

dx  j,  dcc  (?a'  dx  >  <?«  (?a' 

^J7' j,  ^a  ,  àct'  dx' V,  <?a         ,  d<x' 


d'où,  en  substituant  dans  [K,  L], 

n/-   ïT       ,r  I        ri^  f  àcf.  dot.'       doc  d<x'  \ 

mais  on  a 

(20)  \ri'—ri^—\~—ri-^-—na?-\^\.  —  é^  —  k\Ja{\  —  é^)\ 

il  vient  donc 


^U    L«^,i^J-/'«  V  1      ^  \d}L  dh       dL  dK  ^  dK  dL       dL  dK  "^  dK  dL       dL  dK 

Soient,  en  second  lieu,  K  un  élément  du  premier  groupe  et  P  un  élément  du 
second  (a,  e,  x);  a,  [3,  y,  a',  p',  y'  sont  indépendants  de  P  :  on  trouve  aisément 
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les  formules  suivantes  : 
Pl^    p, âa:  dx'        dx  dx' 

FK-   Di  fi^"^  ^      ^'^'\f     ^^'    .      /<^^'\       fil  ^^  ,àa'\f     dl  ,  d-n\ 

[K,P]=      (^M+^^j(^^+-^j~(^'^+V^j(a^-Ha'^j 

\    ÔK^^  dK^^  âKj  \^  dP       '^  dP) 

^r  àK  ^^  dK^^  dKj  V  dP      ^  dP) 
(    da'      ^d^'         dy'\f    dl'        ,dl\ 


,  da 


""^^^dK-^'^âKjy^âP'-^  âp) 


Or  on  tire  de  (9) 


il  viendra  donc 
ou 

ou  bien  encore,  à  cause  de  la  formule  (20), 


Soient  enfin  P  et  Q  deux  éléments  du  second  groupe;  nous  aurons 

PP  ^, dx  dx'       dx  dx' 

LP»UJ-^  jQ -^Q  ^  +••• 
(?r^  \  /    dl'        ,  dn' 


de         ,d-n\/    dl'        ,d-n'\      (    dl 
''dp-^''w)[''dQ-^''dQ)-[''-dQ-^''dQJV-dP-W, 

{OC  -hp  +y  )\^^p  ^Q       dQdP)^^''    ^P    ^^    H^l'  àQ       dQ  dP  ) 
-h(aa'+B3'+yy')  f ^i  ^  _  -^1  ^  +  ^  .^'^  _  ^'  i^V 


VARIATION    DES   CONSTANTES.     —    MÉTHODE    DE    LAGRANGE.  1  83 

d'où,  en  vertu  des  relations  (9), 

^TT^  rP   m  _  il  ^  _  ii  ^^'  a-  ^  ^  _  ^  ^ 

^^^^^  ^   '^^'~  dP  ôQ      <)Q  (?P      (?P  c^Q       ^Q  ^P* 

Il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer  les  formules  (I),  (II)  et  (III). 

68.  Faisons  d'abord  K  =  G,  L  =  w,  dans  la  formule  (I),  et  tenons  compte  des 
relations  (i  i)  et  (i3);  nous  trouverons 

[d,w]  =  na"  y/i  — eM(3a  -i-  (3'a'  —  a^  -  a'[3')  =  o; 

en  posant,  dans  la  même  formule  (I),  K=  ô,  L  =  cp,  et  ayant  égard  aux  rela- 
tions (1 1)  et  (12),  il  vient 

[9,  9]  =  na^s/T^^^  j  (a[3"  —  (3a")  cosw  +  ((3'a"—  a'[3")sinco  { 

OU,  en  vertu  de  (8)  et  (10), 

[9,  9]  :=  na^\J  i  —  e^( —  y'  cosco  —  y  sinco)  =  —  na^\Ji  —  e^  sin^. 

Enfin  la  formule  (I)  donne,  pour  K  =^  o)  et  L  =  ç,  en  se  reportant  aux  rela- 
tions (9),  (1  2)  et  (i3), 

[co,  9]  =  /zaVT^^2  j(^'^v  _j_  ^i^'t^^yy^  coswH-  (aa"4-  p;3"+  y/)sinw  j  =  o. 

Passons  à  la  formule  (II)  dans  laquelle  nous  supposerons  d'abord  P  =  x,  ce 

qui  nous  donnera 

d\/a{i  —  e^) 

^p -=o,         [K,  x]  =  o; 

il  en  résulte  donc 

[Ô,   x]=0,  [CO,  x]-—  O,  [9,   x]=:0. 

Si  maintenant  nous  faisons  P  =  a,  ce  qui  entraîne 


,d\/a{i  —  e')       k\li  —  e^  . 


nous  trouverons 


d'où,  en  donnant  successivement  à  K  les  valeurs  G,  w,  ç  et  ayant  égard  aux  re- 
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lations  (8),  ...,  (i3), 

[9,  a]  =  \  na  \/ 1  —e^  {oc^'  —  ^x')  :=!  ^  na\/i  —e^  y"  =  {  na  ^jV—e^  cos 9 , 


[ 0),  «]  =  i  «a  v^i  —  e^  ( a'2  +  [3'2  -f-  y'2 )  =  i  na  v/i  —  e', 


[9,  a]  r=  i  na\/i  —  e^  (a'a"+  (3'[3"-+-y'/)  sinw  =  o. 
Pour  P  =  e,  nous  aurons 


^av/a(i-e^)^_^^-_^e_^^^^3       e 


et  la  formule  (II)  devient 

en  comparant  cette  formule  à  celle  qui  donnait,  il  n'y  a  qu'un  moment,  la  valeur 
de  [K,  a],  il  vient 

[K,e]=--^[K,a]; 

il  n'y  a  plus  qu'à  faire  successivement  K  =  ô,  K  =  co,  K  =  9,  et  à  remplacer 
[ô,  a],  [(0,  a],  [cp,  a]  par  leurs  valeurs  ci-dessus  ;  on  trouvera  ainsi 

[0,  e]  =—  na-  -—==  COS9, 

[co,  e\=: —  na- 


[9,  e]  =  o. 

Nous  arrivons  enfin  à  l'application  delà  formule  (III). 

Pour  faciliter  le  calcul,  nous  donnerons  à  t  la  valeur  particulière 

n  A"        ' 

qui  annule  u;  cette  valeur  est  fonction  de  a  et  x;  on  ne  devra  donc  faire 
z  =  T  qu'après  avoir  effectué  les  différentiations  relatives  à  a  et  x;  on  pourra 
calculer  les  dérivées  relatives  à  e  après  avoir  fait  ^  =  t.  En  prenant  Q  ==  e,  la  for- 
mule (III)  donne 

.  rp    1--^^-^^-+-^  ^_^^^'- 

^^'^  ^'^^~dPâe       âe  dP       dP    âe        de  âP  ' 
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les  formules  (17)  et  (i8)  donnent 


^  =a(i  —  e),  Y)  =0, 

ri/I±î  = 


c=o,    ■  rt'=nai/ = -—  i/ — — ; 


pour  i=  t; 


on  en  tire 


dl  d-n 

di'  dn'  na  i 

—  o,  — 


de  de       Ji gz  i—e 

et  la  formule  (21)  devient 

/      X  rr»      T  à'î'  na  an 

les  relations  (17)  et  (18),  différentiées  par  rapport  à  P,  donnent,  en  faisant  en- 
suite t  =  n:,  u  =  o, 

dl'  na    (du 


dP~       i-e\dPj(=^ 


dP 


=  +  av/i-^^(^)^^^; 


après  quoi  nous  trouvons,  par  la  formule  (22), 

r„      -,  na-    f du\  na-    fdu\ 

on  en  tire  donc 

[«,  e]  =  0, 

[z,  e]  =  o. 
Reste  seulement  à  trouver  [a,  x];  la  formule  (ÏII)  donne 

'^    '  da  dy.        <?x  da        da  (^x        dx    da 

En  partant  de  (16),  (17),  (18),  différentiant  par  rapport  à  x,  et  faisant  ensuite 
i  =  T,  on  trouve  aisément 

du I 

dy.       I  —  e 
ï.  -  I.  24 


i86 
et 
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dn 


an' 


y    I  —  e 


l'expression  ci-dessus  de  [a,  x]  donne  donc 

na       d 


(23) 


[a,  x]=  — 


(i  —  ey  da 


a  V   ^  —  e  da 


Différentions  ensuite  (17)  et  (18)  par  rapport  à  a,  faisons  ^  =  t,  et  nous 
trouverons 


di 


=  i  —  e. 


da 


]' v^i  — e-  âna /i  +  e     \/a  ,  /iH-e^ 

da  "'  da~i  —  eda^yi  —  eda~~^'\    1  —  e  ' 

en  substituant  dans  (23)  et  réduisant,  il  vient  enfin 

[a,  x]  =:  —  j  na. 

69.  Nous  pouvons  actuellement  écrire  ce  que  deviennent  les  équations  (6) 
dans  le  cas  présent;  nous  aurons 

de  dy.       ^         ^  do       ^         ^  dw       ^      ^^  dd       „ 


c^^ 


<^^ 


<^< 


d'où,  en  remplaçant  les  quantités  [a,e\,  ...  par  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

'    D  1  ^'^  1  / ?  <^"  1  / 5  ^^ 

«a  — |/î«-;^  —  i/î«  VI  —  e^  -^  —i  «a  VI— «ces  9  —  =0, 


dt 


dt 


R. 


/m^e     do)       na^ecoscfi  d9 

v/i  — e^  û^^  v'i  — e^     ^~    ' 


(c)  ( 


r.  1  ^^^ 

Rx  +  i  no!  ^  =  O, 


Y^^-\-\na\j \  —e^  COS9  -7-  —  -  -^ /m-v/i 


«^9 


dt  i/j g2      ^f 


a-s,n9-=o, 


Rç  + wa^  y/i  —  e'sin9  —  =  o, 


Rw  -i-  i^a  v' 


0?^ 


dt        J  i g2  dt 
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On  tire  de  ces  six  équations,  en  les  résolvant  par  rapport  aux  dérivées  -i-  ?  •  •  •  > 
les  formules  suivantes  : 


{d) 


da  2    _ 

dt  lia 


de 
d} 

dcp 
dt 


de 

dt 

dod 
~dt 

dy. 
dt 


— 

1  — 

/la 

COS 

+ 

-e2 
e 

Ro) 

na^ 

/. 

— 

e2 

siiKp 

I 

R 

na^ 

v' 

1  — 

e- 

sin^ 

+ 

COS 

9 

R, 

9 

/ 



^To 

Ro,, 


nà^\J 


Rg, 


I  —  g''  sin© 


nà^sji  —  e'^  sin 


^— ^"  R.  +  —  R«. 

na^e  na 


ViZf!R 


na'^e 


La  comparaison  de  formules  (a)  et  («)  montre  que  l'on  a,  dans  le  cas  actuel, 


X'=o,        Y'=ro,        Z'=o; 


Yr=_ 


dR 


Z  =  - 


(4)  donne  ensuite 


R.=: 


à^  àx^  _  à^  dy^  _  ôK  dz_  _  _  d^ 
doc  da        dy  da        dz   da  da' 


les  formules  {d)  pourront  donc  s'écrire  comme  il  suit  : 


{e) 


da 

~di 

de 
dJ 

c?9 
~di 

de 

dt 
'di 

dy. 
'dt 


2    dR 
na  d/. 


i  —  e^  dR       y/i  -  e^  ^ 
coscp  <)R 


I  dR 

I  dR 


na^\/i  —  e^  sin  9   ^9 


COS 9  (?R       v^i  —  e-  dR 


/mVi  — e'^sin9  ^?  '^«'e     <^^ 

I  —  e'-  ()R         2    (?R 


«a^e    de        /«a  da 
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Si  l'on  introduit  enfin  au  lieu  de  w  et  x  les  éléments  w  et  £  par  les  formules 

on  verra  aisément  que  les  formules  (e)  sont  identiques  aux  formules  {h) 
du  n«  62. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  formules  {d)  s'appliqueraient  encore  au  cas 
où  X,  Y,  Z  ne  seraient  pas  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  de  x, 
j,  z  et  /;  X,  Y,  Z  pourraient  même  contenir  x' ,  y',  z' ;  seulement  R^  aurait 
alors  pour  valeur 

oa  aa  aa 

Cela  se  présente  quand  on  veut  tenir  compte  de  l'influence  de  la  résistance 
d'un  milieu  sur  les  mouvements  des  planètes. 
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CHAPITRE  XI. 

CONSIDÉIUTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  PERTURBATIONS  PLANÉTAIRES.  - 
PERTURBATIONS  DES  DIVERS  ORDRES.  -  PERTURBATIONS  DU  PREMIER 
ORDRE.  —  INÉGALITÉS  PÉRIODIQUES.  —  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES.  — 
INÉGALITÉS  A  LONGUES  PÉRIODES.  -  PERTURBATIONS  DU  SECOND  ORDRE. 


70.  Pour  connaître  le  mouvement  de  la  planète  P,  il  suffit  d'obtenir  en  fonc- 
tion du  temps  ses  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  oc,  y,  z. 

En  suivant  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  nous  avons 
transformé  le  problème  et  introduit,  au  lieu  des  trois  inconnues  x,  y,  z,  six  va- 
riables auxiliaires  a,  e,  ç,  0,  cr,  s.  Les  relations  qui  lient  l'un  à  l'autre  les  deux 
systèmes  sont  (n°  32) 

/f(i  +  //Ô 
n  =  t  / )  Il  —  e  sm  w  =  ni  H-  s  —  gt, 

-  ,  ,  V  — m  /i-\-  e  II 

r  =ia(i  — ecosu),         tang =1/ lang-j 

•  2  y    I  —  e        ^  2 


(0 


iv  =  r[cosôcos(p  —  9)  —  sin9  s'm{v  —  9)  cos<p], 
y  =z  /-[sinô  cos((^—  9)  4-  cosôsin(r  —  9)  COS9], 
z  =:  r  sin(p  —  9)  sinc^. 

Il  convient  d'ajouter  que  les  valeurs  de  -:^>  -f-Qi-r-  s'obtiennent  en  différen- 

*•  ^  dt      dt        dl 

tiantles  formules  précédentes  par  rapport  au  temps,  sans  faire  varier  a,e,  ...,£. 
Nous  savons,  d'après  le  n°  62,  que  les  variables  nouvelles  doivent  vérifier  les 


igo 
équations 
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da  2    ()R 

dt        na  de 

d9  _  ____ 
dt 


i  ôR 

na^\J i  —  e^  sin9  ^? 


(2) 


dxs 

m 

de 

'dt 

ddf 
'di 

dt 
'dt 


On  a  d'ailleurs 


tang 


9  

2       dll       \Ji  —  é'-  ^R 


na^sji  —  e'  à^          na^e      de 
v/i  — e^  aR        /^ ^  I  —  v/i^=^  dK 


I  aR 

/ia^y/i  —  e^  sintp  <^^ 


lanff  - 

2 


na^y/T 


(^£ 


2    ^R  ^^"n       ^R         / , 


(3) 


R=:fm 


'[ 


\/(^-^'r+(7-j')^+(^-^'r 


I  —  y/i  —  e^  dK 
na^e         de 


,./3 


œ\y,z'\x",  ...  désignant  les  coordonnées  des  planètes  P',P",  ...,%{  m',  m",  ... 
les  rapports  de  leurs  masses  à  celles  du  Soleil. 

Si  l'on  remplace  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (1),  x' ,  y',  z' ,  ...  par  leurs  valeurs 
analogues,  R  deviendra  une  fonction  connue  du  temps  t  et  des  éléments  a,  0,  ... 
«',  G',  ...  des  diverses  planètes,  et  les  diverses  parties  de  R  contiendront  en 
facteur  l'une  ou  l'autre  des  petites  fractions  m! ,  m",  . . .  que  nous  regarderons, 
ainsi  que  m,  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre. 

Les  formules  (2)  montrent  que,  au  moins  pendant  un  intervalle  de  temps 
limité,  les  éléments  «,ô, ...  varieront  entre  des  limites  assez  resserrées;  il  en  sera 
de  même  de  a\  6',  ...;  on  pourra,  par  suite,  dans  une  première  approximation, 
considérer  les  éléments  comme  constants  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (2),  et  l'on  obtiendra  des  valeurs  très  approchées  de  «,  G,  ...  par  des 
quadratures. 

C'est  là  l'avantage  que  l'on  trouve  à  remplacer  les  trois  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  en  x,y,  z  par  les  six  équations  différentielles  (2)  du 
premier  ordre,  bien  que  ces  dernières  soient  assez  compliquées,  parce  que  R  est 
loin  d'être  une  fonction  simple  de  z  et  de  «,  G,  . .  . . 

En  opérant  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  il  est  toutefois  utile  d'éviter 
un  grave  inconvénient  que  nous  allons  signaler.  Il  sera  démontré,  dans  le  cours 


/ 


■/ 
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Ï9' 


de  ce  Volume,  que  la  fonction  perturbatrice  R  peut  en  général  être  développée 


on  une  série  convercçente  de  la  forme 


> A      rfi'-C  l-«*»i 


(4) 


Lt^-u^Ai  *'V «  (L€       /'^u-*'-'" 


R=:2]CcosD, 


ou  1  on  a 


(5) 


D  —i{nt^t)  -hi'{n't  +  £')  +  km  +  k'xs'  +je +jB' \ 


{,  i',  k,  k',j  etj'  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs. Les  coefficients  G  sont  des  fonctions  de  a,  a',  e,  e' ,  ^  et  o',  qui  diminuent 
en  général  assez  rapidement  quand  les  valeurs  absolues  des  nombres  entiers 
i,  i' ,  k,  k' ,  j,  f  augmentent. 

Dans  l'expression  (4)  devraient  figurer  aussi  des  termes  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  mis  en  évidence,  et  dans  lesquels  n' ,  t' ,  ...  seraient  remplacés  par 
n" ,  £",  ....  On  voit  bien  ainsi  de  quelle  manière  entrent  les  divers  éléments  des 
planètes  P,  P',  P",  . . .  dans  le  développement  de  R. 

Les  dérivées  partielles  de  R  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  cinq  éléments 
c,  ^,  0,  m,  £  seront  exprimées  par  des  développements  de  même  forme  que  (4). 
sauf  que  les  cosinus  pourront  être  remplacés  par  des  sinus. 

Il  en  va  tout  autrement  de  la  sixième  dérivée  partielle  -v-j  elle  se  compose,  en 


da 


effet,  de  deux  parties  :  la  première,  que  nous  représenterons  par  (-p  )'  s'obtient 

en  faisant  varier  a  seulement  dans  les  coefficients  G;  la  seconde  provient  de  la 
variation  de  a  dans  n  sous  les  signes  cosinus.  D'après  la  formule  (5),  les  argu- 
ments D  dépendent  der-t,  par  suite  de  a,  d'après  la  relation 


On  aura  donc 


ii'-a} :=!.  f(i  H-  m). 


ail  _  /^\        ^R  da 
dn^       \da  J       du  da 


ou  bien,  en  remarquant  que  n  n'entre  dans  R  que  par  nt  qui  accompagne  tou- 
jours £, 


(6) 


da 


dK\       ÔK     da 

da  J        de      da 


On  trouvera  ainsi,  en  se  reportant  aux  formules  (4)  et  (5), 


dR 
da 


dC 
da 


cos 


da 


D-^|^2^'Cs'»I>- 


On  voit  que  le  temps  t  est  sorti  des  signes  cosinus;  de  là  un  grave  inconvé- 


de 


nient  que  présenterait  l'emploi  de  la  valeur  (2)  de  -j-^  la  seule  des  six  dérivées 
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des  éléments  qui  contienne  j--  Malgré  la  petitesse  du  facteur  m' qui  entre  dans 

le  coefficient  G,  le  terme  G^sinD  pourrait  prendre  des  valeurs  très  grandes,  et 
serait  gênant  de  toutes  façons.  Voilà  l'inconvénient  dont  on  a  parlé;  on  l'évite 
comme  il  suit  : 

Si  l'on  a  égard  à  la  valeur  (6)  de  -r->  la  dernière  des  formules  (2)  donne,  en 
n  écrivant  pas,  pour  abréger,  les  termes  en  -p  et  -j-^ 

de  2    /(?R\         2    dK     dn 


^  dt  na\da  )        na  dt      da 

Or  on  a 

dn dn  da '>.    (?R  dn 

dt        da  dt        na   de   da 

ce  qui  permet  d'écrire  comme  il  suit  l'équation  (7), 

de  dn 2    /dR 

dt  dt  na  \da 

On  est  ainsi  conduit  à  prendre,  au  lieu  de  £,  un  nouvel  élément  i^*\  tel  que 
l'on  ait 

d£^^'>  dt  dn 

(^^  ~dr~di^^Tt' 

On  trouvera  immédiatement,  en  écrivant  maintenant  les  termes  en  -v-  et  -c-j 

ae        ocf) 

9 

\\f   '  rit        '  n/^\     An     I  9.   /~~  I9     r)m  ' 


dt  na\da)       nà^Ji  —  e'^  ^9  '^^'^         ^^ 

Or  on  tire  de  (8) 

e(')  —  £  -{-  I  t  -T-  dt  =^  £  -\-  nt  —  I  ndt, 

(lo)  nt -h  £  =z  I  ndt -+- £''^K 

On  voit  donc  que  le  changement  de  variable  sera  bien  facile  à  faire,  puisqu'il 
se  bornera  à  remplacer  dans  les  expressions  (i)  de  oo,  y,  z,  nt  -]-  z  =  l  par 

I ndt  -h  £''^  La  formule  (lo)  montre  d'ailleurs  que  l'on  aura 

dR  _  dR 
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Si  l'on  remplace  dans  la  première,  la  quatrième  et  la  cinquième  des  for- 
mules (2),  -p-  par  ^-^j  et  si  on  les  rapproche  ensuite  de  (9),  on  voit  que  les 
nouvelles  équations  différentielles  ne  différeront  des  anciennes  qu'en  ce  que  £ 
et  -r-  auront  été  remplacés  respectivement  par  £^''  et  (-j-j-  Il  convient,  pour 
ne  pas  multiplier  les  notations,  de  supprimer  l'indice  de  £^''  et  la  parenthèse 
de  (-p);  cela  permettra  de  conserver  les  équations  (2)  sous  leur  première 
forme.  Seulement  il  sera  bien  entendu  que  la  dérivée  -p  y  devra  être  prise  sans 
faire  varier  a  sous  les  signes  cosinus,  et  que,  dans  les  formules  (i),  qui  donnent 
X,  y,  z,  nt  -\- 1  devra  être  remplacé  par  /  ndt  -\-  i. 

Nous  ferons,  pour  abréger. 


/ 


ndt  =  p,  d'où  n=~^; 


quand  n  sera  connu,  en  effectuant  la  quadrature  (ndt,  nous  n'ajouterons  pas 
de  constante  d'intégration,  parce  qu'elle  irait  se  fondre  avec  £  qui  accompagne 
toujours  In  dt.  Enfin  nous  ferons  remarquer  qu'ici,  comme  partout  ailleurs,  la 

lettre /i  n'a  d'autre  sens  que  celui  qui  est  défini  par  la  formule  n  =  t/  /^^  ;  de 
sorte  que  l'on  a 

J     a^ 

Pour  déterminer  le  mouvement  de  la  planète  P',  il  y  a  lieu  de  considérer  des 
équations  toutes  pareilles  à  (2),  qu'on  obtiendra  en  accentuant  les  lettres,  et 
mettant  au  lieu  de  R  la  fonction  perturbatrice  R'.  On  devra  former  la  dérivée 

-yr  sans  faire  varier  a'  sous  les  signes  cosinus;  mais,  dans  les  formules  qui  don- 
nent ^',  y,  z'  en  fonction  de  t,  a,  0',  ...,  il  faudra  remplacer  n't-\-t'  par 
in'dt-hi';  nous  poserons  aussi  In'dt^p'.  La  considération  des  équations 
différentielles  en  -1-,  -7-,  ••  •  est  indispensable,  même  pour  déterminer  le  mou- 
vement de  la  planète  P,  quand  on  va  au  delà  de  la  première  approximation. 

71.  Pour  fixer  les  idées,  ne  considérons  que  deux  planètes  P  et  P';  nous  au- 
rons à  intégrer  par  approximations  successives  le  système  des  douze  équations 
T.  -  I.  25 
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différentielles  simultanées  suivantes  : 

l  da  2    ^R 

l  dt         na    di 

(ij)  \^_  I ^ 


da'  _     1     dV^ 

dt    ~  n'  a'  de' 

(12)  \  dd'  _  I  dR' 


dt 


«'a'Vi— e"sin9'  ^?' 


OU  1  on  a 

(r^^GcosD, 
(i3)  I  D  =  ï(p +  £)  +  «'(?' +  £')  +  /*^^  +  ^'^'+y^+./'^'> 

1  p  ::=  I  ndt,         P'^^  f  fi'dt; 

R'=2]C'cosD'; 

C"  et  D'  sont  de  même  forme  que  C  et  D. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  que  les  seconds  membres  des  équations  (ii) 
et  (12)  sont  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  à  cause  des  facteurs  m'  et  m 
qui  entrent  dans  les  coefficients  C  et  C. 

Nous  allons  chercher  à  développer  les  expressions  des  éléments  variables  sous 
la  forme 

a  =  «0  +  l^i  «0  +  ^2  «0  +  ■  •   •  ) 

9  =  9,  +  di9,-hà,9o+..., 


0;  + 0,9; +  02  9; 


«0,  ôo,  .  • . ,  «„,  6„,  . . .  sont  douze  constantes  arbitraires  dont  on  trouvera  les  va- 
leurs numériques  en  comparant  la  théorie  à  l'observation;  les  quantités  repré- 
sentées d'une  manière  générale  par  la  caractéristique  0^  sont  des  fonctions 
inconnues  du  temps  t,  des  constantes  ci-dessus  et  des  masses  m  et  m';  relati- 
vement à  ces  masses,  tous  les  ^i  seront  de  l'ordre  i;  ceux  des  O/  qui  se  rapportent 
à  la  planète  P  devront  s'annuler  avec  m',  et  contenir  m'  en  facteur,  tandis  que 
pour  la  planète  P'  ils  auront  le  facteur  m. 
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On  mettra  ainsi  en  évidence  les  quantités  §,«o»  ^2^0»  •  •  -,  ou  les  perturbations 
du  premier  ordre,  du  second  ordre,  etc.,  de  l'élément  a,  et  de  même  pour  les 
autres  éléments. 

Il  s'agit  de  calculer  ces  perturbations  des  divers  ordres.  Nous  poserons 
aussi 

(15)  /i  =  Wq-H  ô, /*0+  «^î/to    -f-.  .  . 

et  nous  prendrons 

(16)  ,.„=:y/___. 

En  substituant  les  valeurs  (i4)  et  (i5)  de  a  et  ^  dans  la  relation 

V/f(i  +  m)_       (a\--^ 

il  viendra 

_  3 

«o-H<5i«o+<52«o  +  -  ..  =  nAi+  -!— 5  4-  ^-^  +  .  ..  ) 

d'où,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  quantités  de  même  ordre. 


^  3       ôjao 

Oi«o  = '«0  i 

2  a. 


(17) 


p-=«.[-^^-T(^")1' 


On  posera  ensuite 

(18)  po=«gi,  dipo  =  j  di/iodt,  àipQ=  I  difi^dt,  ..., 

et  la  formule  p  =/ /i  </^  combinée  avec  la  relation  (i 5)  donnera 

(^9)  P  =  Po+^iPo+ «^aPoH-...  ; 

S,po  sera  du  premier  ordre,  B^po  du  second,  etc.  On  aura  des  formules  toutes 
pareilles  pour  la  planète  P'. 

Il  faut  substituer  dans  les  équations  diiTérentielles  (11)  et  (12)  les  expres- 
sions (i4),  (i5)  et  (19). 
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72.  Perturbations  du  premier  ordre.  —  Pour  commencer,  nous  allons  faire 
la  substitution  indiquée,  en  ne  considérant  que  les  quantités  du  premier  ordre, 
et  négligeant  celles  du  second.  On  pourra  donc,  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (11)  et  (12)  qui  sont  déjà  du  premier  ordre,  remplacer  a,  0,  . ..,  a', 
0',  . . .  par  «0»  ^0»  •  •  •'  ^0'  ^0'  •••»  et  aussi  p  et  p'  i^slt  n^^t  et  n'^t.  On  trouvera  ainsi 

(20)  Ro  =  2]  ^oCOSDo, 

(21)  J)^=  i (n^t  -\-  £0)  +  i' {n'^t  -^ e'J  -^  kT^o+  k' ^'0  -^J Oo  -hj%, 

d^^a^)  2       ÔRq 

dt  «0^0  ^£0 

dàiB^  I  ^Ro 


Les  seconds  membres  de  ces  formules  sont  des  fonctions  connues  de/;  on 
aura  donc 


,  2      r^l^,  , 

0,  an  := f  -^i —  at, 


(a) 


à,9o  = 


n^al  \J i  —  el  siiK^o 


m-' 


On  est  ainsi  ramené  à  des  quadratures;  il  est  inutile  d'ajouter  des  constantes 

qui,  dans  les  expressions  (i4)  de  a,  6,  . . . ,  iraient  se  fondre  avec  a^,  Go, Au 

point  de    vue   analytique,   toutes   ces   quadratures  dépendent  d'une    seule, 

I^Qdt;  car  on  a,  par  exemple, 
On  aura  de  même 


(«') 


«0  a^  si 


I  —  e'n^  sin  cp'  t/    <^9o 


Ro  et  R'o  sont  des  fonctions  très  compliquées  du  temps  t  et  des  constantes  «„» 
Go,  ...;  de  telle  sorte  qu'il  ne  faut  pas  songer  à  effectuer  rigoureusement  les 
quadratures  qui  figurent  dans  les  formules  (a)  et  (a'). 

On  pourrait  bien  avoir  recours  aux  quadratures  mécaniques;  c'est  ce  qu'on 


INÉGALITÉS    PÉRIODIQUES.  I97 

fait  le  plus  souvent  dans  la  pratique,  pour  les  astéroïdes  et  les  comètes.  Mais 
on  n'obtient  ainsi  que  les  valeurs  numériques  des  perturbations,  sans  rien  con- 
naître des  lois  analytiques  qui  les  régissent.  De  plus,  quand  on  cherche  les  per- 
turbations pour  une  seule  époque  très  éloignée,  on  est  obligé  de  les  calculer 
pour  un  nombre  considérable  d'époques  intermédiaires. 

Aussi  préfère-t-on,  dans  les  théories  des  anciennes  planètes,  décomposer  la 
fonction  Ro  en  une  série  de  termes  tels  que  l'effet  de  chacun  d'eux,  dans  les 
formules  (a),  puisse  être  déterminé  analytiquement;  la  série  (20)  remplit  ces 
conditions.  On  trouve,  en  effet,  en  tenant  compte  de  l'expression  (21)  de  Do  et 
en  ayant  égard  à  la  façon  dont  les  quantités  £0,  cpo»  •  •  •  entrent  dans  les  coeffi- 
cients Go  et  dans  les  arguments  Do, 

1—  =      Z.  :ï-^cosDo, 


Les  formules  (a)  donnent  ensuite 

\^^%^ — '— y  f^  AosDo  dt] , 

J  «o«o  yi  — ^?  sincpo        V^^o^  / 


(22) 


On  voit  sans  peine  que  les  seconds  membres  des  quatre  équations  qui  n'ont 
pas  été  écrites  ne  contiennent  non  plus  que  les  quadratures 

I  sinBodt    et      1  cosDodt. 

Or,  en  se  reportant  à  l'expression  (21)  de  Do,  on  trouve 

/•    T\  j,  cosDo  /•      T.     ,^  sinDo 

Il  vient  ainsi 

^               2-^71  iCo  cosDo 
Oiao^^' /    ~ ', — r> 

n^UQ  -iid  IIIq  4-  l  Hq 

{b)  l  ^  SinDo 

noal\/i  —  el  sin 9»  ^  i^^  -+-  i'n'^  ' 
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On  voit  que  chaque  terme  Co  cos  Dq  du  développement  de  Rq  donne  naissance 
à  des  termes  correspondants,  ou,  pour  employer  le  langage  des  astronomes,  à 
des  inégalités  correspondantes  dans  les  expressions  des  divers  éléments.  Ces 
inégalités  sont  en  généra]  périodiques  comme  les  termes  de  Rq  d'où  elles  déri- 
vent; celles  que  l'on  a  mises  en  évidence  dans  les  formules  (b)  ont  pour  période 
la  période  même  de  l'argument  Do,  savoir 


T,: 


Si  l'on  pose 


on  pourra  écrire 


I/Iq  -+-  t  Hq 


„    _   271  „,  2Tr 

I    i  i' 


Les  nombres  entiers  i  et  i'  ont  en  général  des  valeurs  peu  considérables, 
parce  que,  dans  la  formule  (20),  les  coefficients  Co  diminuent  assez  rapidement 
quand  i  et  i'  augmentent.  La  période  T^  sera  donc  comparable  aux  durées  des 
révolutions  To,  T'^  de  deux  planètes  fictives  peu  éloignées  des  planètes  réelles. 

73.  Inégalités  séculaires.  —  Les  formules  (b)  sont  en  défaut  quand  on  a 

i/io  H-  i'  «0  =:  o  ; 

cela  arrivera  d'abord  si  les  nombres  i  eii'  sont  nuls  tous  les  deux,  cas  que  nous 
allons  considérer  immédiatement. 

Nous  envisageons  donc,  dans  le  développement  (4)  de  R,  les  termes  qui  sont 
indépendants  des  longitudes  moyennes  l  et  l' ;  pour  ces  termes,  t  disparaît  de 
l'expression  (21)  de  Do  qui  doit  dès  lors  être  traité  comme  une  constante;  on 
aura 

Do  = /:îïTo4- Ar'cj'o +y9o  H-y'^'o, 
/  sinDo<^^=  f  sinDo,  /  cos,Dodt=:  ^cosDo. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  formules  (22),  et  qu'on  y  fasse  i  =  o,  il 
viendra 

(C)  iè,B,  = — ^- y^cosDo, 
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Le  signe  ^  ne  porte  plus  maintenant  que  sur  les  indices  k,  k\jetj'. 

Les  termes  que  l'on  vient  de  considérer  dans  R  introduisent  donc  dans  l'é- 
lément 0  des  parties  proportionnelles  au  temps,  et  il  est  très  aisé  de  voir  qu'il 
en  est  de  même  pour  les  éléments  e,  ç,  ts,  £.  Ce  sont  là  les  inégalités  séculaires 
de  ces  cinq  éléments.  Les  termes  de  R  qui  les  produisent  sont  appelés  par  exten- 
sion termes  séculaires. 

Les  inégalités  séculaires,  variant  constamment  dans  le  même  sens,  acquiè- 
rent une  importance  capitale  quand  on  envisage  deux  états  du  système  solaire 
séparés  par  un  intervalle  de  temps  considérable,  formé  d'un  nombre  plus  ou 
moins  grand  de  siècles;  elles  modifient  son  aspect  d'une  manière  très  sensible; 
tandis  que  les  inégalités  périodiques,  au  bout  de  l'intervalle  en  question,  se 
compensent  en  partie,  ou  du  moins  restent  comprises  entre  les  mêmes  limites. 

Il  importe  de  remarquer  que,  dans  la  première  approximation,  les  grands  axes 
des  orbites  n  ont  pas  d' inégalités  séculaires  ;  c'est  ce  que  montre  la  première  des 

formules  (c).  On  voit  que  cela  tient  à  ce  que  l'expression  (2)  de  -t-> 

da 2    ^R 

dt        na  dt 

ne  contient  que-p?  quantité  qui  se  réduit  à  zéro,  pour  î=  i'=o;  les  cinq 

,        ,,  .    ,  ,.  1,      (?R    dR    <?R    dR    (?R  ,,   •       .  .     .       , 

autres  dérivées  partielles  -r—'  ^r-  '  -r-'  -^5  ^—  ne  se  réduisent  pas  a  zéro  dans 
^  oa     de     00      du     orn  ^ 

les  mêmes  conditions,  et  l'une  au  moins  de  ces  dérivées  partielles  figure  dans 

I  .  /    s    1     de    d(()    dd    dw    ^  de 

les  expressions  (2)  de  ^,  J,  ^,  -^^-  et  ^^. 

Le  moyen  mouvement  n  n'a  pas  non  plus  d'inégalité  séculaire;  c'est  une  con- 
séquence de  la  première  des  formules  (17), 

(23)  0,  «0= «0 ' 

qui  donne  0,  n^  ■=  o,  quand  on  suppose  § ,  «o  =  o« 

L'absence  d'inégalités  séculaires  dans  les  expressions  de  a  et  n,  dans  la  pre- 
mière approximation,  constitue  le  Théorème  de  V invariabilité  des  grands  axes  et 
des  moyens  mouvements,  théorème  fondamental  que  nous  aurons  occasion  de 
compléter,  et  qui  sert  de  base  aux  théories  des  mouvements  des  planètes. 

74.  Inégalités  à  longues  périodes.  —  Il  nous  reste  à  examiner  ce  qui  arrive 
lorsque  l'équation 

(24)  f/io+f'«o  =  o 


// 


'V-^> 


'''  iD 


,  /       1    e^/j-***"^' 


A 


-î^-O'TLC^i  ^X^  : 
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est  vérifiée  sans  que  i  et  i'  soient  nuls;  on  aurait  donc  dans  ce  cas 


c'est-à-dire  que  le  rapport  des  moyens  mouvements  n^  et  d^  serait  rigoureuse- 
ment commensurable .  Les  valeurs  de  n^  et  rî^,  qui  sont  liées  à  a^  eta„  par  la  for- 
mule (i6)  et  sa  correspondante,  doivent  être  tirées  des  observations;  les  valeurs 
numériques  ainsi  obtenues  ne  sont  exactement  commensurables  pour  aucune 
combinaison  des  planètes  prises  deux  à  deux.  Mais  il  y  a  en  revanche  un  assez 
grand  nombre  de  commensurabilités  approchées.  Ainsi,  il  arrive  fréquemment 
que,  pour  des  valeurs  entières  convenables  des  indices  i  et  i',  en  général  peu 
considérables,  la  quantité  in^-^i'rî^  est  petite  par  rapport  à  n^  et  n\,  de 
sorte  que  la  condition  (24)  est  vérifiée  approximativement. 

Si  l'on  considère  les  termes  du  développement  de  R  pour  lesquels  i  et  i'  ont 
ces  valeurs  particulières,  les  inégalités  périodiques  des  éléments,  calculées  par 
les  formules  (6),  pourront  être  très  sensibles,  en  raison  du  petit  diviseur 
in^-h  i' rî^  qui  ligure  dans  ces  formules. 

La  période  T,  =  -. — ^^.^  ,  de  ces  inégalités  sera  très  grande  par  rapport  à 

T2  7t  t     rwyf  2  7T 

0  =  —  et  T.,  =  — j  car  on  aura 

T^^  I  T,  ^  I 

\        riç,        )  \        «'0        ) 

Ces  inégalités,  qui  sont  en  quelque  sorte  intermédiaires  entre  les  inégalités 
séculaires  et  les  inégalités  périodiques  ordinaires,  ont  reçu  le  nom  d'inégalités 
à  longues  périodes;  elles  jouent  dans  notre  système  planétaire  un  rôle  très  im- 
portant. 

C'est  surtout  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  que  ces  inégalités 
sont  très  sensibles.  On  a  en  effet 

/  =  p  H-£  +.  ,  .  ; 

d'où 


(25) 

Or  les  formules  (18)  et  (23)  donnent 

"2    Uq  J 


INÉGALITÉS    A    LONGUES    PÉRIODES. 

d'où,  en  remplaçant  S,<^o  paï*  sa  valeur  (è), 

3  v^        iCo 


20I 


dip 


%-r   I  cosBodty 


(d) 


^ 3_  Y     ^'CpSinDo 


ce  qui  montre  que  celles  des  inégalités  de  la  longitude  moyenne  qui  provien- 
nent de  p  contiennent  le  petit  diviseur  ino-h  i'n'^  au  carrée  tandis  que  ce  diviseur 
ne  figure  dans  les  autres  éléments  qu'à  \?i  première  puissance. 

Quand  on  connaîtra  les  valeurs  numériques  de  n^  et  ri^,  il  sera  facile  de  trou- 
ver les  nombres  entiers  i  et  i' ,  tels  que  îtiq  -\-  i'n\  soit  très  petit  par  rapport  à  Hq 

et  n[  :  il  suffira,  en  effet,  de  convertir  en  fraction  continue  le  rapport—"-;  les 

nombres  i'  devront  être  pris  dans  la  série  des  numérateurs  des  réduites,  changés 
de  signe,  et  les  nombres  i  dans  la  série  des  dénominateurs.  Avec  ces  nombres, 
on  formera  la  suite  des  valeurs  de  in^  +  i'n'^,  et  l'on  verra  si,  parmi  elles,  il  s'en 
trouve  une  très  petite.  Si,  pour  arriver  à  ce  résultat,  on  est  obligé  d'employer 
de  grandes  valeurs  de  i  et  i',  les  inégalités  à  longue  période  correspondantes 
seront  généralement  peu  sensibles,  à  cause  de  la  petitesse  du  coefficient  Cq; 
il  s'agira  du  reste  de  s'assurer  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'expression 
iCo 

Pour  la  planète  P',  dont  le  mouvement  dépend  de  la  force  perturbatrice  R', 
il  y  aura  des  inégalités  à  longue  période  correspondantes. 

On  a,  par  exemple,  pour  Jupiter  et  Saturne,  en  prenant  le  jour  solaire  moyen 
pour  unité  de  temps. 


«0=299",  1284,  «0=  120",  4547; 


on  trouve  aisément 


2  -f- 


i4 


les  réduites  successives  sont-»  ->  •••)  et  l'on  a 

I    2 


5/i'  —  2/io  =  4">oi67=:  —.  =:  —   (environ). 


l'■^ 


On  voit  que  les  termes  de  R  et  R'  qui  sont  de  la  forme 

Ccoi{2l-5l'+kTs  +  k'm'-\-jQ+j'B') 
T.  -   I. 


26 
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peuvent  donner  naissance  à  des  inégalités  périodiques  très  sensibles,  bien  que 
les  coefficients  C  et  C  soient  assez  petits;  leur  période  sera  égale  à  environ 
74  fois  celle  de  Jupiter,  soit  tout  près  de  900  ans. 

Ces  inégalités  sont,  en  effet,  très  considérables  dans  les  longitudes  moyennes, 
et  la  longitude  béliocentrique  de  Saturne  se  trouve  altérée,  par  ce  fait,  d'en- 
viron 5o'. 

75.  Perturbations  du  second  ordre.  —  La  considération  des  inégalités  du 
premier  ordre  ne  suffit  pas  généralement  pour  établir  les  théories  des  planètes; 
on  est  obligé  d'avoir  égard  aux  perturbations  du  second  ordre,  ou  du  moins  aux 
plus  importantes  de  ces  dernières.  Nous  allons  donner,  dès  à  présent,  quelques 
indications  à  ce  sujet. 

Considérons  l'une  quelconque  des  formules  (2),  celle  par  exemple  qui  donne 

■y-,  et  écrivons-la  comme  il  suit 

at 

^  =/n'F(p-h£,  p'  +  s',  rt,  «',  ...); 

nous  allons  y  substituer 

et  égaler  de  part  et  d'autre  les  termes  du  second  ordre.  On  développera,  par  la 
formule  de  Taylor,  l'expression 

F(po+£o  +  ^ipo+^i£o>  po  +  eoH-<5ipo  +  <5,So,  «o  +  ^iao»  «o  +  ^i«'o»  •••)> 

en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  quantités  §,.  On  trouvera  ainsi,  en 
désignant  par  F^  ce  que  devient  F  quand  on  y  remplace  p,  £,  ...  par  po,  £0,  . . . , 

On  mettra  dans  le  second  membre,  pour  les  perturbations  du  premier  ordre, 
les  expressions  obtenues  précédemment.  On  aura  déduit  du  développement  (20) 
de  Ro  un   développement  analogue  pour  la  fonction  F^;   c'est  de   là   qu'on 

^F      /9F 

tirera  les  expressions  de    ,  %  -.-^?  •  •  •  qui  figurent  au  second  membre  de  la  for- 

mule  (26);  il  faudra  effectuer  les  produits  tels  que  -j^^tpo^  et  les  mettre  sous 

une  forme  commode  pour  l'intégration.  Finalement,  on  obtiendra  §2^0  P^i'  "'^e 
quadrature;  on  n'ajoutera  pas  de  constante  d'intégration;  on  calculera  de  même 
les  perturbations  des  cinq  autres  éléments. 


PERTURBATIONS    DU    SECOND    ORDRE.  2o3 

Pour  ce  qui  concerne  §2?o»  o"  tire  des  formules  (17)  et  (18) 

(27)  d,p,  =  -l'-^   f§^a,dt+'-^'^,    f{à,a,fdt. 

On  peut  aussi  diriger  le  calcul  autrement,  en  partant  de  la  formule 

qui  se  déduit  aisément  des  relations 

dp  9   ,      f /  N  ^         da        2    dR 

dt  dt        na  de 

mais  c'est  un  sujet  sur  lequel  nous  aurons  l'occasion  de  revenir. 

S'il  était  nécessaire  de  calculer  les  inégalités  du  troisième  ordre,  on  égale- 

rait,  par  exemple,   la  valeur  de  — j-—  au  produit  par  m'  de  l'ensemble  des 

termes  de  second  ordre  dans  le  développement  par  la  formule  de  Taylorde  l'ex- 
pression 

F(po+£o+âipo+<5i£o  +  ^2po+â2eo>   •••)• 

La  méthode  est,  on  le  voit,  des  plus  simples;  il  n'en  est  pas  de  même 
des  calculs,  qui  se  compliquent  singulièrement  avec  l'ordre  des  perturba- 
tions. Fort  heureusement,  dans  les  théories  des  anciennes  planètes,  on  n'a  le 
plus  souvent  à  calculer  que  quelques  inégalités  du  second  ordre;  il  y  a  lieu  de 
faire  toutefois  une  exception  pour  Jupiter  et  Saturne  où  le  nombre  des  inéga- 
lités du  second  ordre  dont  il  faut  tenir  compte  est  considérable;  on  est  môme 
obligé  d'avoir  égard  à  quelques  inégalités  du  troisième  ordre.  On  doit  convenir 
que,  dans  ce  cas,  la  substitution  des  six  éléments  variables  aux  trois  coordon- 
nées d'une  planète  paraît  être  une  source  de  complications;  car  cela  augmente 
beaucoup  le  nombre  des  termes  à  considérer  dans  les  développements  où  inter- 
vient la  formule  de  Taylor. 

Nous  ferons  remarquer  que  la  méthode  suivie,  qui  revient  en  somme  à  déve- 
lopper les  perturbations  des  éléments  suivant  les  puissances  des  petites  quan- 
tités m,  m',  ... ,  ne  peut  pas  être  employée  pour  un  intervalle  de  temps  indéfini. 
Elle  convient  pour  un  certain  nombre  de  siècles,  ce  qui  tient  à  la  petitesse 
des  inégalités  séculaires  quand  il  s'agit  d'un  pareil  intervalle;  cela  suffit  aux 
besoins  actuels  de  l'Astronomie.  L'emploi  de  la  formule  de  Taylor  suppose,  en 
effet,  que  les  quantités  §,Go,  ^fTS^,  ...  S^Op,  ...  restent  toujours  assez  petites 
pour  que  la  convergence  des  séries  soit  assurée;  or,  S,G„,  §,0?^,  . .  .  contiennent 
des  termes  de  la  forme  Am't;  ces  termes,  qui  sont  petits  pour  des  intervalles 
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modérés,  à  cause  du  facteur  m',  finiraient  par  grandir  au  delà  de  toute  limite, 
et,  à  supposer  que  les  séries  restent  convergentes,  elles  ne  seraient  plus  d'au- 
cune utilité  pratique. 

76.  Poisson,  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  Lune,  pour  laquelle  les  iné- 
galités séculaires  sont  considérables,  a  apporté  une  modification  utile  au  procédé 
donné  plus  haut  pour  le  calcul  des  perturbations  des  divers  ordres;  bien  que 
nous  nous  proposions  d'étudier  ce  point  complètement  dans  le  tome  III  de  cet 
Ouvrage,  nous  croyons  utile  d'en  parler  dès  à  présent,  et  d'une  manière  générale. 

Nous  considérons  toujours,  pour  fixer  les  idées,  deux  planètes  P  et  P',  et  nous 
écrivons  les  équations  différentielles  sous  la  forme 

—  ~  m'F(p  +  e,  B,  m,  a,  . 


m'0(p  -f-  £,  B,  GT,  a, 


(29) 


dns 
dt 

ds 

—  =rji'W{p-he,  B,  w,  a, 

da 

dJ  ~ 


p'+£', 

••), 

p'+£', 

..), 

p'+£', 

••), 

En  ayant  spécialement  en  vue  les  inégalités  séculaires  des  éléments  0,  cr,  £, 
désignons  par  X,  [x  et  v  trois  constantes  indéterminées,  par  0,,  xs^  et  £,  trois 
nouvelles  variables,  et  posons 

(3o)  B  r=zOi-\-lm'  t,         wz=:mi-\-  [im'  t^         errej  +  vm'^; 

les  formules  (29)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

-T^  =r /?i'[F(p +  £1+ vm'i,  Bi  +  l77i't,  Wi  +  iim't,    ...)  —  !], 


(3i) 


dt 

dsi 
'dt 

da 
dt 


i'[^(p +  £1  + V7;i7,  Bi  +  lni't,  Wy-\-ii.m't,    ...)— f^]> 
=  m'[W(p  +  £i4- vm.'/,   Bi+lm't,  cr, +  /j.w'^,    .  . .)  —  v], 


Cela  posé,  on  peut  appliquer  la  méthode  primitive  aux  équations  (3i)  et 

faire 

6,  =9^  +  01^0 +5,^0  +  - ••. 
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en  désignant  de  nouveau  par  O^,,  xjs^,  . . .  des  constantes  arbitraires  ;  seulement, 
quand  on  développera  les  fonctions  F,  $,  W,  . ..  suivant  les  puissances  et  les 
produits  des  §,,  §2»  •  •  •»  on  aura  soin  de  ne  pas  faire  sortir  les  termes  'km'  t,  [um'  i, 
vm't  des  signes  F,  $, Ainsi,  par  exemple,  on  écrira 

F{p  +  £  +  vw'i,  . .  .)^=¥{p(,-h  £o-i-  vm'  t,  OQ-hlm't,  m^-i- [im' t,   ...) 

d¥ 

"*"  dT  (^»Po+'5i£o)  +  .... 

On  déterminera  ensuite  les  inconnues  X,  jx  et  v  de  manière  que  les  expres- 
sions de  ô, ,  cnr,  et  £, ,  fournies  par  les  approximations  successives,  ne  contiennent 
pas  de  parties  proportionnelles  à  t. 

On  applique  généralement  le  premier  terme  de  la  transformation  précédante, 
même  dans  le  cas  des  planètes.  On  calcule  en  effet  le  plus  souvent,  dans  la 
première  approximation,  les  inégalités  périodiques  en  substituant  dans  leurs 
expressions  les  éléments  £,  xn,  0,  t' ,  cr'.  G'  augmentés  de  leurs  inégalités 
séculaires.  Si,  par  exemple,  on  considère  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  le  terme  dont  l'argument  est 

D  —  i{nt  -H  £)  +  i'in't  +  t')  +  ^w  +  k'xxs'  +jd  +j'B', 

on  prendra  dans  les  formules  (22) 


/ 


•    TA   j,  —  cosDo 

SinDo  dt  = r- .J-—, 7-— -, -. T^— r-r— ; 71-1—  • 

i{nQ  -h  vni')  -t-  i  (/io  4-  vm)  M-  kit.m'  -^  k' (x'  m  -^ jym' -\-f 'f  i^x 


11  convient  de  remarquer  qu'en  opérant  ainsi  on  tient  compte,  dès  la  pre- 
mière approximation,  de  termes  qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses. 

Après  avoir  donné  ces  indications  générales  sur  le  calcul  des  perturbations, 
nous  devrions  nous  occuper  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice  R 
sous  la  forme  (4)  mentionnée  au  commencement  de  ce  Chapitre. 

Nous  traiterons  cette  question  avec  toute  l'étendue  désirable;  mais  nous  com- 
mencerons par  un  certain  nombre  de  recherches  et  d'études  préliminaires,  qui 
nous  serviront  à  établir  le  développement  cherché. 

(i  UNIVEESITY 
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CHAPITRE  XII. 

TRANSCENDANTES  DE  BESSEL. 


Nous  aurons  besoin  fréquemment,  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage,  de  certains 
développements  en  séries  des  coordonnées  d'une  planète  dans  son  mouvement 
elliptique  autour  du  Soleil. 

Les  fonctions  ou  transcendantes  de  ^me/ constituant  la  base  de  ces  dévelop- 
pements, nous  croyons  utile  de  présenter  ici  une  théorie  concise  de  ces  fonc- 
tions. 

77.  Considérons  l'expression 

(i)  Z  =  E2("2)^ 

dans  laquelle  E  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens,  ^  et  ^  deux  quan- 
tités quelconques  réelles  ou  imaginaires  (nous  supposerons  néanmoins  dans  ce 
qui  suit  œ  réel);  cette  fonction  peut  être  développée  en  une  série  convergente 
suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  z. 
On  a,  en  effet, 

X  X 

Z=E^'xE~^: 


E'   est  développable  en  série  convergente  suivant  les  puissances  de -s  et  E  -' 

l'est  aussi  suivant  les  puissances  de  — ;?  en  exceptant  toutefois  le  cas  où  le  mo- 
dule de  z  serait  égal  à  zéro;  on  aura 

^     -  2à  1.2. ..a"  '         J^      -  2à       ,.2. ..13 

a=o  P=o 
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on  en  conclura 

«  =  00     p=«         (_   l)?l    -     ] 

^    -^  .^    .^id  1.2. . .  a,  1 .2. . .  p 


Nous  ferons 

(I)  e'H^")=  2  JK-^)^', 

c'est-à-dire 

+  J_i (0^)5-1 4-J_2 (a;)  3-2  +  .  .  .4- J_j(^)s-'4- 

Nous  allons  chercher  les  expressions  générales  et  les  propriétés  principales 
des  fonctions  J/(ip)  qui  sont  les  fonctions  de  Bessel. 

L'expression  (i)  ne  change  pas  quand  on  remplace  z  par  —  -;  nous  aurons 
donc 

Z=rJo(^)  -  J-,(^)-     +J_2(^)-^    — ..  .  +  (— i)'J_,(a;)5'    +... 

La  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  Z  donne 

(II)  J_,(^)  =  (-!)'•  J,(^). 

On  peut  donc  se  borner  au  cas  où  l'indice  i  est  positif. 

Si,  dans  la  formule  (2),  nous  faisons  a  =  (3  +  «,  de  manière  que  l'exposant 
de  z  soit  égal  à  i,  nous  trouverons  pour  le  coefficient  de  z'  dans  Z,  c'est-à-dire 
pour  J/(^),  l'expression  suivante    ' 

1+2  p 


J 


(-o^(fy 


(^•^"^2  1.2. ..3.1. 


,[3.i.2...(i  +  (3) 

P=zO 


d'où 


(III) 


Jo(^)  =■  I 


2 


I^  P-'i-^ 


, . ,  (î)'  r,  (?)• ,    fi)'     1 

'^  I.2...iL  I.(fH-l)  I  .2.(«-t-  1)  (f+  2)  'J 
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On  conclut  de  (II)  et  (III) 

h  (-^)  =  (-i)'J/(^), 

La  série  qui  figure  dans  l'expression  de  h(^)  f^st  convergente;  car,  si  l'on  consi- 
dère les  deux  termes  consécutifs  (—  lYup  et  (—  i)^"^'  w^+,,  on  a 


'■p+i 


et  ce  rapport  tend  vers  zéro  quand  p  croît  indéfiniment.  La  convergence  sera 
d'autant  plus  rapide  que  x  sera  plus  petit  et  i  plus  grand;  si  x  est  considéré 
comme  une  petite  quantité  du  premier  ordre,  J,- (a;)  sera  de  l'ordre  i. 

Les  fonctions  ii(x)  avaient  été  considérées  avant  Bessel  par  Fourier  dans  sa 
Théorie  de  la  chaleur;  aussi  leur  donne-t-on  souvent  le  nom  de  fonctions  de  Foii- 
rier-Bessel. 

L'équation  (I)  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (II), 

faisons,  dans  cette  formule, 
il  viendra 

j;a;v/~lsin?_  J^(^)  +  2J2(^)COS29  +  li^{x)  00549  + •  •  • 

+  y^— 1  [2Ji(^)  sinç  +  2J3(^)  sinScp  +. . .]. 

Supposons  07  et  9  réels;  nous  aurons,  en  égalant  dans  les  deux  membres  de 
l'équation  ci-dessus  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  \l  —  i, 


(IV) 


cos(.37sin9)  r=  Jo(a7)  4-  2i^_{x)  COS29  +  2i,^{x)  cos49  -\- .  ■  • 
sin  (jcsin(p)=  2Ji(^)sin9    +  2J3(ii;)  sin  89 +. . . 


On  voit  donc  que  les  fonctions  de  Bessel  permettent  de  développer  gu  séries 


sin 


périodiques  les  expressions        (o^sincp). 
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En  changeant  9  en  (p  +  ->  il  vient 


(IV) 


COS(J7COS9)  =:Jo(^)  —  2J2(^)  COS29  -\-  2  3^(0:)  COS49 

sin(^cos9):=  2jj(,2?)  coscp  — 213(^)00339 


78.  Entre  trois  fonctions  consécutives  J/_,(^),  J,(a^),  J/+,(ip),  il  existe  une 
relation  très  simple  que  nous  obtiendrons  en  différentiant  l'équation  (I)  par 
rapport  à  s,  ce  qui  nous  donnera 


ou  bien 

+  00  +00 


d'où,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  s'~*, 

(V)  a,(^)  =  ^[j,^,(^\^+J«-i(^)]; 

c'est  la  relation  cherchée. 
Soit  T  une  quantité  quelconque;  on  a 

ou  bien,  à  cause  de  la  relation  (V), 

cette  formule  a  été  employée  par  Cauchy  dans  un  de  ses  Mémoires. 

La  relation  (V)  est  utile  surtout  pour  les  déterminations  numériques.  Sup- 
posons qu'on  veuille  calculer  Jo{^)*  h  (^)»  h(^)^  •••»  h(^)^  ^  ayant  une  valeur 
connue;  on  calculera  directement  Jq  et  J,  par  les  séries  (III);  la  relation  (V) 
donnera  de  proche  en  proche  J^,  J3,  ...,  J,,  mais  avec  une  précision  qui  ira  en 
diminuant  à  mesure  qu'on  s'éloignera  du  point  de  départ.  On  vérifiera  J,  en  le 
calculant  directement  par  la  série  (III). 

Toutefois,  il  vaut  mieux  avoir  recours  au  procédé  suivant  : 

Posons 

U)  Pi  =  Y'  P2  =  T'  '"'  Pi—1 — '  /'<+i=-f-'  ■    ■' 

Jo  Jl  •'«■—1  "j 

T.  -  I.  27 


2IO 

nous  en  tirons 


(5) 
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h  —  'h-PiPi--  -Pi' 


On  est  donc  ramené,  d'une  part,  au  calcul  de  Jo  par  la  série  (III);  d'autre  part, 

au  calcul  de /?<,/>2»  •••♦/^f 
La  relation  (V)  peut  s'écrire  . 


ou  bien 

(6) 

d'où  Ton  tire  successivement 


^  i"  i  ,"  i 


•21  T 


Pi+l 


(7) 


Pi+t 


ii-\-i 


—  Pi+ï 


On  aura  donc  ce  développement  de/?/  en  fraction  continue  : 
(8)  Pi^-- '- 7 


X  1l-\-  "2. 


X  2  «  -h  4 


On  calculera;?,  par  cette  formule.  L'équation  (6)  donnera  ensuite,  pour  le  calcul 
de /?,_,'  •••'  ^o 


T  11  —  2 

Pi-\  ^ 


li —  4 


(9) 


Pi-i 

T 


X 


■Pi-u 


7^2. 
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Voici  donc  l'ensemble  du  calcul  : 

On  détermine  directement  Jq  et  J,  par  les  séries  (111),  pi  par  la  fraction  con- 
tinue (8),  pi^t,  pi^i,  ...,/>,  par  les  formules  (9),  J,,  J^,  . . . ,  J,-  par  les  rela- 
tions (5);  la  valeur  trouvée  ainsi  pour  J,  devra  coïncider,  dans  les  limites  de  la 
précision  cherchée,  avec  la  valeur  obtenue  directement.  S'il  en  est  ainsi,  tout 
le  calcul  se  trouvera  vérifié. 

La  fraction  continue  (8)  se  calculera  elle-même  par  cet  ensemble  de  for- 
mules 

I 

Pi+J 


2  l  -h  2  / 


Pi+J-i  = 


Pi 


2t  +  2/  —  2 

d- Pi+J 


11 

Pi+1 

X 


OÙ  le  nombre  y  aura  généralement  une  valeur  peu  considérable,  telle  que  i, 
2,  3,  et  que  l'on  détermine  rapidement  par  tâtonnements  :  le  calcul  est  plus  facile 
quand  on  a  recours  aux  Tables  de  logarithmes  d'addition. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  détermination  des  perturbations  absolues  dans  les  ellipses 
d^une  excentricité  et  d'une  inclinaison  quelconques,  Hansen  a  calculé  des  Tables 
numériques  donnant  avec  six  décimales  les  valeurs  de  !„  et  J,  ;  l'argument 

est  -;  il  varie  de  o  à  10,  en  augmentant  chaque  fois  de  la  quantité  con- 
stante o,o5. 

Dans  le  Tome  I  des  Mémoires  de  Bessel,  publiés  par  Engelmann,  on  trouve, 
p.  io3,  des  Tables  donnant  avec  dix  décimales  les  valeurs  des  fonctions  !„  et  J<  : 
l'argument  est  x\  il  varie  de  centième  en  centième,  depuis  o  jusqu'à  3,2. 

On  pourra  évidemment  faire  usage  de  ces  Tables  pour  déterminer  Jo  dans  le 
procédé  de  calcul  indiqué  plus  haut. 

79.  On  peut  exprimer  la  dérivée  de  li{x)  en  fonction  de  J/+,  {x)  et  de  J,_,  (x); 
il  suffit,  pour  y  arriver,  de  différentier  Téquation  (1)  par  rapport  à  x,  ce  qui 
donne 

en  égalant  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  les  coefficients  de  -',  il 
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vient 

(VI)  ^i^^l[j,_,(^)_j^.^,(^)]. 

On  tire  de  là 


dû:;'-  2 


\_       dx  dx       J 


OU  bien,  en  remplaçant  les  deux  dérivées  premières  par  leurs  valeurs  conclues 
de  (VI), 

Or  on  tire  de  la  relation  (V) 

(i  +  i)J,+i(^)  =  ^[J,-+2(j;)4-J,(x)], 
{i  —  \)3 ^_,{x) -=.  ^[J,_2(^)+J,(.r)], 

d'où 

ï[J,+i(j;)  +  J,_i(^)]  —  [J,_i(a:)  —  J,+i(^-)]  —  ^[J,+2(^)  +  J/_2(x)  +  2j,(.r)], 

ou  bien,  à  cause  de  (V)  et  (VI), 

'^i''li{x)  —  i       '2^^  —  ^[J,-+2(^)  — 2j,(^)  +  Jf_2(^)]  +  2^J,(j;); 
en  combinant  cette  équation  avec  l'équation  (lo),  on  trouve  enfin 

cette   équation  différentielle  que   vérifie   la   fonction  J/(^)   est    linéaire,   du 
deuxième  ordre,  à  coefficients  variables  et  sans  second  membre;  elle  est  très 
utile  quand  on  veut  faire  une  étude  approfondie  des  fonctions  de  Besscl. 
Écrivons,  comme  il  suit,  la  formule  (I) 

E«  ^'"-"^  =  Jo(^)  4-  2  j,(^)c'  +  2  (-  0'J.(-^)--'; 
en  changeant  5  en  ^?  il  vient 

_.r/_l\  *  « 
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si  nous  multiplions  ces  équations  membre  à  membre,  nous  obtenons  une  équa- 
tion de  la  forme 

00  00 


qui,  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  z,  nous  fournit  les  relations 

Ao:=i, 
A,=  o,        A_/  =  o; 

nous  ne  développerons  que  la  première,  qui  nous  donne 

(VIII)  -  i  =  J^(^)  +  2j^(a?)  +  2j2(^)+.... 

Cette  formule  curieuse  montre  que,  x  étant  supposé  réel,  la  valeur  absolue 
de  Jo(^)  est  plus  petite  que  i,  et  que  celle  de  chacune  des  fonctions  suivantes 

J,(^-),  i.J.x),  ...  est  inférieure  à  —  • 

On  pourrait  vérifier  la  formule  (VIII)  en  partant  de  l'expression  suivante,  à 
laquelle  on  arrive  assez  facilement  pour  le  carré  de  la  fonction  Ji(cc)  : 


p  =  o 


1.2.3.  .  .(2y0)  \^2  / 


(IX)      j?(^)-2(--^)'^-'ti.....(^_;-)][x.2^..(/,  +  o](i.2.../.)^-' 

p:=i 

80.  On  peut  exprimer  J/(^)  par  une  intégrale  définie. 

Revenons,  en  effet,  à  la  formule  que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  (I),  z  par 
E^v'^,  savoir 

P  —  +  IX 

p  =  —  <*> 
on  en  tire 

/       E'*'^-i«'n?E-'?v'-»<i(p=:   V  ip{iic)  j      Wp-^^9^-^dcf, 
ou,  en  remarquant  que  l'on  a 

0 

0 


-  o  pour        ^  <  o, 

12  71  pour        7  =  0, 
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V^—  I  disparaît  du  second  membre  de  cette  formule,  comme  on  le  voit  aisément, 
et  il  reste  . 

cos{i(^  —  ^sincp)<^cp 

-  u 

ou  plus  simplement 

I  r"" 

(X)  J,(j7)—  -   /     cos{i(^  —  a;sin(f)dcf>. 

'^  i/o 

On  peut  obtenir  une  autre  forme  en  opérant  comme  il  suit  : 
L'expression  générale  (III)  de  J,(^)  peut  d'abord  s'écrire  ainsi 

/  N  T     /         \  r  1  ,  ^  -^'^^  1.3...  (20   l)  "1 

^  ^     '  Y.i.(\.  .  .Il  ^        '    1.1.  ..^p        2.4- • -(ai  +  2yy)  J 

Or  on  a  cette  formule  bien  connue,  dans  laquelle  A  et  B  désignent  deux  nom- 
bres entiers  positifs, 

/•".,,         „B     ,        [i.3...(2A-i)][i.3...(2B-i)] 
/     sm2*a>cos^'*cp«?9=  ^^ ^ — -, r\ tt^ -T^'y 

X  T  T      T  2.4...(2A  +  2B) 

on  en  tire,  en  faisant  A  =  i  et  donnant  successivement  à  B  les  valeurs  o,  i,...,/;, 

'     sin^'cpf/cp, 

0 

> 

1.3...  (20 l)  I  I      r^     •     o;  o„  j 

— 7 tM- —  =^ — r. -, — -. r-   /     sin^'9  cos^^cp  acp, 

2.4.  .  .(2i4-2/?)  1.3.  .  .(2f  — l)   TT    /  ^  ^      ^ 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i  1),  il  vient 

^    '       1.3. .  .(2t  — i)  7:  Jo  ^L  1-2  1.2. ..2/?  J    ^ 

OU  bien 

(XI)  J,(:c)= — ^ ; — : /      cos(a;  COS9)  sin^'cpc/o. 

1.6. .  .{ll~l)  Tl  J^  ^  ^     ^ 

C'est  la  seconde  forme  cherchée;  elle  a  sur  la  première  l'avantage  de  mettre  en 
évidence  le  facteur  x^\  si  x  est  considéré  comme  une  petite  quantité  du  premier 
ordre,  ii{oc)  sera  de  l'ordre  i. 
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CHAPITRE  XIII. 

APPLICATION  DES  TRANSCENDANTES  DE  BESSEL 
AU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


81.  Théorème  préliminaire.  —  Soit/(Q  une  fonction  périodique  de  C,  dont 
la  période  est  211,  qui  reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  C;  cette  fonction 
est('),  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  ^jl  développable  en  série  convergente 
comme  il  suit  :  ^ 

(  /(Ç)  =  iAo+ (Al  COSÇ+  BiSinÇ)  +  (A2COS2Ç  +  BîSin2Ç)  +. . . 
(i)  < 

(  4-(A;C0SiÇ  +  BjSiniÇ)+ 

Les  coefficients'A  et B  peuvent  être  exprimés  par  des  intégrales  définies;  on  a, 
en  effet, 

(2)  i  ®  ' 

Bi=-  /     /iK)&iniKdK; 

cette  expression  de  A,  convient  aussi  pour  i  =  o,  si  l'on  a  eu  soin,  comme  nous 
l'avons  fait,  de  mettre  dans  la  formule  (i)  ^  A^  et  non  A„. 

(•)  Considérons  une  fonction  quelconque  de  Ç,  ^{O,  et  portons  notre  attention  sur  les  limites  o 
et  o.TT  de  Ç  et  sur  les  valeurs  correspondantes  de  *(^)  que  nous  supposons  finies.  Le  théorème  de 
Fourier  et  la  démonstration  de  Lejeune-Dirichlet  nous  apprennent  que,  dans  cet  intervalle,  on  peut 
toujours  trouver  un  développement  périodique  convergent  de  la  forme  (i),  c'est-à-dire 

/(O  =  -^  Ao-i-  (Al  cosÇ-fBi  sin!;)  +  -- .+ (A/ cosiÇ -+- B/sinfÇ) -+-. . . , 
tel  que,  dans  tout  l'intervalle  considéré,  on  ait  /(C)  =  *(0)  et  ce  développement  est  unique;  la 
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On  en  conclut  que  le  développement  périodique  (i)  n'est  possible  que  d'une 
seule  manière. 

Si  la  fonction/((^)  Çi^i paire,  les  sinus  doivent  disparaître  de  la  formule  (i); 
on  a,  en  effet,  par  hypothèse,  pour  toutes  les  valeurs  de  ^, 

(3)  /(C)-=/(-0; 

en  remplaçant/(Q  6t/(—  C)  par  leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  (i),  sup- 
primant les  termes  communs  aux  deux  membres,  il  reste 

o  =  Bi  sinÇ  +B2  sin2C  +  . . .  4-  B,  sini'C  -h. . .  ; 

cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  T;  on  peut  appliquer  la 
dernière  des  formules  (2),  en  remplaçant  sous  le  signe  /  la  fonction  /('() 
par  o;  on  trouve  ainsi 

Bi  — o,         B2=o,         ...; 

donc,  dans  ce  cas,  le  développement  (i)  se  réduit  à 

(4)  /(Ç)  — iAo+ A,  cosÇ  +  . . .  + A,cosiCH- 

On  conclut  de  la  formule  (3)  la  relation 

/(27:-Ç)=/(0; 
on  a,  d'ailleurs, 

cosf(27r  —  Ç)  =  cosïÇ; 

si  donc  on  considère  les  valeurs  de  l'élément  différentiel  de  la  formule 

I  r'"" 

Xi—-  I     /(Ç)cos«C^Ç, 

qui  correspondent  aux  valeurs  ^  et  211  —  '(,  on  voit  que  ces  valeurs  sont  égales 
et  de  même  signe,  et  l'on  peut  écrire 


(5)     ■  A,=^r/(C) 


cosi^d^- 


fonction  ^(O  peut  môme  être  discontinue.  Mais,  de  27:  à  471,  de  /{tz  à  Gti,  . . .,  /(Ç)  reprendra  les 
mêmes  valeurs  que  l'on  a  obtenues  de  o  à  271;  tandis  qu'en  général  *(0  pourra  prendre  des  valeurs 
n'ayant  aucune  espèce  de  rapport  avec  celles  de  *(0  pour  Ç,  compris  entre  o  et  2Tt.  Il  n'en  est  plus 
de  même  quand  la  fonction  «ï>  est  périodique  et  a  la  période  2tt;  les  fonctions /(Q  et  *(0  coïncide- 
ront alors  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  .\,  f 
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Si  la  fonction/((^)  est  impaire,  on  a,  quel  que  soil  t, 
(3')  /(0+/(-Ç)-=o; 

d'où,  en  remplaçant /('()  et/(— '()  par  leurs  valeurs  tirées  de  la  formule  (i),  et 
supprimant  les  termes  qui  se  détruisent, 

O  — J- Ao  4- Al  C0SÇ4-.    .4-  A,-cos/C  -h.  • .  ; 

Si  donc  on  applique  la  première  des  formules  (2)  en  y  remplaçant/('C)  par  o, 

il  viendra 

Ao  =  o,        A,  =  o,         ..., 

et,  dans  ce  cas,  le  développement  (i)  se  réduit  à 

(4')  /(C)==B,sinC  +  B2sin2Ç  +  ...; 

on  aura  ensuite 

/(2Tî  — Ç)  ^— /(C),        sinf  (27:  — C)  =  — sin/Ç, 

et  en  groupant  les  éléments  différentiels,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  on  verra 
que  la  seconde  des  formules  (2)  pourra  s'écrire 

(5')  B,=  -  f  /(C)sin/CrfÇ. 

82.  Soient  e  l'excentricité  de  l'orbite  d'une  planète,  excentricité  qui  sera 
comprise  entre  o  et  i  ;  T  l'anomalie  moyenne  correspondante  au  temps  quel- 
conque t\  u,  w  etr  les  valeurs  de  l'anomalie  excentrique,  de  l'anomalie  vraie  et 
du  rayon  vecteur  qui  se  rapportent  à  la  même  époque.  On  aura,  comme  on  l'a 
vu  au  n°  32,  l'équation 

(6)  u  —  eslnu  =  Ç. 

Soity  un  nombre  entier  positif:  considérons  la  fonction 

lorsque  t  augmente  de  27:,  //  augmente  aussi  de  2-,  et  la  fonction  cosj'ii  ne 
change  pas;  cosyM  est  donc  une  fonction  périodique  de  ^  dont  la  période  est  2-; 
d'ailleurs,  cette  fonction  reste  finie.  On  peut  donc  la  développer  sous  la 
forme  (i),  et  appliquer  les  formules  (4)  et  (5),  parce  que  /(t)  est  une  fonction 
paire.  Nous  poserons 

(«)  cos./«  =  {/»[/' H-/;'/'  cosÇ-l-/?'2'"cos2Ç  +  . .  .4-//'/'  cos/Ç4-.  . .  ; 

T.  —  I.  28 
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la  série  sera  convergente,  quelle  que  soit  la  valeur  de  e  entre  o  et  i,  et  nous 


aurons 


On  tire  de  la  formule  (6) 
il  en  résulte  d'abord 


Lpu>--:  I     cos j'u  du  —  e  I     cosucosjudu: 


on  en  conclut  que,  siy  est  supérieur  à  i,  on  a 
lorsquey  =  i,  il  vient 


cos^  u  du  := e, 

2 


d'où 


)'«'  —  —  , 


La  formule  (7)  peut  s'écrire 

-^  i/o  "5 

en  intégrant  par  parties,  il  vient 


■7:     ,.  /*"   .     .^  dcos/u 


ou  bien,  en  remarquant  qu'aux  limites  o  et  tî  de  l  répondent  les  mêmes  limites 
de  M, 

0 


Nous  pouvons  remplacer  l  par  sa  valeur  (6),  ce  qui  nous  donnera 
^  /;/'  =   /     2  sinyV<  sin  (  h<  -  -  <e  siri  «)  du 
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OU  bien 


-^ p^/^  ■=  I     cos[{i  —  /)u—iesinu]du--   1     cos[(/  +  /)?f  —  iesinii]du. 
Si  l'on  a  égard  à  la  formule  (X)  du  n"^7^on  voit  qu'on  peut  écrire 

(b)  1      ■ 

f /?'/'=-- o,      pour    ./>i, 

On  aura,  en  particulier,  pour  /=  i, 

(.1)   _  •T,-^.i(/e)  —  J,+i(/g) 
Pi    -  • 

cette  expression  peut  être  transformée  au  moyen  de  la  formule  (VI)  du  n°  79, 
qui  donne,  en  y  remplaçant  ce  par  ie, 

J,--i(^g)  — J,+i(;g)  — -,       ^^      ; 
il  viendra  donc 

(c)  K'    "^•^       ^e      ' 

Considérons  maintenant  la  fonction 

c'est  une  fonction  périodique  de  '(  dont  la  période  est  27:;  cette  fonction  reste 
toujours  finie,  elle  est  du  reste  impaire  ;  on  pourra  donc  poser 

(a')  sin/u  ■=.  q^l^  sinÇ  -h  q^C"  sin  2  Ç  -h  .  . .  -H^p'  sin  il,  +  . . .  ; 

cette  série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  e  comprises  entre  o  et  i, 
et  l'on  aura,  par  la  formule  (5'), 


ou  bien 


'     sin/wsiniC^C 

0 
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d'où,  en  opérant  comme  précédemment, 

fil 
cosi^cosju  du, 

fit 
2  cos/w  cos (  iu  —  ie  sin  u )  du, 

fit  ^TZ 

cos[{i  —J)  u  —  iesinu]  du  -\-    j    cos [(«+/)  u  —  ies'mu]  du, 

On  aura,  en  particulier,  poury  =  i, 


cette  expression  peut  être  transformée  au  moyen  de  la  formule  (V)  du  n"  TC 
qui  donne,  en  y  remplaçant  x  par  ie, 


il  viendra  donc 


2 

J,_,  (/e)  +  Jj+i  (ie)  =  -  J/  (i'e)  ; 


(C)  ^U)=  £J.(ie) 


ie 


Remarque.  —  On  tire  des  formules  (a)  et  (/>),  («')  et  (b'),  en  supposant 

(  d)  cos  /«  =  y  2  [  h-j  (ie)—  h+j  (ie)]  '-^^  , 

i  =  l 

{d')  sin ju  ^j  2  [3i_j ( ic)  -h  .1,+,  {ie)-\  ^^ . 

.On  peut  écrire  ces  formules  comme  il  suit 

(?)  cosju=j   2^  ,i,_j{ie)—^  , 

t  i\  •     •         .   v^    ,      ,  .  ,  siru't 
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OÙ  l'indice  i  prend  la  série  des  valeurs  entières  positives  et  négatives,  zéro  étant 
excepté. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on  a 

i-i-j{—ie)—ii+j{ie). 

83.  Nous  pouvons  appliquer  ce  qui  précède  au  développement  périodique  du 
rayon  vecteur  r,  dans  le  mouvement  elliptique.  On  a 

r  =  a{\  —  ecosM); 

il  suffit  donc  de  remplacer  cosw  par  son  développement  fourni  par  les  formules 
{a)  et  (c);  on  trouvera  ainsi 

r  I    »      V       di,(ie)  cos/Ç 


(/,  a='-ï^'-l 


de 


en  remplaçant  J,(<e)  par  son  développement  en  série 


ic{ie)=        ' 


I .2. . .f   I    \    2 


LV  2  y  !.(«+  l)   "^    I.2.(i  +  l)(i-h  2)  '"■J 


\2/  L     ^4-2  1^2 j  ^      f+4      y-i]  y 

i.2...i\_         i{i-hi)       1  i{i-\-i){i-\-  2)     1.2    /'j' 


et  faisant 

(A)  C,: 

la  formule  (/)  donnera 

(B)  i:^i4_  1"_  VCiCosiÇ. 


r  e- 


a  2 


Les  formules  (A)  et  (B)  résolvent  la  question  proposée;  il  est  important  de 
remarquer  que,  si  l'excentricité  e  est  considérée  comme  une  petite  quantité  du 
premier  ordre,  le  coefficient  de  cos  iX,  dans  le  développement  de  r  est  de  l'ordre  i, 
et  qu'il  ne  contient  que  les  puissances  f,  «  -t-  2,  «  -i-  4,  . . .  de  e. 

Cherchons  maintenant  le  développement  de  la  différence  w  —  '(  entre  l'ano- 
malie excentrique  et  l'anomalie  moyenne;  on  a 

u  —  Ç  ^rr  e  sin  u 
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OU  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (a')  et  (c'), 


l  =  <c 

2 


Posons 


i 


(A')   D,=  ?    ^' 


r,  m  ,  m       m     ,  i 

L  I.(«  +  l)  I.^(«-Hl)(«-h2)  I.2.3(«+  l)(/-h2)(«-t-3)  J 


et  nous  aurons 

J  =  00 

(B')  M-Ç=2l^'Sin«Ç. 

1  =  1 

On  voit  que  le  coefficient  D^  de  sin^T  est  de  l'ordre  i  et  qu'il  ne  contient  que  les 
puissances  î,  « -+- 2,  /  4- 4,  • . .  de  e. 

84.  C'est  ici  l'occasion  de  donner  deux  formules  qui  sont  souvent  utiles;  dé- 
signons par  w  l'anomalie  vraie  de  la  planète;  on  a 


tang  -  w  =  \/  ^—^  tang  ^  «  ; 


cela  rentre  dans  le  type 

tangj=:  p.  tang^, 

qui  donne,  comme  on  sait, 

(8)  y  =  œ-\-^ •  sin2jrH — ( '-^ ■)  s'm^^v  -+-  ^  ( -]  pin6,a?  H-.  . .  ; 

on  aura,  dans  le  cas  actuel, 

/i  -+-  e  u.  —  I  e 


^       */    ^       e'  fx+i         i^y/i_e2 


I  w=i  u-\-  'iX -  sin  i^  4 —  7 sin  2  u 

On  peut  écrire  aussi 

I                / 1  —  e  I 

1  ang  -  «  =::  t  / lang  -  «'. 

^2       y  1 4-  e       2 
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Pour  appliquer  la  formule  (8),  on  devra  prendre 


V    I  -t-  e 


|JL •    '  ^ 


f^  +  i  i+V^i  — e^' 

il  en  résultera 


(C,) 


I 

I  e^ 


3  (i  +  v/i"ireiy 


sln  3  ^v 


-■■] 


Nous  allons  considérer  ensuite  la  différence  entre  l'anomalie  moyenne  et  l'a- 
nomalie vraie.  On  a  les  formules 

Z,^=  a  —  e  sin«, 

/ ^      sintv 

iH-ecosfrP 
d'où 


(9)  t,  —  a  +  \lx  —  ë' 


d.  Iog(i  -\-  ecosw) 


dw 
Or  on  peut  écrire 

H-  e  cosw  =  -^  (i  -t-  [SE*^  ^''^O  (i  +  j3E-*^ */^0» 

en  posant 

\—\Ji  —  e^ e 


[3 


^  H-\/l- 

On  en  conclut 


log(l  4-eCOSfP)  =rIog  -^  +  !-(E'*'v'-i  +£-*'' v/--i)  _  n_(E2'*'/-i  4-E-2"'v'^)  +. . . 

2  p  I  2  /         ■  •  • 

=:l0g— g  +  2([3C0S«V—  -|32C0S2«V  +  ^  [3»  cos  3  tv  —  .  .  .  J  , 

et,  en  substituant  dans  la  formule  (9), 


Ç.~  MH-  2  v/i  — e^(—  (3sin«p+  [3*sin2(v  —  j3*sin3<p  +  . . .). 
On  peut  remplacer  u  par  son  développement  (C,),  ce  qui  donne  ^ 

06 

^      ^      V I  -h  V  I  —  ^  V 


sintH\ 
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On  a  donc  cette  formule 
,^.     ^  r     .  I     n-2v/i  — e^     „   .  I     I  +  3i/i  —  e-     -   .    -  I 

Bemarque.  —  Considérons  les  trois  anomalies  a,  t,  w,  et  d'abord  les  deux  pre- 
mières; on  peut  se  proposer  de  développer  la  différence  u  —t  suivant  les  sinus 
des  multiples  de  t:  ce  but  est  atteint  par  la  formule  (B');  la  même  différence 
s'exprime  bien  simplement  à  l'aide  des  sinus  des  multiples  de  u,  puisque  l'on  a 
u  —  X,  —  e  sinw.  Les  formules  (C)  et  (C,)  donnent  ensuite  le  développement  de 
la  différence  w  —  u  suivant  les  sinus  des  multiples  de  u  ou  de  w. 

La  troisième  différence  t  —  w  est  développée  par  la  formule  (D)  en  fonction 
des  sinus  des  multiples  de  w,  il  reste  à  y  introduire  les  sinus  des  multiples 
de  'C;  c'est  une  question  très  importante,  et  plus  compliquée  que  les  précé- 
dentes; elle  sera  résolue  plus  loin. 

On  peut  remarquer  encore  que,  dans  les  expressions  (C),  (C,  )  et  (D),  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  algébriques  très  simples  de  l'excentricité;  il  n'en  est 
pas  de  même  dans  la  formule  (B'),  ni  dans  celle  qu'il  nous  reste  à  obtenir,  et  qui 
doit  donner  X,  —  w  Qn  fonction  des  sinus  des  multiples  de  '(. 

85.  Donnons  encore  quelques  formules  intéressantes  dans  lesquelles  figurent 
les  fonctions  de  Bessel.  On  vérifie  très  aisément  les  deux  relations  suivantes  : 

a       du 

(10) 


/•        «^Ç 


a- 


(11)  —-j—^=9.esmu. 

La  première  donne,  en  ayant  égard  à  la  formule  (/'), 
(g)  ^  =1 +2^J,(ie)cosfÇ. 

i  =  1 

On  a  donc  ainsi  le  développement  périodique  de  -• 

On  tire  ensuite  de  la  formule  (i  i),  en  tenant  compte  de  (a')  et  (c'), 

d.  —         '^* 


di; 


^^hiie) 
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d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

i  =  X 

Reste  à  déterminer  G  ;  or  on  a 

—2.=^  I  —  2e  cosa  +  e-cos-w  =  i  H ae  cosu  -\ cos2u; 


on  a  vu  plus  haut  que  le  terme  non  périodique  de  cosm  est  —  ->  et  que  celui  de 
C0S2W  est  nul;  donc  la  partie  non  périodique  de  -^  est  r  +  -e^  =  G,  et  l'on  a 


J=00 


r^  3    ,       ,  V  T  /  •  \  cosfÇ 


(A,  ^.='+5^'-4i:j'(-)-i 


/= 1 


On  peut  obtenir  aussi  facilement  les  développements  périodiques  de  sin^p  et 
costit'  : 

On  a  d'abord 

I  +  ecostv 
d'où 

ecosw=z — I -j — u  —  e-), 
r  ' 

OU  bien,  en  remplaçant  -  par  son  expression  {g), 

i  =  cc 

(/')  cosw  =  —  e  +  2 \ji{ie)  cosiÇ. 


i=l 


On  vérifie  ensuite  aisément  la  formule 


a  e 

=  sin  w, 


^Ç         V^". 


qui  donne,  après  qu'on  y  a  remplacé  -  par  sa  valeur  (/), 


T.  -    ï. 


^  \;i  d.  Ji{ie)  sirifÇ 


«9 
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Soit  C  l'équation  du  centre;  on  a 

sin  C  :=  sin  w  cos  Ç  —  cos  tr  sin  C  ; 
d'où,  à  cause  des  formules  (k)  et  (k'), 

i  —  co 

djfiie)  sini'CcosÇ 


SinCrz:  2  v/l 


^2 


de 


+  esinÇ—  i 


/\  3i{ie)  cost'ÇsinÇ; 


si  l'on  transforme  sinfCcos'C  et  cos «(^  sin  (^  en  une  somme  et  une  différence  de 
sinus,  on  obtient  la  formule  suivante 


SI 


nC  =  V  F/sin/Ç, 


où  l'on  a 


(0 


Fi=:eH —i^{2e)-+-  -  y/i  — e- 


;,   d  5^(2  6) 


de 


et  pour  i>  i, 

|j,+,[(i+i)e]-J/_i[(«-i)e] 

-  j  _i_  <iJ,-n[(t  +  i)g]  _^       I      c/J,-i[(?— i)g]  j 


F,=  i^-^ 


e 


de 


i  —  I 


de 


86.  Soient  l  et  f]  les  coordonnées  d'une  position  quelconque  de  la  planète 
dans  son  mouvement  elliptique,  par  rapport  au  grand  axe  (axe  des  l),  et  à  la 
parallèle  au  petit  axe  menée  par  le  centre  du  Soleil  (axe  des  y]).  On  aura 

^  =  r  cosw=z  a  (cos  a  —  e), 
Yî  =r /•  sin<v  =  ay/i — e'^sinu. 

Si  l'on  remplace  sinw  et  cosw  par  leurs  développements  périodiques  trouvés 
plus  haut,  on  obtient  sans  peine  les  formules  suivantes 


(m) 


3  x?  T      /  .  ,  cos  «  M 

-  -  e+  2^  J,_i(fe)— ^    , 

— +«  "1 

2  siiiiC    . 


Y)  =z  a  y/ 1  —  e- 


dans  les  2,  on  doit  donner  à  l'indice  «toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  oc 
jusqu'à  -h  co,  en  exceptant  la  valeur  zéro. 


APPLICATION    DES    TRANSCENDANTES    DE   lîESSEL.  227 

Enfin,  dans  une  méthode  importante  relative  à  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  due  à  Hansen,  on  a  besoin  des  développements  des  expressions 

— ^-  et  — Y~'  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'anomalie  moyenne. 

Ces  développements  sont  faciles  à  obtenir;  on  a,  en  effet, 


cosw ^  sinw       Y) 


Par  rapport  aux  axes  0^  et  Oy],  les  équations  différentielles  du  mouvement 
elliptique  de  la  planète  sont 

on  en  tire,  à  cause  des  formules 


/•3      ~ 

dl^' 

a^r\ 

d'-n 

,.3       — 

dX' 

Dans  les  seconds  membres  des  deux  dernières  équations,  remplaçons  ^  et  y) 
par  leurs  valeurs  (m),  et  nous  obtiendrons 

1=2+ te 

{n) 


.  i  — +  = 


Dans  ces  dernières  formules,  on  peut  ne  plus  excepter  o  parmi  les  valeurs 
de  i;  les  termes  correspondants  sont  nuls. 
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THÉORÈME  DE  CAUCHY.  -  NOMBRES  DE  CAUCHY. 


87.  Considérons  une  fonction  S,  finie  et  bien  déterminée,  de  l'anomalie 
excentrique  u,  ayant  pour  période  271;  S  sera  aussi  une  fonction  périodique 
de 'C,  admettant  la  même  période;  on  aura  donc  ces  deux  développements  con- 
vergents 


(0 


s  :=  -  «0  +  <^l  ces  U  4-  «2  ces  2  a  +  .  . 

+  61  sin  u  +  62  sin  2  i^  + . . 


!S  =  -  Ao  H-  A,  cosÇ  4-  A2COS2C  +  .  •  ■ 
H-  Bi  sinC  +  B2  sinaÇ  H-.  . . . 

Supposons  que  le  premier  soit  connu,  et  proposons-nous  d'en  déduire  le  se- 
cond; cela  est  facile  en  partant  des  formules  trouvées  dans  le  Chapitre  précé- 
dent pour  les  développements  de  cosyw  et  sinyw  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  'C.  On  avait  fait 

cosya  —  -  p^p  H-  2]  P^i^  cos  i^, 

i=i 

1=00 

1  =  1 
on  trouvera  aisément  • 

Ao=  ?«o+«i/^c)'\ 


h:l 


B,  =  ^^l.»'  +  62^1-''  +  ...+  ^y^[''+, 
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OU  bien,  en  mettant  pour  les  quantités  p^f  et  q^f  leurs  expressions  à  l'aide  des 
transcendantes  de  Bessel,  formules  {b)  et  {b')  du  Chapitre  précédent, 


Aq  —  cIq      (Il  e, 

iAi=      I  a,  [ J/_,  ( ie )  --  J/+i  ( ie )] 

-h  2 aa [ .1/ -2 ( ie )  —  J/+2 {ie)] 

+  3  «3  [J,  _3  («e)  —  J/+3  (  ie)] 

-+- , 

/B,=  i6i[J,_,(ie)  +  Ji+i{ie)] 
H-  2  62  [ J,_2  (ie)  -+-  J,+2  ( i^ )] 
4-  3  h:,  [ J,_3 (  ie )  +  J,+3 (  le )] 


(3) 


La  question  proposée  est  entièrement  résolue  par  ce  système  de  formules; 
on  devra,  pour  les  appliquer  numériquement,  calculer  les  valeurs  des  transcen- 
dantes 

Jo(e),  Jo(2e),  Jo(3e),  ..., 
Ji(e),  Ji(2e),  Ji(3e),  ..., 
3i{e),     3.-,{2e),     5o{3e),     ..., 


Caucliy  a  résolu  la  même  question  d'une  façon  différente,  au  moins  quant  à 
la  forme;  nous  allons  faire  connaître  les  résultats  auxquels  il  est  arrivé,  sans 
donner  les  démonstrations  dans  toute  leur  généralité;  nous  nous  contenterons 
de  considérer  les  cas  qui  nous  serviront  réellement. 


88.  Posons 


(4) 


la  formule  (2)  va  devenir 


E^V^-'=:,., 


S     ==^Ao+       ^       A,(^4-5-»)+       '-      A,{z'-^z-')-^. 


+  — ^  Bi  {z  -  ^-'  )  +  — L=  B2  (^^ 
2\/ — I  2y — I 


+  ..., 


ou  bien 

(5) 
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en  posant 

P,.   ^lA.  +  i-'L, 

2  2    ^_i 

P_,=  1a,-1  J'i.; 

2  2    ^_I 

d'où 

!Ao=  2  Pq, 
A,  =  P,  +  P_„ 

'     zPd'C  est  égale  à  211,  et  qu'elle 

0 

est  nulle  si/?  désigne  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  cela  ré- 
sulte de  la  formule 

I      zPdt;=  I      cospKdZ  -hs/—i  j      sinpKd^' 

On  aura  donc,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (5)  par  z-^dt, 
et  intégrant  entre  les  limites  o  et  itz, 


(7)  2T:Pi=z  f     S5-'^C; 

cette  formule  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  i,  positives,  nulles  ou  né- 
gatives. 

Posons  maintenant 

(8)  E"^'--s; 

il  existe  entre  les  variables  z  eis  une  relation  importante;  on  a,  en  effet, 

Ç  =  «  —  e  sin  11  ; 

d'où 

Remplaçons  \/— I  sin  M  par 

2   ^  ^  2  \ 

et  nous  trouverons 

(9)  ^  =  5Ef^('~^); 
telle  est  la  relation  cherchée. 
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Nous  aurons  ensuite 


d^z=z  {\  —  e  cos 


u)dif=  \i-^(s+^\\du; 


portons  ces  valeurs  de  z  et  de  d^  dans  la  formule  (7);  elle  va  nous  donner,  en 
remarquant  que,  si  C  croît  de  o  à  su,  u  croît  lui-même  de  o  à  au, 

2T:Pi=  f     S5--'E^v  ~^^  ri_.  ^  ^5+  1^1  du 
ou  bien 
(10)  27:P/=/      \]s-'du, 

"0 

en  posant 

(„)  U  =  SEÏH)[,-f(.^i)]. 

La  fonction*  S  est  développable  en  série  convergente  procédant  suivant  les 
puissances  positives  et  négatives  de^;  cela  résulte  des  formules  (i)  et  (8);  il  en 
est  de  même  du  produit  de  S  par  l'expression 

■''-='[-f(-;)]- 

c'est-à-dire  de  U. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

i  U  =  p;  -+-  p;  5  +  p;  5^  + . . .  +  p;  5'"  + . . . 
(  +p1i^-/+pi25-2+...+p:.,-5-'4-.... 

On  conclut  de  cette  équation  que  l'on  a 

X27t 
l]s-'dj='2nVi, 

et,  en  comparant  cette  formule  à  la  formule  (10),  on  arrive  à 

P  —  P ' 

Donc  le  coefficient  P;  de  s',  dans  le  développement  de  (5),  est  égal  au  coeffi- 
cient P^.  de  5'  dans  le  développement  (  1 2)  ;  on  voit  qu'on  est  ramené  à  développer, 
suivant  les  puissances  de  s,  la  fonction  U  qui  est  un  produit  de  trois  facteurs: 

l'un  j f  ^  +  - j  est  tout  développé,   l'autre  E^^    ^^  se  développe  aisément 
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(cela  introduit  les  fonctions  deBessel);  enfin,  dans  un  grand  nombre  d'applica- 
tions, S  est  une  fonction  simple  de  s  :  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de 
Cauchy. 

Quand  on  aura  déterminé  ainsi  les  coefficients  P,,  on  calculera  A^  et  B,  par  les 
formules  (6). 

On  peut  donner  au  théorème  de  Cauchy  une  forme  différente  ;  écrivons  d'abord 
l'équation  (7)  comme  il  suit  : 

Si  nous  intégrons  par  parties,  il  vient,  en  remarquant  que  S  prend  la  même  va- 
leur pour  ^  =  o  et  ^  =  27r, 

i\/—iJo      «Ç  i\/—iJo       ds  du 

Remplaçons  z  par  sa  valeur  (9),  et  ^  par  \/^  E"^  =  ^v/--^,  et  nous  trou- 
verons finalement 

(i3)  27iP,==4    r''s-(^'^^~¥M'~~''^du. 

i  Jo  ds 

Or,  si  nous  considérons  la  fonction 

i    ds  '^ 

et  que  nous  la  supposions  développée  suivant  les  puissances  positives  et  néga- 
tives de  s,  de  manière  à  avoir 

+  Q_i^-'4-Q_25--+. .  .+  Q_(,-_,,5-('-i)-+-..., 

nous  en  conclurons,  en  multipliant  par  jf-^'-^f/w  et  intégrant  de  o  à  2'it  relati- 
vement à  u,  s 

(i4)  27rQT*-*^4    r^'s-i^-^^'^E^^'"'  du 


»-'  i  Jo  as 


La  comparaison  des  formules  (i3)  et  (i4)  donne 

P.=  Q:-i; 
donc  P,  est  le  coefficient  de  5'-'  dans  le  développement  de  la  fonction  V. 
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Voici  donc  le  théorème  complet  dû  à  Cauchy  : 
Considérons  le  développement 

+  P_iS-»  +  ...-^P_,-s-'4-...  . 

I'*  P,  est  égal  au  coefficient  de  5'  dans  le  développement  de  la  fonction 

(.)  0  =  SEÏH)[,_i(,.l)]. 

2"  P/  est  encore  égal  au  coefficient  de  s^~'^  dans  le  développement  de  la  fonction 

^  i   as 

Dans  les  applications,  on  prendra  celle  des  deux  formes  qui  paraîtra  la  plus 
avantageuse;  il  faut  remarquer  que,  pour  le  calcul  de  P^,  «étant  nul,  on  devra 
employer  la  forme  (a). 

On  pourra  se  convaincre  facilement  qu'en  partant  de  la  forme  (a),  et  passant 
ensuite  des  valeurs  des  coefficients  P,  à  celles  des  A^  et  B/,  on  retombe  sur  les 
formules  (3). 

Faisons  néanmoins  une  application  au  développement  de  -■,  déjà  considéré 

ci-dessus. 
On  a 

la  fonction  U  se  réduit  à 

Vi  est  donc  égal  au  coefficient  de  s^  dans  le  développement  de  E^^  ^\  c'est- 
à-dire  à  Jj(/e);  P..,  est  égal  à  J_,(— «e)  =i^(^ie)  =  P,.  Les  formules  (6)  don- 
nent 

-  Ao=:  Jo(o)  =1,        ki  =  iii{ie),       B,=o; 

on  retrouve  bien  la  formule  déjà  obtenue 

-  =  H- 2  ^  ii{ie)  cosiÇ. 

Avant  de  faire  des  applications  plus  compliquées,  nous  allons  introduire  des 
coefficients  numériques  que  l'on  rencontre  dans  plusieurs  questions,  et  aux- 
quels on  a  donné  le  nom  de  nombres  de  Cauchy. 

T.  -  1.  3o 
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89.  Soient  y  et  q  deux  nombres  entiers  positifs  ou  nuls,  pun  entier  quelconque, 
positif,  nul  ou  négatif;  l'expression 

peut  être  développée  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  a;;  le  dé- 
veloppement contient  d'ailleurs  un  nombre  limité  de  termes.  Nous  représentons 
par  N_^j_y  le  terme  indépendant  de  œ  dans  ce  développement;  on  peut  dire 
aussi  que  ^-p,j,q  est  le  coefficient  de  ccf  dans  le  développement  de  l'expression 

(x-^ —  j  (x ]  suivant  les  puissances  de  x;  '^-pj,q  représente  l'un  quel- 
conque des  nombres  de  Cauchy.  L'introduction  de  ces  nombres  permet  de  pré- 
senter d'une  manière  plus  simple  certains  développements  qui  se  rapportent  au 
mouvement  elliptique;  nous  allons  faire  connaître  quelques-unes  de  leurs  pro- 
priétés. 
On  a 

=  1,        si    j'  +  q—p  est  nu], 

—-0,        si    y  +  ç —/?  est  négatif  ou  impair. 


('4)  N_ 


p,i,i 


En  effet,  le  développement  du  produit  (x-^-\  ix  —  ~\  est  de  la  forme 


X -\-  -\    ix ^j    ■=^xi+i -\-c^xJ-^i-^-\-c^xi^'i-'*-\-. 


on  en  conclut 


\—-x-p{x-^-\    ix -M   ■=ixi^i-P^  c.^xJ^^-P-'^+c^i^xJ'^i-P-^-V 

On  voit  que,  siy  +  ç'— /?  est  nul,  la  partie  constante  de  1  est  égale  à  i  ;  si 
j  -\-  q  —  p  est  négatif,  il  n'y  a  pas  de  partie  constante,  et  il  en  est  de  même 
siy  +  çf  —  p  est  impair. 

On  a  la  relation 

En  effet,  ^-pj,q  est  le  terme  indépendant  de  x  dans  le  développement  de 
x^pIx  h —  j  ix  — -  j  ;  ce  sera  aussi  le  terme  indépendant  de  x'  dans  le  déve- 
loppement de  l'expression  suivante,  que  l'on  déduit  de  I  en  changeant  jc  en  —  > 
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or  ce  dernier  terme  est  par  définition  égal  à  (  —  lyN^j,^;  la  formule  (i5)  est 
donc  démontrée. 

Cherchons  l'expression  analytique  de  N_^,o,^  en  supposant  7>/>,  ce  qui  est 
toujours  possible  d'après  la  formule  (i5). 

On  a 

\  xj        .^d^  1 .2.  .  .a.  r  .2.  .  .p 

où  a  et  (îsont  deux  entiers  nuls  ou  positifs  vérifiant  la  relation  a.  -h^  =  q;  pour 
obtenir  le  terme  constant  de  ce  développement,  il  faut  faire 

on  en  conclut 


et 


«-^l±i?,         (3=^^=1^ 


•    ^-r.o.^^i-i]'" — 


q  -\-  p  q  —  P 

1.2,  .  .  ~ 1.2... i- 


q  —  p 

1.2.   .  . '— 

2 

On  pourra  calculer  par  cette  formule  les  valeurs  de  N_^,„^y  et  former  un  pre- 
mier Tableau  contenant  tous  ces  nombres  :  p  sera  l'argument  horizontal,  et  y 
l'argument  vertical  du  Tableau. 

On  a  ensuite  la  relation 

('7/  ^-p,y+i,'7^^  ^-p+\-],q~^  ^-p-i,J,çrf 

qui  résulte  de  la  formule 
On  aura,  en  particulier, 

^—P,t,7~~  ^^-/'+1)0,7~1~  J^-TJ  — 1,0,<}' j 

on  pourra  donc  former  un  second  Tableau  contenant  les  nombres  de  Cauchy 
pour  lesquels/ =  i. 

On  continuera  ainsi  poury  =n  2,y  =  3 

Nous  allons  reproduire  quelques  Tableaux  donnant  les  valeurs  des  nombres 
de  Cauchy,  N_^yy,poury  =  o,j  =  i  ety  =  i;  p  est  l'argument  horizontal,  q  l'ar- 
gument vertical  ;  quand  une  case  est  vide,  c'est  que  le  nombre  correspondant  est 
égal  à  zéro. 
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Tableau  des  N-;;,o,7- 

(/;  est  l'argument  horizontal  et  q  l'argument  vertical. 


0 

-f-  1 

^  2 

+  3 

+  4 

-+-   5 

-f-  6 

-1-  7 

-f-  8 

4-  9 

0... 

-A-    l 

1... 

-1-  I 

2... 

—  2 

4-  I 

3... 

—  3 

-4-  I 

4... 

-h  6 

~  4 

-1-  I 

5... 

+  10 

—  5 

-\-   i 

6... 

20 

+  i5 

—  6 

H-  1 

7... 

—  35 

+  21 

—  1 

-+-  I 

8... 

-F  70 

+  126 

-  56 

+  28 

—  8 

■  +  I 

9... 

-  84 

+  36 

—  9 

H-  I 

Tableau  des  N_p,i,^. 


0 

+  1 

-f-  2 

+  3 

^  4 

4-  5 

4-  6 

-h  7 

-f-  8 

+  9 

0 

+  I 

4 

-f-  1 

2 

—  I 

-f-  1 

3... 

—  2 

4-  I 

4 

-t-  2 

—  3 

-T-   I 

5 

+  5 

—  4 

-+-  I 

6 

—  5 

-t-  9 

—  5 

-4-  I 

7 

-  14 

-t-  14 

—  6 

-\-   I 

8 

+  14 

—  28 

+  20 

—  7 

-i-  I 

Tableau 

DES  N- 

p.i-.'r 

0 

-f-  1 

+  2 

+  3 

4-  4 

+  5 

-\-   6 

-+-  7 

+  8 

-H  9 

0 

-i-  2 

4-  I 

1 

-H  I 

-t-  I 

2 

—  2 

4-  I 

3 

—  2 

—  I 

-f-  1 

i 

-+-  4 

—  I 

2 

H-  I 

5 

+  5 

-4-  I 

—  3 

-+-  1 

6 

—  10 

-+-  4 

-4-  4 

-  4 

-+-  X 



7 

-  14 

-t-  8 

—  5 
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Nous  renverrons  pour  plus  de  détails  à  un  Mémoire  intéressant  de  M.  Bourget, 
inséré  dans  le  Tome  VII  des  Annales  de  l'observatoire  de  Paris,  et  particulière- 
ment aux  pages  3oo-3o3  de  ce  Mémoire. 

Le  lecteur  pourra  consulter  aussi  le  Tome  V  de  la  i*^®  série  des  Œuvres  com- 
plètes de  Cauchy,  p.  3o8-3io  (Paris,  Gauthier-Villars,  i885). 

90.  Développement  de 1  )     suivant  les  cosinus  des  multiples  de 


l'anomalie  moyenne,  m  désignant  un  nombre  entier  positif.  —  S  =  ( i 


r 


a 


est  une  fonction  périodique  de  C;  la  période  est  211,  et  la  fonction  est  paire;  on 


aura  donc  en  série  convergente 


(18)  ("r  -iV"^  ic';"'4-2ci/«'cosïÇ 

i  =  l 

OU  bien 


avec 


on  a 


y  m)  __-  2  p(/«'  . 


/  e\  '"  /         I  \  '" 
(19)  S  =  (— ecosw)"'=(— 0"M -)    (^+-)     • 

Pour  trouver  P'J"',  nous  appliquerons  la  première  forme  du  théorème  de  Cau- 
chy; PJ,""  sera  égal  au  terme  indépendant  de  s  dans  le  développement  de  la 
fonction 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  m  est  pair  ou  impair  : 

jo    m  =  2/7i'. 

On  a 

"•=(.-)  K^^-s)  -U)     (^--J     ■' 

le  terme  en  (5+  -j         ne  donnera  pas  de  terme  indépendant  de  s-,  il  y  eu 
aura  un  au  contraire  provenant  de  f  y  +  -  )     ,  et  son  coefficient  sera 

(  m' H- 1  )  ( /?i' -^  2  )  .  .  .  2  m' ^ 
1 .2. .  .m'  ' 
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on  aura  donc 

(20) 

2  "^0           -' 

(m'4-i)(m'+2).  . 
1 . 2 . 3 ...  m' 

2.^  m=  im'  -+- 1. 

On  a  alors 

'^•=-'î        '+1       +k       K. 


C'est  maintenant  le  terme  en  f  5  h —  j         qui  ne  contiendra  pas  de  partie  in- 

/  j\2w'+2 

dépendante  de  s,  tandis  que  f  ^  +  -  j         donnera  la  partie  constante 

(m^+  2)  (m^+  3) .  ■  .  (2m^H-  2)^ 
1 .2. .  .(/n'4- i)'  ' 

on  aura  donc 


(21)  lc(2m'+i)_ 


ï  .(îm'-.n_  (^'4-2)  (/n'+  3) . . .  (2m'+  2)  /eX^'"' 


-2 


2    *  I  .2.  .  .  (/w'4-l)  \2 

Il  nous  reste  à  calculer  icJ/"'  =  PJ'"',  i  étant  différent  de  zéro;  nous  applique- 
rons la  seconde  forme  du  théorème  de  Cauchy,  et  nous  aurons  pour^cj""  le  coef- 
ficient de  s^~*  dans  le  développement  de  la  fonction 

i   ds  ' 

en  remplaçant  S  par  sa  valeur  (19),  on  trouve  que  cela  revient  à  chercher  le 
coefficient  de  s^  dans  la  fonction  V'=  V^, 


m  I  e\^  I         I  \'"-'  /         I 


en  développant  Texponentielle  suivant  les  puissances  de  ^ ?  il  vient 

ie 

f  -  -:)""'  (^  -  ^'^'^ = (^  -  -:)"'-  (^  -  0  -  ^  (^  -  T  ^  -  ^ 

ie\i 


-'  ^,+ir"Y.-iV" 


I .2. . ,^  \         s]        \         s ) 
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Le  coefficient  de  s'  dans  le  second  membre  de  cette  formule  sera,  en  introdui- 
sant les  nombres  de  Caucliy, 

/ie\  /iey  f  ie\t 


On  aura  donc 

(-)  ^!""=<-)"*^(ï)'"27^N.,,„_.,„.., 


f  le 

7   =   00  _ 


2/      ^hd  \.i.  .  .q 

</=0 


Les  formules  (20),  (21)  et  (22)  résolvent  le  problème  qui  se  trouve  ramené 
au  calcul  des  nombres  de  Cauchy;  ces  formules  sont  dues  à  M.  Bourget.  On  re- 
marquera que,  pour  que  N_/^,„_,^y4.,  ne  soit  pas  nul,  on  doit  avoir 

k  étant  un  entier  positif  ou  nul;  donc 

in-\-  q^=L  i-\-  ik. 

Il  en  résulte  que,  relativement  à  e,  c^""  est  de  l'ordre  i,  et  ne  contient  que  des 
puissances  de  e  dont  les  exposants  sont  de  même  parité  que  i. 


91.  Développement  de  (  -  J  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'ano- 
malie moyenne,  m  désignant  un  nombre  entier  positif.  ~  Nous  aurons  en 
série  convergente 

î = 00  /  =  00 

(23)  s  =  (^^  r"'=  ^  G^'-h  ^Gl'"'  costC=  P'o"'^  2^''""  (-' -^  -"'), 

1=1  1=1 

en  faisant 

La  fonction  S  a  d'ailleurs  pour  expression 

Nous  appliquerons  le  théorème  de  Cauchy  sous  sa  première  forme;  PJ'"'  sera 
le  coefficient  de  s'  dans  le  développement  de  la  fonction 


(./,)  ■  u=[,-f(.^i); 


-(m-l)     'l(s-l\ 
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Commençons  par  P'J"';  ce  sera  le  terme  indépendant  de  s  dans  le  développe- 
ment de 

-(/n-l) 


".=[-K-^)] 


or  on  a,  en  laissant  de  côté  les  puissances  impaires  de  5  +  ->  qui  ne  nous  don- 
neraient aucune  partie  indépendante  de  s, 

{m  —  i)m  f  ey  f         1 

{m  —  \)m...{m  +  9.p  —  i)(eY?f   _^  l\-^ 


1 . 2 ...  2  p  \2  y     \        s 

On  trouvera  ainsi 

!'  PC")—         {m  —  \)m(eY       (m  —  \)m{m -y- i)(m -j- 2)  / eV 
(m  —  i)/n(m  H- i).  .  .(m  H- 2p  —  2)  f  e\"^ 
^-  {1.2. ..pr         ~"vv  "^■■" 

Venons  maintenant  à  la  recherche  de  GJ'"';  posons,  pour  abréger, 

/«o  =  I  , 

m  —  ï 
I 

(m —  i)m 

(26)  {  1.2 

> 

(m  —  i)m. .  .{m  -h  f —  2) 


mi=: 


1.2...J 


nous  aurons,  par  la  formule  du  binôme, 

[-K--:)r"'=ï-(-:y(^-^)- 

La  formule  (24)  nous  donnera  ensuite 


'  ie\  '/ 

;=0  7=0 


e\V.  .  iN-'',,  v^    \  V     /^__1\'' 


'■'.(r'-'hO'i^-r 


=  22772^"'-'     ^^'(^+-1  1^" 


j      n 
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On  en  conclut,  en  introduisant  les  nombres  de  Cauchy, 


(.,)  Gr=^227:r7:^'»/  ï     n_.,„; 


/     n 


j  varie  de  o  à  +  so,  et  y  aussi;  on  a  vu  que,  pour  que  ^-i,j,ç  ne  soit  pas  nul,  on 
doit  avoir 

k  désignant  un  nombre  entier  nul  ou  positif;  il  en  résulte  que,  relativement  à  c, 
le  coefficient  GJ""  sera  de  l'ordre  i,  et  ne  contiendra  que  les  puissances  de  degrés 
ï,  î -f-  2,  î -f-  4»  • . .  de  e. 

Calculons  en  particulier  G'^"";  nous  trouverons 


m, ,,  m,  ,^  m. 


+  (^-j  (^'^sN-i.s.o-H  Y^'-''^''+  rt^-'''-'"^  77^^-^'"'' 

"*"  1.2.3.4       ''''*       i.2.3.4.5^-'''''V' 

On  trouve  directement 

N_,,i,o  =  +i,      N_i,o,i  =  4-i; 

■l^-i.s.o^  +  3,        JN_i^2,i -— "l- ^ 5     J^— 1,1,2  ^^^ — ï>     N_),o,3  ^^^ — 3; 

N_i,5,0  =  +IO,        N_,,4,,  =  -|-2,        ]N_i,3,2=—  2,         N_,,2,3=—  2,        N._,,,,;=H-2,        N_i,o,5=+IO; 


et,  en  remplaçant  m^,  m, ,  ma,  . . .  par  leurs  valeurs  (26),  il  vient 

ir{m)_      (^\       m{m'^+ m  —  Z)  ^ e\^       m(m^  +  6m^  +  5m^— 8m  —  3)  /^V 
2      *     "~       \2/  2  ^  \2/  12  \2/ 

92.  Appliquons  les  formules  précédentes  au  cas   de   m—i\  nous  aurons 
alors 


a-         I 

j=i 


Gl,''+  2^''"cosiC; 
la  formule  (20)  donne  ensuite 

2  2  2.4  2.4. . .2p 

T.  -  1.  3i 
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le  second  membre  se  trouve  être  le  développement  de  (i  —  e^)  \  On  a  donc 


-G'^': 


2     "        sjx  —  e^ 
Les  formules  (26)  et  (27)  donnent  ensuite 

/no  ^=  mj  =  W2  = .  . .  =  I , 

enfin  on  aura 

i  =  m 

(29)  ^  =  7=^  +  2  ^'"^^'*■^• 

'  j  =  1    . 

Nous  allons  déduire  de  là  un  développement  dont  l'importance  est  fonda- 
mentale, celui  de  l'équation  du  centre  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'ano- 
malie moyenne. 

En  désignant  toujours  par  w  l'anomalie  vraie,  le  principe  des  aires  nous 
donne 


on  en  conclut 


(3o)  ^  =  ;^V/.--' 


r^  -T-  ^rz  na^  y/ 1  —  é^\ 


dw       a- 


Cl 

et,  en  remplaçant  -^  par  son  développement  (29), 

^  ^  I  _H  v/i^:r^  2]  Gp' ces  i  ç. 

Multiplions  pard'C,  intégrons  et  déterminons  la  constante  par  la  condition 
que,  pour  (^  =  o,  on  ait  mp  =  o;  il  viendra 

i  =  l 

Si  donc  nous  désignons  l'équation  du  centre  par  c  et  que  nous  fassions 
(a)  *^  ~  2  H/siniÇ, 


i=l 
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nous  aurons 

v/i  — e2  '^'^        il        (e\J+i 


,,)  H.=  -^227:f::^  i'^— ' 


I     'I 


tout  est  donc  ramené  en  dernière  analyse  au  calcul  des  nombres  de  Gauchy. 

On  se  rappelle  que  les  indices  j  et  q  prennent  toutes  les  valeurs  entières 
nulles  ou  positives  satisfaisant  aux  conditions 

j  ^q  =  i, 


on  aura  donc  pour  H^  une  expression  de  cette  forme 

H,=  -^[H,.(f)%Hi.(i)'-....] 
Cherchons  l'expression  de  HJ"';  nous  aurons 


1  .  ^  •  .  •  ty 


où  les  indices/  et  q  prennent  toutes  les  valeurs  entières  nulles  ou  positives,  telles 
que  y  -i-  q  =:  i;  or  on  a  vu  que,  dans  ces  conditions,  on  a  N_/,y,^  =  i  ;  on  trou- 
vera donc,  pour  le  coefficient  cherché, 


Hl---2l 


7  =  '  .  ... 

l'f  II-  l' 

—  H ^- h...  H 


2. . .q  I         1,2 

7  =  0 


Remarque.  —  On  a  vu  dans  les  n"**  91  et  92  que,  pour  7?2  =  i,  -  GJ,""  est  égal 

à  I  et  que,  pour  m  =  2.,  -  GJ,'"'  se  réduit  à  ^-  On  peut  démontrer  que  l'on 

peut  sommer  la  série  (20)  quel  que  soit  le  nombre  entier  m,  supposé  mainte- 
nant supérieur  à  2.  On  tire,  en  effet,  de  la  formule  (23), 


-fi- 


^Gr=^  I     ('-]      dK 


OU  bien,  en  remplaçant  d^i  par  sa  valeur  tirée  de  (3o)  et  remarquant  que  w  varie 
entre  les  mêmes  limites,  o  et  4?:,  que  t, 

J  I  /'"T/ ,.  \  2-/71 


2  1/1  — e'itj,     \aj 
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On  a  d'ailleurs 


c  —  e'' 


il  viendra  donc 


Or  on  a,  en  employant  la  formule  du  binôme, 

1.2  /, 

(m  —  2)  (m  —  3). ..(m  —  p  —  i)        f^  , 

+  ^ — ^ eP  I     cos^  w  dw  + 

1.1. ..p  J^ 

L'intégrale   /    cos^w^^c^m^  est  nulle  si/?  est  impair,  et  égale  à 

1.3.5. ..(/><— t) 
2.4.6.../?       ^' 

si/?  est  pair.  On  trouve  ainsi,  après  une  légère  transformation  des  coefficients, 


lGr={^-e4~"^U  +  ^"'-'l["'-^U^' 


(Si) 


{m  —  2) {m  —  3) (m  —  i^){m  —  5)  /e\* 


(1.2)2  \2 

{m  —  2)  (m  —  3). .  .{m  —  7)  / e 


(1.2.3)'^ 


(?)•-] 


On  voit  que  la  série  qui  figure  au  second  membre  de  cette  formule  se  termine 
d'elle-même,  si  m  est  un  nombre  entier  supérieur  à  2  ;  pour  w  =  2,  ce  second 

membre  se  réduit  bien  à  — 

Pour  terminer  ce  sujet,  nous  reproduirons  ici  l'énoncé  d'un  théorème  que 
nous  avons  démontré  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCl, 
p.  897  : 

Soit/(r)  une  fonction  finie  et  bien  déterminée  du  rayon  vecteur  r;  on  pourra 
développer  cette   fonction   suivant  les   cosinus  des   multiples   de   l'anomalie 

moyenne 

/'= 00 
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Le  coefficient  B/  est  représenté  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  l'excentricité;  voici  sa  valeur  symbolique  : 


(32)      -B.— (-!)'•  2  7 


e\i+ip 

2 


p  =  0 


2.  .  .p.l  .2.  .  .  {1  +  p) 


Ul  -  0'+^-'(^  -+-0"-'  (^  +  «■+  2/)); 


quand  on  aura  effectué  le  produit 

^(^  -  0'-^''-'  (^  +  0^-'  (^  +  ^'  +  2/?), 
on  devra  y  remplacer  une  puissance  quelconque  de  ^,  ^^  par 

y.        n  d'if  {a') 

le  coefficient  de  (-  j        dans  -B^-  se  présentera  sous  la  forme  suivante  : 


df{a)  .(Pf^a) 


<^o/(  «!  )  +  «1  a  -—^ h  «2  a-       .^      +  .  .  .  -i-  aj+2p  «''^"^' 


.  ,    d<+'-Pf{a) 


da'+^-i' 


OÙ  les  a  sont  des  coefficients  numériques;  on  voit  qu'on  a  pu  condenser  cette 
expression  en  adoptant  une  notation  symbolique. 


93.  Posons 


a 


y—w  —  K 


e\^       1 6  / e  \  '* 


^':-y-i(fy-,^a 


nous  trouverons  sans  peine,  en  partant  des  formules  des  n°*  90  et  92, 

...     cosÇ 

-[T(i)'-"(-:)'--]-^« 


(33) 
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(34) 


[^{lï-'-êiiï^-h'^'^ 


36    V2, 

!       .[lH!(iy„....],„e,.[^-Z|2!(fy-...]si„,,-..... 

Ces  deux  formules  sont  l'une  des  bases  fondamentales  du  développement 
usuel  de  la  fonction  perturbatrice,  celui  qu'a  adopté  M.  Le  Verrier. 

On  aura  à  en  conclure  les  développements  de  x^  x^  . . .,  de  yS  y%  . . . ,  de 
xy,  x-y,  . . . ,  xy^,  xy^  . . .,  et  en  général  de  x"'y''  suivant  les  sinus  ou  cosinus- 

des  multiples  deX. 

__-  Pour'cé'qui  concerneMes  puissances  successives  de  x,  la  question  est  résolue 
par  les  formules  du  n^^^a;  elles  montrent  que  x'"  ne  contient  que  des  cosinus 
des  multiples  de  'C  et  que  le  coefficient  de  cos^s  est  de  la  forme 

( 35 )  ce'+^^-h  Cl e'+ï-^'+s  +  c^ e'+^^+'' -+■..., 

k  désignant  un  entier  positif  qui  peut  être  nul;  on  doit  avoir  d'ailleurs 

i -\-  ikzm. 

Pour  les  puissances  successives  de  y,  on  les  effectuera  de  proche  en  proche,  en 
partant  de  la  formule  (34),  que  nous  écrirons  ainsi 

y  — . .  ,4-  ^>^  sin/>C  +  . .  .-H  Z'y  sin^C  -H-  •  •  ; 

bp  et  b^  sont  respectivement  des  ordres/?  et^  relativement  à  e,  et  ne  renferment 
que  des  puissances  de  e  dont  les  exposants  sont  de  même  parité  que/?  et^;  on 
aura  d'abord 


ou  bien 


y2— .  . .+  bl&m^pt,  +  bjj  sin-^C  +  2bpbq^'n\p^?>\nqK  -H- 

y'^  =  ,..  +  ^[bl-^bl)—{blC0S'îpK~{blC0SiqK 
-^bpbqCOS{q  —  p)K  —  bpb,jCOS{q  --\-p)K  -h 
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11  n'y  aura  donc  que  des  cosinus  dans  le  développement  de  y^;  l'ordre  de  {b'^, 
coefficient  de  cos2/?'C  est  2/?;  celui  de  bj,bq,  coefficient  de  cos(q  -I-/>)C  est  q  ^p; 
l'ordre  de  bpb^,  coefficient  de  cos(q  -- p)Q  est  q  -{- p  =  (q  —  p)  -\-  2p. 

On  en  conclut  aisément  que  le  coefficient  de  cosî(^dansy^  est  de  la  forme  (35), 
et  que  l'on  doit  avoir 

On  verra  de  même  que  y''  ne  contiendra  que  des  sinus  et  que  le  coefficient  de 
s'mi'C,  sera  de  la  forme  (35),  avec 

t  +  2  A:  =  3 . 

En  général,  le  développement  de  y"  ne  renfermera  que  des  cosinus,  si  n  est 
pair,  et  des  sinus,  si  n  est  impair;  les  coefficients  de  cosi'C,  et  de  sinTC  seront  de 
la  forme  (35),  avec  la  condition 

i-\~  2kz,n. 

On  passera  ensuite  aisément  aux  développements  périodiques  des  produits 
tels  que  x^'y",  on  m  et  n  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls;  x^'y" 
ne  contiendra  que  des  cosinus  si  n  est  pair,  des  sinus  quand  n  sera  impair;  les 
coefficients  de  cosî^  et  de  sin?^  seront  de  la  forme  (35),  avec  la  condition 

i -[-  2k^m  -h  n. 

Le  Verrier  a  donné  les  développements  ci-dessus,  pour  toutes  les  valeurs 
telles  que  m -h  71^7,  dans  le  Tome  I  des  Annales  de  r Observatoire  de  Paris, 
pages  343-345;  il  a  négligé  e%  e%  .... 

94.  Nous  aurons  besoin  également  des  développements  périodiques  de 
x/'-^cos/iy        et  de        xp-i sinhy, 

où  p,  q,  h  sont  des  nombres  entiers  nuls  ou  positifs,  q  étant  au  plus  égal  kp. 

Pour  les  obtenir,  il  suffira  de  remplacer  cosAy  et  sinAy  par  leurs  développe- 
ments connus  suivant  les  puissances  de  Ay. 

On  trouvera  ainsi 

(36)  \P-icoshy=xP-'i xP~'/y^  H xP-iy^  —  ..., 

h  A* 

(37)  \P-fsinhy—-\P-'fy ;jXP-?y3  +  , . .; 

^   ^  '    -  "i  '^1.2.3         "^ 

il  n'y  aura  plus  qu'à  remplacer  les  diverses  puissances,  telles  que  x°'y^  parleurs 
développements  ci-dessus;  le  nombre  entier  A  restera  indéterminé. 
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On  verra  aisément  que  x^^^cosÂy  ne  contiendra  que  des  cosinus,  tandis  que 
x^~^sinAy  ne  renfermera  que  des  sinus;  le  coefficient  de  cosï(^  dans  x^^^^cosAy 
sera  de  la  forme  (35),  avec  la  condition 

i-\-'2.k^p  —  q\ 

le  coefficient  de  sin^C  dans  x''"^sinAy  sera  de  la  forme  (35),  avec  la  con- 
dition 

1+  ik^p  —  q  -\-\. 

Ces  nouveaux  développements  se  trouvent  dans  les  pages  346-348  du  Tome  i 
des  Annales  de  l'Observatoire. 

Enfin  il  nous  sera  encore  nécessaire  d'obtenir  les  développements  périodi- 
ques de 

et  ^ 


(i  +  x)/'^^  (l  +  X)P+l 

p,  q  Qih  désignant  des  nombres  entiers  nuls  ou  positifs  ;  on  les  obtiendra  en  dé- 
veloppant par  la  formule  du  binôme  (i  h-  x)~^"*  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x  : 

(38)  : — xT  =  x'î'cos  Ay— x'î'+^cos/iy  + ~~ '  \i+^coshy  —  . . ., 

(l  4-  X)^+'  I  1.2 

(3q)      -, r^  =x7sin/iy  — -i- x-^+i  smAy  +  ^-^^— — '-^ -xf+^sinhy  — 

^  ^^      (i  +  x)^+-*  -^  i  "^  1.2  -^ 

On  se  trouvera  donc  ramené  à  appliquer  plusieurs  fois  les  formules  (36)  et  (37); 
le  développement  (38)  ne  contiendra  que  des  cosinus  et  sera  de  la  forme  (35) 
avec  la  condition 

i-i-  2k^q; 

(39)  ne  contiendra  que  des  sinus,  avec  la  condition 

^■  -f-  2^-^7  +  1. 

Ces  développements  occupent  les  pages  348-355  du  Tome  I  des  Annales  de  V Ob- 
servatoire. 
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CHAPITRE  XV. 

FORMULES  DE  HANSEN  POUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  CERTAINES  FONCTIONS 
DES  COORDONNÉES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


Dans  la  méthode  de  Hansen,  relative  au  calcul  des  perturbations  absolues  des 
petites  planètes,  on  a  besoin  de  développer,  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  l'anomalie  moyenne,  des  fonctions  autres  que  celles  que  nous  avons 
considérées  jusqu'ici.  Hansen  a  traité  ce  sujet  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
EnUvickelung  der  negaliven  und  ungeraden  Potenzen...  (^Mémoires  de  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Saxe,  t.  IV).  Nous  croyons  devoir  résumer  ici  la  partie 
essentielle  de  ce  Mémoire. 


95.   Il  s'agit  de  développer  les  fonctions 


-  I   sïnmw     et     (  -  )   co^ mw 

al  \a 


met  n  désignant  deux  nombres  entiers,  le  premier  positif,  le  second  positif  ou 
négatif. 

Ce  sont  des  fonctions  périodiques  de  l;  la  première  est  impaire,  la  seconde 
paire.  On  aura,  en  séries  convergentes, 

(-]   s'mmfv  =         +  R,  sinÇ  + B2  sinaÇ +.  .  ,H-R/siniÇ-t-. . . , 


(0 

T.  -  I.  32 


/•  X"  I 

-      cosm»'  —  -  C0-+-  C,  cosC  +  C,  C0S2Ç  4-. . .  H-  C,cos/Ç  +  , 

aj  2 
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Posons,  comme  dans  le  Chapitre  précédent,  E^v/=^  =  z  ;  nous  tirerons  de  (i) 


Faisons 


'-{C,-^B,)  =  X1''\         1(C,-B.)  =  XV, 


i  (C,  +  B,)  =  X7''« ,         1  ( C,  -  B,-)  =  Xir, 


il  viendra 


4-  X!^'/"^-i  + . . .  +  XiY"  z-'-h . . . 
ou,  plus  simplement, 


(2)  (^YE'"-v/-i=r2x:? 


On  est  donc  ramené  à  développer  (  -  j  E'"'^^^  '  suivant  les  puissances  positives 
et  négatives  de  z.  On  aura  ensuite 


(3) 


Ci  =  X?''"  +  Xl-^"" ,        B,-  =  X?>"'  —  XI} 


Avant  de  procéder  à  la  détermination  générale  de  X"'"',  nous  allons  résoudre 
quelques  questions  préliminaires. 

96.  Considérons  deux  nouvelles  exponentielles  qui  correspondent  à  l'ano- 
malie excentrique  et  à  l'anomalie  vraie, 

(4)  a:  =  E^^~',  jiirE»v/=T,  5  =  Eî^v/=î; 

y  est  ce  que  nous  appelions  s  dans  le  Chapitre  précédent.  On  aura  donc,  comme 
on  l'a  vu  dans  ce  Chapitre, 


{a)  -=7E" 


;(^4) 
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On  peut  aussi  trouver  une  relation  entre  oo  et  y;  partons,  en  effet,  de  la  for- 
mule 


lang-  =  y/^-^^tang-, 


e  2 


remplaçons-y  tang- par -=^r- -^^  = -=^,  tang-par-^  ^::^, 

V"^  P.2^      _uF.     î^  V        ^  -^  V       ^ 


E*'     H-E 
et  posons 


e_  _  I  — (3 

e  ~  I  +  (3' 


d'où 

(4)  1  ._     '^P 


l'où 


e  = 


—  v/i  —  e^ 


i  — V 


I  +V^i  —  e^ 


nous  trouverons  ainsi 


d'où 


y  —  I I  —  (3  X  —  I 

j  +  i        iH-(3  a;H-i 


(5 
(  ^  )  y  =  (f-  '=■  ^ 


IH-  (3^  IH-  (Sic' 


on  en  déduit 


{b')  X—^      /    =/ ^ 


[3j      '^  i-[3y 


Si  nous  éliminons  j  entre  les  équations  (a)  et  (^),  nous  aurons  une  relation 
entre  z  et  ^;  nous  tirons  d'abord  de  la  formule  {h) 


y~^        ^  '  {x-\-^){x-^^x)       ^        ^'\i  +  ^x        ^4-(3 

En  portant  dans  la  formule  (a)  la  valeur  {h)  de  y  et  la  valeur  ci-dessus 

de  jK '  et  remarquant  que  l'on  a  -  (i  —  (3^)  =  ^  \/i  —  e-,  on  trouve 

y  2 


Il  convient  de  remarquer  que,  diaprés  sa  définition  (4)»  (^  est  plus  petit  que  e, 
et  diffère  peu  de  -  si  e  est  petit. 


2^2 
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Exprimons  maintenant  le  rayon  vecteur  r  en  fonction  de  x  ou  de  j;  on   a 
d'abord 

/•               e  f         I  \            ey' —  2y  +  e 
-  —l jH — ^ 'L 

a  "^K        yj  27 

d'où 

On  a  ensuite 

/*  I  —  é^      I  —  e^  2(1  —  e^)x 

r i{\  —  e^)x  ■  _  2 ( I  —  e^ ) .r 


«       e(..^±^)(..i^V^)        .,..P)(..i) 


ou  bien 

(6)  ':  -  <i-- ^-^^ 


a  I  4-|3- 


(I 


M(iH-I) 


Nous  aurons  tout  à  l'heure  à  introduire  du  ou  dw  au  lieu  de  c?'C;  nous  au- 
rons pour  cela  les  formules 

(7)  d^='-du, 

(8)  ^  ^ç  =  ^_J^. 

97.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  détermination  de  X"'"'. 
Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  z~^dQ,  et  intégrons  rela- 
tivement à  ^  entre  les  limites  o  et  27:  ;  nous  trouverons 

(9)  x?.».=^jr"(£)".™=-.rfç. 

Nous  pouvons  remplacer  maintenant,  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
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mule,  r,  x,  z,  dX,  respectivement,  d'abord  par  leurs  valeurs  (5),  {h'),  (a),  (7), 
puis  par  leurs  valeurs  (6),  (c),  (8)  (dans  cette  dernière  substitution  on  ne 
touche  pas  à  la  quantité  a?);  il  viendra 

(A)        X?'"'=:r  (i  +  (32)-«-l  _     /        y'«-<(i-(3j)«-'«+W  i_  t^j  E^^       y^  du, 


c^n 


A  chacune  de  ces  équations  correspond  une  des  formules  de  Hansen. 
Puisque  (3  est  compris  entre  o  et  i  et  que  les  modules  de  a?  et  j  sont  égaux 
a  I,  on  voit  que  (i  —  |3j)"-'"+*  et  (  i  —  -  )  sont  développables  en  séries 

convergentes  suivant  les  puissances  de  j  ou  de  -;  il  en  est  de  même  relative- 
ment à  X,  pour  (i  -f-  ^^y-"-2  et  (  iH-  ^  J  ;  g^N^-^'i+p^,  ^^^  développable 

/ —    •■'^~' 
suivant  les  puissances  de  — ^j— >  donc   suivant  celles  de  x;  E       *"^  i+par-» 

est  de  même  développable  suivant  les  puissances  de  x~\ 
On  en  conclut  que,  si  l'on  considère  les  fonctions 

(B)  ^  :=(i_(3j)«-/«+i/i_  P\  E^-^^    ''', 

ces  fonctions  seront  développables  en  séries  convergentes  procédant  suivant 
les  puissances  positives  et  négatives  de  j  ou  de  x. 

Désignons  par  x  le  coefficient  de  j'""*  dans  le  développement  de  $,  et  par  oC 
celui  de  x'-"'  dans  le  développement  de  $'  ;  nous  aurons 

(C)  X?>'«r=(i4-(32)-«-îX, 
(r'\                                                           -vn.m y*      H  ^  a' 

car  le  terme  xy'-""  donnera,  dans  l'intégrale  du  second  membre  de  la  for- 
mule (A), 
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et  tout  autre  terme,  tel  que  \)i,y  '"'^■',  donnerait 


,2Tt 


a)b  X  —   /       r^  du  ^=o. 

Nous  allons  nous  occuper  d'abord  des  formules  (A),  (B),  (C). 

98.  Il  convient  de  remarquer  que  le  théorème  de  Cauchy  conduirait  immé- 
diatement à  la  formule  (A)  de  cette  première  méthode. 
Nous  supposerons  d'abord  i=  o\  la  fonction  $  se  réduit  à 

/  ft  \  n-\-in+l 

a>o=(i-(3/)"-"'+'(^i-^]        ; 
soit  cl,o  le  coefficient  de  j""'  dans  $„;  on  aura 

Posons,  pour  un  moment,  . 

p  =.  n  —  m  +  i,        ,<][  =1  n  -i-  m  ~h  i  ; 


on  aura 


g  =  P> 


parce  que  m  est  un  entier  nul  ou  positif;  le  ternie  général  de  $,  est  égal  à 

^  '         ^  1.2.../-  1.2.  ..5  J  ^ 

on  doit  avoir 

r  —  5  =r  —m,         d'où        5  =  r  +  m. 

On  donnera  ensuite  à  r  les  valeurs  o,  +  i ,  +  2,  . . .  et  à  5  les  valeurs  corres- 
pondantes; il  viendra  ainsi 


e)v)( 


''^L  i.2.../n  I         i.2...(m-f-i)        ^ 


Pip  —  '^)  q{q  —  i)...{q  —  m  —  i)         ,         1 

1.2-  1  .  2  .  .  .  (  /?l  +  2  )  ^  "  "  "  J 


On  aura  donc 


X«''«=-^ '- ^WttTTT     (/i  +  2)(n  +  3)...(/i+m-t-i) 

"  1 ,2. . .  m  (1+ (3^)"-+-'  L  /v  /       \ 

,T^,     1  n  — m  +  I   (n +  0  (n  4- 2).  .  .(«4- m  +  i)  „, 

(n  —  m-{-i)(n  —  m)  n{n-hi) .  .  .(n-j-m-hi)  g,^  1 

1.2  (/n -H  i)  (m  +  2)  "'j 
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Si  le  nombre  n  est  tel  que  l'on  ait 

n  >—  m  —  I, 

la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (D)  se  termine 
d'elle-même;  si  n  est  égal  à  l'un  des  nombres  —  2,  —  3,  . . .,  —m  —  i,  on  a 
XJ'"*=  o.  Si  l'on  a  7i<— m  —  i,  la  série  se  prolonge  indéfiniment.  On  peut 
écrire  alors,  en  employant  la  notation  employée  pour  représenter  la  série  hyper- 
géométrique, 

(D,)  \-^'n=^-,yn_r^__ rrrrr^ .^F(m-/i-i,-n-i,m+i,p 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  «est  un  nombre  positif  ou  négatif 
différent  de  zéro;  en  faisant 


(10) 

le        .1+1/1  — e* 

V=  -â  :=  i > 

ap                 a 

la  formule  (B)  donnera 

[  0=00,, 

\      en  posant 

(II) 

/  0  =  (i  _(3j)«-'«+ie^Pj', 

Nous  allons  chercher  le  développement  de©  suivant  les  puissances  de  j;  nous 
en  conclurons  celui  de  0,  en  changeant/  en  -?  m  en  —  m,  v  en  —  v. 
On  a,  en  séries  convergentes, 

/        n    \n    m->-i  n  —  m -+- 1  „  (n  ~~  m -h  i)  (n  —  m)  „,    , 

(i  —  ^yyi-m+i  -—  I ^j  _l_  :^ 1_\ /  jji^j 

(n  ~  m  -h  1)  (n  —  m)  (n  —  m  —  i)         3 

1.2.3  ^  ^  "^••'' 

E^PJ'  =  i+  -  3r+  —  &^Y^-] ^  3'y3-f-.... 

I  '^'^       1.2^'^        1.2.6^'^ 

Si  donc  on  pose 

/  _    _   n  —  m  -!--  I         V 

(n  —  m-{-i){n  —  m)        n  —  m  +  iv  v' 


1.2  I  I  I  .2 

(12)  {         _  {n  —  m  -h  i)  {n  —  m)  {n  —  m  —  i)        {n  —  m -h  1)  {n  —  m)  v 


I  .2.3 


1.2  I 

n  —  m  +  I    v'  v' 

I  1.2  1.2.3 
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on  aura 

(i3)  Q  =  i  -P.[3jK  +  P,(3V-P3(3y  +  .... 

On  fera  de  même,  en  changeant  ttz  et  v  en  —  m  et  —  v, 
«  +  m  +  I        V 


I  I 

{n  -{-  m  -h  i)  {n  -h  m)        n  -+-  m  -\-  i  v  v^ 

4-     . 1-    , 

1.2  I  I  I  .2 

(i2,)  \  ^         {n  -\-  m  -\-i)  (n  -h  m)  {n  -\-  m  —  i)        {n  -h  m  -+- 1)  ( n  -h  m)  v 


1.2.3 


1.2  I 

n  -h  m  -\-  I     v'  V* 


1.2     ■      1.2.3 


et  il  viendra 

(i3,) 


©.  =  1-0.^4- Q.^-Q3|+... 


Il  faut  maintenant  faire  le  produit  des  seconds  membres  des  équations  (i3) 
et  (i3,),  et  chercher  dans  ce  produit  le  coefficient  X  du  terme  en  j'  '". 
Si  i  —  m  est  positif,  on  trouve 

X  =  {-i  y-  '«  (  P,-_„,  (3'—  +  P,_,„,  ,  Q ,  (3'-'"+^  +  ...); 

au  lieu  que,  dans  le  cas  de  «  —  w  négatif,  il  vient 

Jl,  =  (-  I  )— '•  (  Q,„_,  p— '•  +  Q,„_,-^,  P,  (3'«-'+2  4- . . .  ) . 
On  aura  donc  ces  valeurs  de  X"'""  : 


(E) 


(F) 


1°  f  >  m, 


2°  t  <  m, 


Il  convient  de  remarquer  que,  dans  les  formules  (E)  et  (F),  il  suffira  d'un 
nombre  de  termes  peu  considérable,  puisque  chaque  nouveau  terme  contient  un 
facteur  ^^  de  plus  que  le  précédent. 

Les  quantités  P,,  Pa Qo  Q2'  •  •  •  seront  calculées  par  les  formules  (12) 

et  (i2,),  V  étant  défini  par  la  relation  (10). 
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Appliquons  ces  formules  au  développement  de  ^j  nous  aurons  doncn  =  —  2, 
m  =  o;  les  formules  (12)  et(i2<)  donneront 


P.-i  +  f 


P2=I  +   -  H > 

I  1.2 


P3  =  I  H \ h 


1  1.2  1.2.3 


I 


Q2=I \ 5 

I  1.2 


Q3  =  I 1 o  ; 

I  1.2  1.2.0 


après  quoi  la  formule  (E)  deviendra 

X7^.o  =  (-i)/(3'(n-(3^)(P,  +  P,+iQ,(32+P,^2Q2(3*  +  ...)- 

99.  Nous  allons  appliquer  maintenant  les  formules  (B')  et  (C)- 
Nous  considérerons  en  premier  lieu  le  cas  de  «  =  o;  la  fonction  $'  se  réduit 
alors  à 

soit  .\,'„  le  coefficient  de  a^-"'  dans  cette  formule,  on  aura 

•*        ~"    (l  +  52\«+l     "^0» 

on  arrive  ainsi  sans  peine  à  la  formule  suivante  : 


X 


n,,n  _      (-0"^      (3'«(l  -  p2)2«+3 


(—  I)'"      [3'«(l  —  p2)2«+3  r        _ 

7:^^:7;;      (I  4-  i3^y.4-i     [(»  +  2)  (/i  +  3). . .(/.  +  m  +  1) 


(D')    (  _|.  ^.^^  in-h2){n-h3)...(n-{-  m-hi) 

1  m  -\-i  ^ 


^  (/^+2)(/^-^-3)  (/^  +  2)(/^  +  3)...(/^  +  m  +  3) 
1.2  (,?i -I- 1)  (,7i  _|_  2)  ^ 


{m  +  i)  (m  H-  2) 
T-  -  I-  33 
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On  voit  que  la  série  qui  figure  dans  cette  formule  se  termine  d'elle-même 
lorsque  n  -+-  m  -\-i  est  négatif,  auquel  cas  la  série  qui  entre  dans  (D)  se  com- 
pose au  contraire  d'un  nombre  illimité  de  termes. 

On  peut  donc  toujours  exprimer  X'J'"*  sous  forme  finie. 

Si  /i  H-  2  est  positif,  la  série  qui  figure  dans  (D')  n'est  pas  limitée;  on  peut 
écrire,  comme  on  le  voit  aisément, 

^p;)  xr»  =  (-.)'» ^^2^  („+.)(.+3)...(«+^+.)     „^„_,,_ „  +  .,«+,. p. 

^    *'       "  ^  (1  + (3^)"+'  1.2... m  ^ 

On  vérifie  facilement  l'identité  des  formules  (D,)  et  (D, ),  en  partant  de  la 
propriété  de  la  série  liypergéométrique  qu'exprime  la  relation  suivante  : 

(i4)  F{a,b,c,^^)^{i  —  ^^y-''-''F(c-a,c—b,c,^^). 

Enfin  on  a  aussi  cette  autre  propriété  [Œuvres  de  Gauss^  t.  III,  p.  225,  for- 
mule (loo)], 

(i5)  F(2a',2a'  +  i-c',  c',  p^)  =  (i  +  (3^)-^«Tp,  «'+^,  c',  ^^^^.y]' 

qui  donne,  en  posant 

2a'=m  —  n  —  i,         c'nrm  +  i: 

Yim  —  n  —  1,  — /i— I,  m  4-1,  (3^)  —  (i  +  (3^y^+i-»'F  T^  ~^^  ~  ' ,  ^'~'\  m -{-  i,  eM. 

La  formule  (D,)  peut  donc  s'écrire 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  propriété  (i4)» 

,     (/i4-2)(«  +  3)...(«  +  m  +  i) /e\'«,            n+\     fm  +  n  +  1   /wH-7i  +  3 
:D;)   X'o'''«-(-0'"^^^^^^-^--^ \-)    (ï-O      -F( ^ ' ^ ,m+,,e' 

On  aurait  pu,  d'ailleurs,  démontrer  beaucoup  plus  simplement  ces  relations 
(D2)et(D.j).  Ona,  eneffet, 

X«'"' =:  —   /       ( -Y  E'"'^v'^<iC=  —    /        (-1   cosmwc/Ç 

I  I      r'''[rY+''  , 

rrr  — ^^r:::;: /  —  0,0?,  mw  clw 

y/i_e2  271  J„        \«/ 

3  ,.271 

"  +  -       I  / 

—  (i  — e-)      ^ —    /       {\ -\- e  co?,w)-^"^-- co^mwaw 
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OU  bien,  en  développant (i  +  ccosm^)-''-^  par  la  formule  du  binôme, 

Xo''"  =  (i  — e^)     ^   X.    (— OP^ — ^ ^eP —   /      cosP«'COsm^^<^«'   . 

'  ^L  1.2.  ..p  271  J,  J 


p 

/fi» 

,21T 


Or  l'intégrale  ^  /     cosP/cosm«^û?q^  est  nulle  si  p  est  plus  petit  que  m;  elle 

l'est  encore  si,  p  étant  plus  grand  que  m,  la  différence  p  —  m  est  impaire  ;  dans 
le  cas  où  cette  différence  est  paire, 

p  =  /7l+2p',  p'^0, 

on  a 

I      /              ,„j-9o'                     J               I                 1 . 2 .  .    (  m  H-  2  p'  ) 
—   /       cos'"+^P  w  CCS  mw  dw  =: —  ; — 5= ^-^ — -  . 

271  Jj,  2'«+2p'     I.2...p'.1.2...(m4-p') 

Il  viendra  donc 

p'   «=   00 

Xn,m^(      ,\,n(^'Y(,      ^2^"+i    V  (/?  +  2)  (  71  +  3) .  ■ .  (  n  +  m  +  I  +ip')  fey?' 

Ao   -(   I)  (^-j  (i-e)     2é       r:^..p'.i.2...(m  +  p') U;  ^ 

Ç'  —  O 

on  vérifie  aisément  que  cette  formule  coïncide  avec  (D^). 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  i  est  un  nombre  positif  ou  négatif 
différent  de  zéro;  en  posant 


la  formule  (B')  donnera 

en  faisant 

(II') 


p. 


0' =(i-H(3^)-/'      E   i  +  ,3-^-,  /,  — /i  +  2  — /, 

nous  allons  chercher  le  développement  de  0'  suivant  les  puissances  de^;  nous 
en  conclurons  celui  de  &^  en  changeant  x  en  -,  i  en  —  iy  V  en  —  v'. 
Or  on  a 

v'-t-  v'  y'2 

on  en  conclut 
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On  peut  développer  les  puissances  de  i  +  '^x,  et  ordonner  par  rapport  h  ^œ; 
on  est  conduit  à  poser 


(12') 


p; 


p' = 


n-\-  1  —  i 


(  /i  H-  2  —  i )  (  «  +  3  —  i) 


/^  4-  3  —  i  v' 
I 


I 


1.2' 


P'  — 

*  3  — 


,  («  +  2  —  i)  (n  +  3  —  i)  («  +  4  —  0       («  -i-  3  —  «■)  (n  +  4  —  0  ■''' 

1.2.3  1.2  I 


1.2  J .2.3 


on  a  alors 

(i3')       •-  0'  =  i— P;(3^H-P;-[3^r2— P'jjS^^^H-... 

On  fera  de  même,  en  changeant  /  en  —  ï  et  v'  en  —  v', 


„ ,         /z  H-  2  4-  /        v' 

q;  =  — y-  -  > 

'  I  I 


q; 


(  n  4-  2  +  / )  (  «  4-  3  H-  i  )         /i  H-  3  -t-  «  v'  v'2 

1.2  I  II.; 


(i2'i)        \  _  (  /i  4-  2  H-  0  ( /i  +  3  4-  0  ( /it  +  4  +  0         (n  4-  34-  0  (/?  4-4  +  0  v' 

'^^~  1.2.3  ^^  772  7 

«  4-  4  +  ^'  ^'^         v'' 


1.2      1.2.3 


ce  qui  donnera 

(i3;)  0;  =i_  q;  [3^-1  +  q;[3^^-2_  q;(3^^-'  +  .  . . . 

Il  faut  maintenant  faire  le  produit  des  seconds  membres  des  équations  (r3') 
et  (i3',),  et  chercher  dans  ce  produit  le  coefficient  JU'  du  terme  en  x^-^. 

La  formule  (C)  donnera  ensuite  X"'";  on  trouve,  comme  précédemment, 
qu'il  y  a  à  distinguer  deux  cas,  et  l'on  arrive  aux  formules  suivantes  : 


1°  i'>  m. 


(E') 


(F) 


X?'-  =.  (- 1)'-—  ^Ç^r  P''-":  [p;-w„  +  p;-^.,M  q;  p^ + p;-,«+.  q;  p*  +.-] . 


2°  i  <  m. 


X?''"  =  (- 1)-'-  ^'  J'I^yZl  (5'"-''  [Q'--  +  Q-/.1  P'i ?>'  +  Q--'.2 P'^P^  +•••] 
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On  peut  remarquer  que,  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  e  les  quan- 
tités p  = ^==  et  v'  ==  isj\-e\  X;'"  sera  de  l'une  des  formes 

Proposons-nous  comme  exemple  de  calculer  XJ''  au  quatrième  ordre  près 
inclusivement;  on  a  ici 

m  =  i,         «=r2,         ï  =  /n  =  i. 
La  formule  (E')  donne 

on  trouve,  d'ailleurs, 

P;  =  3-v', 

q;  =  5  +  V', 

Q;  =  i5  +  6v'+  lv'2; 
2 

1  —  ^2 


v'  =  v/7ir7^^ -^  =r -2[3^  +  .  .  .  ; 


c'est  le  résultat  cherché. 


202 


CHAPITRE    XVI. 


CHAPITRE  XVI. 

CONVERGENCE  DES  SÉRIES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


100.  On  a  vu,  dans  les  Chapitres  XIII  et  XV,  que  les  quantités  ->  m  —  ^, 

w  —  t,  (-]  cosqw,  (-]  s'inqw,  où  p  et  q  désignent  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ou  négatifs,  peuvent  être  développées  en  séries  convergentes  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  ^.  Ces  séries  convergent 
pour  toutes  les  valeurs  de  l'excentricité  comprises  entre  o  et  i  ;  leurs  divers 
termes  sont,  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs.  Si  on  les  groupe  autrement,  la 
convergence  peut  ne  pas  subsister. 

Il  y  a  lieu  d'examiner  ce  qui  arrive  quand  on  ordonne  les  séries  par  rapport 
aux  puissances  de  l'excentricité.  Laplace  (^  a  montré  le  premier  que  les  séries 
ne  restent  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  l'anomalie  moyenne  qu'au- 
tant que  l'excentricité  est  inférieure  à  0,6627 C'est  une  question  importante; 

car,  dans  la  théorie  analytique  des  perturbations,  on  est  obligé  de  négliger  les 
puissances  des  excentricités  à  partir  d'un  certain  ordre,  et  c'est  réellement 
suivant  les  puissances  de  ces  excentricités  que  l'on  ordonne  les  calculs. 

Pour  traiter  le  problème,  nous  nous  appuierons  sur  les  résultats,  aujourd'hui 
bien  connus,  concernant  la  convergence  de  la  série  de  Lagrange. 

Soit  l'équation 

(i)  z~-a  —  af{z)  =  o, 

dans  laquelle  a,  a  et  z  désignent  des  quantités  réelles  ou  imaginaires;  soit  S  un 

(1)  Mécanique  céleste,  t.  V,  Supplément. 
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contour  fermé,  tel  que  l'on  ait  sur  tous  ses  points 

mod    •"  ^    '  <  I  ; 

z  —  a 

nous  supposerons  la  fonction/(s)  holomorphe  dans  tout  l'intérieur  de  S. 

On  démontre  (^voir  le  Cours  de  M.  Hermite  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
3*  édition,  p.  167;  1886)  que  l'équation  (1)  admet  une  racine  z  et  une  seule 
dans  l'intérieur  de  S,  et,  en  désignant  par  11(5)  une  fonction  holomorphe  quel- 
conque de  cette  racine,  on  a  ce  développement  de  11(5)  en  série  convergente 
suivant  les  puissances  de  a  : 

n(.)  =  n(a)-H  ^  .  ,  .°'7,;^,)  ^[n-(a)/---(a)]. 

n=  0 

Nous  prendrons  pour  l'équation  (i)  l'équation  de  Kepler 
(2)  u  —  Ç  —  esinMnzo, 

dans  laquelle  nous  supposerons  '(  et  e  réels. 

D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  peut  trouver  un  contour  fermé  S  sur  tous  les 
points  duquel  on  ait 

(û)  mod -=6  mod =<i; 

«  —  C  "  —  Ç 

l'équation  (2)  admettra  une  racine  m,  et  une  seule,  dans  l'intérieur  de  ce  con- 
tour, et  l'on  aura  en  série  convergente 

«  =  »  . 

Voici  comment  M.  Rouché  arrive  à  trouver  la  plus  grande  valeur  de  e  pour 
laquelle  la  série  (4)  reste  convergente,  quelle  que  soit  la  quantité  réelle  t. 

Soient  A  le  point  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse  est  ^  et  Mie  point  dont  l'affixe 
est  u.  Prenons,  pour  le  contour  S,  une  circonférence  de  rayon  p  décrite  de  A 
comme  centre.  Faisons  mouvoir  le  point  M  sur  cette  circonférence  et  désignons 

par  9  l'angle  que  fait  Je  rayon  AM  avec  l'axe  des  x\  posons  d'ailleurs  ^-  1  =  i. 
Nous  aurons 

La  condition  (3)  reviendra  à 


(5)  -modsin(Ç4-pE'9)<i. 

P 
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Soit  F(p)  le  maximum  du  module  de  sin(^  -+-  pE'*'')  quand  9  varie  de  o  à  271 
et  que  C  prend  toutes  les  valeurs  réelles  possibles;  si  l'on  donne  à  e  une  valeur 
telle  que  l'on  ait 

la  condition  (5)  sera  vérifiée  et  la  série  (4)  sera  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  "C. 

Si  l'on  détermine  ensuite  la  valeur  p^  du  rayon  p  de  manière  que  l'expression 

yj-^  soit  la  plus  grande  possible,  et  que  l'on  fasse  e,  =  i^f^'  ^^  série  (4)  sera 

certainement  convergente  quand  on  aura 

e<ei. 

11  faut  trouver  d'abord  l'expression  de  F(p).  Or  le  carré    du    module    de 
sin(^  -+-  pE'^P)  est  égal  à 

sin(Ç-i-pE'î')sin(Ç  +  pE-'?)  =  sin(C  +  pcosep  +  i'psincp)  sin(C  +  pcos9  —  fpsin9) 

,  _  =:  COS^(ip  sm9)  —  COS^(Ç  +  P  COS9).     .' 

On  aura  donc 


modsin(Ç4-pE'?)  =  1/  ( )  —  cos2(Ç  + p  coscp). 

Le  maximum  de  cette  expression,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  aura  lieu 

quand  ( )    sera  le  plus  grand  possible,  c  est-a-dire  pour  sinç  =  i, 

et  qu'on  aura  en  même  temps 

cos2(Ç  + PCOS9)  =  o,        cosÇ  — o,         Ç  =  ±-. 

Il  viendra  donc 

EP  +  E-P 


F(P)  = 
Il  faut  maintenant  trouver  le  maximum  e,  de  l'expression 

EP+E-P 
En  égalant  sa  dérivée  à  zéro,  on  trouve 

EP(p  — i)  — E-P(p4-i)==o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  prend  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  p  =  I  et  p  =  2;  sa  dérivée  p(EP  -+-  E^p)  est  toujours  positive.  Donc  cette 
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équation  admet  une  racine  p,  positive  et  rien  qu'une;  on  trouve 

p,=  1,9967...,  EP.+  E-P.   =o>6627...^et. 

2 

Donc  les  séries  sont  convergentes  pour  e<C  0,6627.... 

Les  excentricités  de  toutes  les  planètes  et  celles  des  astéroïdes  compris  entre 
Mars  et  Jupiter  sont  toutes  notablement  inférieures  à  la  limite  ci-dessus;  il  en 
est  de  même  pour  cinq  des  comètes  périodiques  actuellement  connues.  Donc, 
pour  tous  ces  corps,  la  convergence  des  séries  du  mouvement  elliptique  est 
assurée. 

Il  est  facile  de  former  l'équation  transcendante  dont  dépend  e,  ;  si  l'on  éli- 
mine, en  effet,  p,  entre  les  deux  équations 

^*-EP.  +  E-P.'         ''^•-p~i' 
on  trouve  aisément  l'équation  cherchée 

101.  En  faisant  successivement,  dans  la  formule  (4), 

\\.{u)^=.ll  et  !!(«)=:  COSM, 


il  vient 

(6)  M  =  Ç-!-esinÇ  + 

(7)  cosff  =  cosÇ  —  esin^Ç  — . 

Or  on  a  ces  formules  connues  : 
Pour  m  pair. 


«T?"»-*sin'"C 


1.2...  m  c/Ç"'-» 


1 . 2 .  . .  ( /?i  —  I  )       cK,' 


et,  pour  m  impair, 

«'«'"?=  ^^=^^  [sin.^C- -%in(m-2)Ç4-^^^^ 


ï.  -  I 


34 
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On  en  tire  aisément 


d^' 


i  n  '"  Ç  I      r  '^ 

—i —  — -  -^j^—î    /?^"'"'sinmÇ (/n  —  2)"'-^s\n{m  —  2)Ç 


+  ^^^^^('^-4)— sin(m-4)Ç-...]; 


cette  formule  convient  aux  deux  cas  de  m  pair  ou  impair;  seulement,  elle  se 
termine  au  terme  en  sin2^  dans  le  premier,  et  au  terme  en  sin(^  dans  le  second. 
On  trouve  de  même 


m  (m  —  I  ) 


I  .2 


(m  — 4)"'-2cos(m  — 4)Ç  — ...  1, 


où  l'on  doit  s'arrêter  au  terme  en  cos2(^  si  m  est  pair,  et  au  terme  en  cos^  si  m 
est  impair. 

En  ayant  égard  aux  formules  (6)  et  (7),  on  obtient  ensuite 


u  —  K  ^  e  sinK  -i sin2Ç  -f-, 

2 


(8)      {  1 .2.. .  m.2'«-i  L  I 

m  (m  —  I ) 
1 .2 


j  j  m'"-'  sinmÇ  —  —  {m  —  2)'"-*sin(m  —  2)^ 

(;n_4)/«-isin(m  — 4)Ç  — ...  1, 


/*  6  C 

-  =:  I  + e  COS  t, COS  2  Ç  —  , 

a  1  1.2 


e'"  I      ...   „  ^       m 

(9)       ''  1.2...  (m  — 1)2'"""'  L  '         I 

VI  (m  —  I  ) 

+ 

1 .2 


_    m"^"'^  COS  m Ç  —  —  ( m  —  2)"*--  cos  (m  —  2  )  Ç 

(,n  _  4)'«-2cos(m  —  4)Ç  _ . .   1 


102.  C'est  Laplace,  avons-nous  dit,  qui  a  trouvé  le  premier  la  limite  e^  de 
l'excentricité  pour  la  convergence  des  séries  ;  son  analyse  est  très  remarquable. 
Disons  quelques  mots  de  la  marche  suivie.  Laplace  était  arrivé  facilement  à 
trouver  les  expressions  générales  des  coefficients  de  e"*  dans  les  formules  (8) 
et  (9).  Considérant  le  dernier  de  ces  coefficients,  il  remarque  qu'il  prend  sa 

plus  grande  valeur  absolue  pour  ^  =  ->  quand  m  est  pair;  il  est  alors  égal  à 

A,„  =  - /'"      , Jm^»-^+"^(m-2r-^+^^^^~'^m-4)"'--  +  ...]. 

'"        1 .2.  .  .(m  — i)2"'-i  L  I  1.2        ^  '^  J 
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Laplace  trouve  ensuite,  par  un  chemin  assez  difficile,  cette  expression  appro- 
chée de  A,„  quand  m  est  très  grand 

0)  étant  déterminé  par  la  formule 

2     , 

(II)  llZ^  ^j;i-2to. 

(0 

Si  la  quantité 

e{\  —  2  G))  E 
2C0«(l  —  &))i-'^ 

surpasse  l'unité,  l'expression  (lo)  de  A,„  deviendra  infinie  avec  m,  et  la  série  (9) 
sera  divergente.  La  limite  des  valeurs  de  l'excentricité  qui  font  converger  cette 
série  sera  donc 

,       ,  2W'^(I  — W)!-*^ 

('^>  '^=      (i-2co)E     • 

Si  l'on  tire  de  (11)  la  valeur 


1 


pour  la  porter  dans  (12),  il  vient 

2  vw(l  —  &)) 
e  —  — ï — ^ '-, 

I  —  2C0 

d'où 

I 

1  —  20) 


v/i  +  e\ 

(i  +  s/i  +  ^O' 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i  i),  il  vient 

on  retombe  bien  ainsi  sur  l'équation  déjà  trouvée. 

Laplace  arrive  ensuite  au  même  résultat  en  partant  de  l'expression  du  coeffi- 
cient de  e"*  dans  la  formule  (9). 

C'est  Cauchy  qui  a  donné  une  démonstration  plus  directe  et  plus  rigoureuse 
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des  résultats  de  Laplace;  M.  Rouclié  a  simplifié  à  son  tour  la  démonstration  de 
Caucliy. 

Nous  renverrons  le  lecteur  à  une  Note  intéressante  de  M.  0.  Callandrcau 
(^Bulletin  astronomique,  t.  III,  p.  528);  l'auteur  considère  le  coefficient  de  e'" 

dans  le  développement  de  -  suivant  les  puissances  de  e;  il  arrive  d'une  ma- 
nière très  simple  à  l'expression  asymptotique  de  ce  coefficient,  et  il  en  déduit 
facilement  la  limite  e,. 

103.  Nous  croyons  devoir  donner,  en  terminant  ce  Chapitre,  quelques  indica- 
tions sur  d'autres  expressions  asymptotiques.  Reprenons  le  développement  pé- 
riodique 

-  =  Co-+- Cl  cosÇh-.  .  .  +  C,„cos/«C  +  . . .  ; 

le  coefficient  C,„  est  une  fonction  de  e,  et  l'on  peut  se  proposer  d'en  trouver 
l'expression  approchée  lorsque  m  est  très  grand. 

Laplace  a  traité  cette  question  {Mécanique  céleste,  t.  V,  Supplément),  et  il  a 
trouvé  que,  pour  m  très  grand,  on  a  approximativement 

_  »     2(i  — e^)*  f     eE*/i- 

^m  — '■ 


m^m  ^1-K  \  I  +  y/i  —  c^ 

La  même  question  a  été  traitée  plus  complètement  par  Carlini,  et  surtout  par 
Jacobi  {Astronomische  Nachrichten,  n°*  665  et  709-712). 
Considérons  en  second  lieu  le  développement 

-  j  =Fo  +  Fi  cosÇ-t-.  .  .  +  F„,  cos/nÇ  +  . . . , 

d'où  l'on  passe  aisément  à  celui  de  l'équation  du  centre.  Jacobi  a  donné  pour 
les  coefficients  C,„  et  F^  les  expressions  asymptotiques  suivantes 

C„.  =  -  .  (tang  l  tE-A'"  l/^  r,  -  ^^—  f. V)  +  •  ■  -1 . 

\      "2  '  /     V  2  7:/?i'*  L        8/?icos9\        9008-^9/  J 

F,„  —  --^  { lang  -  9  E'^''^?  )  "  (  i  +  ^— —  i  / ^ h . . .  ) , 

cos  9\      °  1  ^         J     \        3  cos  9  y  t:  m  cos  9  / 

où  l'on  a  fait 


e  =z  sincp. 


On  voit  immédiatement  que  la  première  partie  de  l'expression  de  C,„  coïncide 
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avec  celle  de  Laplace.  Dans  le  tome  XVII  àes Mathematische Annalen,  M.  Sclieibner 
a  calculé,  dans  les  expressions  asymptotiques  deC,„  etF,„,  les  coefficients  de  puis- 
sances plus  élevées'  de  -=»  et  il  a  résolu  le  même  problème  pour  les  dévelop- 

pementsde(^)  cosqw  Qii-\  ûnqw. 

Enfin,  M.  Flamme,  dans  une  Thèse  soutenue  en  1887  devant  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  a  trouvé  par  une  méthode  rigoureuse  fondée  sur  de  belles 
recherches  de  M.  Darboux  (*),  les  expressions  asymptotiques  d'autres  déve- 
loppements qui  jouent  aussi  un  rôle  dans  la  théorie  des  perturbations. 


(')  Mémoire  sur  V approximation  de  fonctions  de  très  grands  nombres  {Journal  de  Mathe'matiques , 
3"  série,  t.  IV,  1878). 
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CHAPITRE  XVII. 

SUR  CERTAINES  FONCTIONS  DES   GRANDS  AXES   QUI   SE   PRÉSENTENT 
DANS  LE  DÉVELOPPEiMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE. 


104.  Soient  ia  et  la!  les  grands  axes  des  orbites  de  deux  planètes;  nous 
aurons,  dans  le  développement  des  fonctions  perturbatrices,  à  développer  sui- 
vant les  cosinus  des  multiples  de  la  quantité  réelle  ^  les  expressions  qu'on 

déduit  de  la  suivante 

(  a^  +  a'2  —  2  aa'  cos  4^  )-*, 

en  donnant  à  f  les  valeurs -j -)-> -j  — 

2222 

Les  fonctions  ainsi  obtenues  sont  des  fonctions  périodiques  de  ^^  à  période  211  ; 
elles  sont  paires  et  finies  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  'j^,  si  a  est  différent  de  a'. 
Nous  pouvons  donc  poser 

-i      1 
(a2+a'2—  2aa'cos4')   ^  =  -  A^"^  +  A'*^  cos^j^  +  A'^^  C0S2v|;+. . ., 

ou  bien,  en  convenant  de  prendre  A^"^'^  =  h-  A^'', 


--         I    v^ 

(a^-i-  a'2—  laa'  cos^')    ^  =  7  X  ^"^  cosf  J^  ; 
faisons  de  même 

-^        I   v^ 
aa'{a^-\-  a'"-  —  2 aa' cos ^];)    ^  ~  -   X  I^^'^  cosf^', 


(0 


a2a'2(a2+a'2— 2 aa' cos 4^)"'  —  -  ^  C^'^  cosi^p, 

—  00 

H-oo 

a?a^^{a>-\-  a'^—  2aa'cos^];)   ^  =  -  X  I^"^  cosi']>, 
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En  supposant  a<Ca\  faisons  — ,  =  a;  a  sera  donc  compris  entre  o  et  1  ;  la 

fonction 

(1  + a*— 2acos4')~'' 

pourra  être  développée  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  'j'.  Nous  poserons 


(2) 


-i      I  v-< 

—  00 

+00 
-â        I    v^ 

(iH- a^— 2acos(|;)   ^  =-  >    c'')  cosiil;,         c^-')  =-4- c^'^, 

—  00 
+  00 

(i  +  a^— 2acos4')   ^  ==-  X  ^^'^  cost^',         e(-')  =+ e^^ , 
(i  +  a2_  2acos^|>)~^  — -  V /(')cosf^j>,        /(-'^  = +/('), 


et,  en  général, 

,  4-06 

(A)  (i  +  a^— 2aC0Si];)-^-— i  ^  ifi^'' COSr-];  = -lfi>,^«' +  lfi>^*^  COSi]; +...  + lft4'>COSit];-4-..   . 

Les  divers  coefficients  d]4''  sont  des  fonctions  de  a;  on  aura 

2  "222 

En  faisant  dans  (i)  a  =^m'  et  comparant  à  (2),  on  trouve  aisément 

(3)         a'A('■)  =  6('•^       «'B(')  — acC),       a'C^')  =  a^e''^       a'DC)  =  ay('),  ' 

Les  fonctions  A'",  B''\  0'\  D^'',  ...  sont  donc  des  fonctions  homogènes  de  degré 
—  I  de  a  et  a'  qui  se  ramènent  aux  fonctions  lOjf  de  la  seule  quantité  a. 

105.  Cherchons  l'expression  analytique  de  Di>f' . 
Posons 

d'où 

2C0S4'  =  -  +  S~S  2  C0Si4'=:  2'+5-', 

(i  —  a5)(i  — ax;-i)=  i  +  a^— 2a  COS^/. 
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La  formule  (A)  deviendra 

(i  —  az)-"  (i  —  az-')--"  =z  -  ai'^o)  _j_  l^i,(i)  (^  +  ^-i)  ^_ .  . .  _^  1  ,^.,(/)  (^,-  _j_  ,_/)  _^.  _  _ 

OU  bien 

(4)  (i-ax.)-Mi-a^->)-'==^  2  ^'''-^"-'■- 

Or,  le  module  de  z  étant  l'unité,  az  et  as-^  ont  des  modules  égaux  à  a,  par 
suite  inférieurs  à  l'unité;  on  a  donc,  en  séries  convergentes, 

,  ,     ,  s  s{.S-hl)      ,     ,.  .9(^+  l)(.Ç+2)...(,S4-  «■—  l)      .     . 

■(i  — as)-*     =i  +  -as     -h— -a^z^    +...-h^ '-^ -^ — i-^- ^'a's'+..., 

I  1.2  I  .2.3.  . . i  ' 

(i  —  as   M-*=i  +  -as-^H ^ -a^z-^  +.  .  .  +  -^ — ^ — ^ ^  a's-'-h  .... 

I  1.2  I .2.3. . . i 

Le  coefficient  de  z'  dans  le  produit  de  ces  deux  séries  sera,  d'après  la  for- 
mule (4)>  égal  à  -i)bj";  on  trouvera  ainsi  sans  peine 

2  1.2.  ..f  I_  I    l-i-1  1.2  (i4-l)(i-t-2)  ■     J" 

En  calculant  directement -ii'4",  on  voit  que  la  formule  précédente  s'applique 

pour  I  =  o  a  la  condition  de  remplacer  -^- ^ — -. par  l  unité. 

On  aura,  en  particulier, 

/  I  ,,,,      1 .3.5. .  .(2  «  —  i)    T        I  2i-hi    ,,      1 .3  (2/+ i)  (2/+ 3)    ,  1 

i-  b^'^  = y—^ -. —  a'    iH -. — -  a-  H y  j — -. —    ,  ;     . —  a^  4-  .  .  .  L 
2                          2.4.0.  ..2f                I             2    2iH-2                2.4    (2f  +  2)  (2i  H-  4) 
I    ,,,      3.5.7. ..(2i+i)    T        3  2i  +  3    ,      3.5  (2t  +  3)(2/-f-5)    ,  "1 

2  2.4-0...2«  |_  2    2i-h2  2,4(2f+2)(2i-t-4)  J 

On  voit  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  a^  sont  plus  grands  dans  c''^ 
que  dans  b^^^  ;  la  convergence  de  la  série  qui  donne  a)b"'  diminue  quand  s  augmente. 

Pour  i=o,  il  faudra,  comme  précédemment,  prendre  égaux  à  l'unité  les 
coefticients  qui  précèdent  a'  dans  les  seconds  membres. 

Voyons  comment  converge  la  série 
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qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (B).  Nous  avons 
^^   _  ■'^(■y  +  O-  .  .(s-h  n  —  i)  {s-hi){s-{-  /-i-ï)...(.yH-  i -h  n  ~  i)    ^^ 

d'où 

Un    ~  n-^i   i  +  n-hi       ' 

pour  n  infini,  ce  rapport  tend  vers  a^  qui  est  plus  petit  que  i,  et  la  série  est 
convergente.  Tous  les  termes  de  cette  série  étant  positifs,  la  formule  (B) 
montre  que  a)'4"  croît  sans  cesse  quand  a  croît  lui-même  de  o  à  i  ;  pour  a  =  o, 
on  a  d'ailleurs 

MV;^  =  2        et        ^\V/^  =  o        pour     />r. 

106.  Nous  allons  exprimer  Dî>f  par  une  intégrale  définie. 

Puisque  iP^"  est  le  coefficient  de  cosï^^  dans  le  développement  de  l'expression 

(14- a^— 2acosp)-^ 

la  formule  (5)  du  n^  81  donne 


(C) 


2  r"^ 


cette  formule  s'applique  aussi  pour  i  =  o. 
On  aura,  en  particulier, 


2 


COSiCp 


b^n  =  -    I ^i:::::::^ _^^, 


(c) 


2 


(i  +  a^ —  2(X  cos^y 


'''  =  :,   I     '-"^ 1^^, 

J^       (1  + oc^— 2a  cosi];)^ 


En  partant  de  ces  expressions,  on  démontre  facilement  que  ^"\  d'\  ...  sont 
infinis  pour  a  =  i  ;  en  effet,  on  trouve,  pour  cette  valeur  de  a, 


'         sin  -!- 


I       /"■  cos/4^ 


I  Cl  n3    T 


2 


35 
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L'élément  différentiel  de  chacune  de  ces  intégrales  est  infini  à  la  limite  infé- 
rieure, et  l'application  d'une  règle  bien  connue  de  Calcul  intégral  montre  que 
les  intégrales  elles-mêmes  sont  infinies. 

107.  Nous  allons  faire  connaître  une  autre  expression  de  6''^  par  une  inté- 
grale définie. 

La  première  des  formules  (b)  nous  donne 

1,,.,         .[i  .3. . .  (21 — ^i)       ii.3...(2i  +  i)    „      1.3  1.3. ..(2/ -4-3)    , 

-b^'^  =  (x'\ ~ ~  +  -  —y- — r^. r  a- H 7  —7 y—. ~  a*  +  . . .    ; 

2  L         2.4.  ..2Ï  22.4-.-(2«  +  2)  2. 42. 4-.  .(2^+4)  J 

les  coefficients  de  a%  de  -a^,  ...  s'expriment  par  des  intégrales  définies,  en  par- 
tant de  la  formule  connue 

/"^  ■   o    1    7  1        1 .3. . .  (2n  —  i) 

On  trouve  ainsi 

/  r^  1       r^       '  I  3      r^ 

=za^  I     sin^'  (jj  (  I  +  -  a^  sin^  ^j;  H — '-j  y}  sin*  ^^  +  . . .  j  d']^. 
On  a  d'ailleurs 


il  vient  donc 


(d)  U^^—-cf}   I  ^    ^dd). 

En  comparant  les  formules  (c)  et  (d),  on  trouve  cette  relation  intéressante 

(5).  f\        ^°"-^  ^,|.-.,  r       ^'""t        ..;. 

,/(,     V I  H- a^ — 2acos4'  ^/o     yi  —  a^sin^ij' 

En  faisant  dans  (d)  «  =  o  et  ï  =  i ,  il  vient 


^(0)   _    ^ 


^X  v/T" 


rf4> 


oc-  sin^tj' 
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Si  donc  on  désigne,  suivant  l'usage,  par  F,  et  E,  les  intégrales  elliptiques 
complètes  de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  module  a,  on  aura 


(e) 


7T 


4F,-E, 


bw  — 

n        Cf. 


Or  Lcgendre  a  donné  des  Tables  étendues  pour  le  calcul  numérique  de  F,  et 
de  E,  {Exercices  de  Calcul  intégral,  t.  III,  p.  i25  et  suiv.);  l'argument,  qui  est 
arcsinA-,  ou  ici  arcsina,  varie  de  dixième  en  dixième  de  degré  depuis  u°  jus- 
qu'à 90°;  les  Tables  donnent  logF,  et  logE,  avec  12  et  \l\  décimales. 

On  a  donc  le  moyen  de  calculer  très  rapidement  les  valeurs  numériques  de 
6^"'  et  U^^  pour  une  valeur  donnée  de  a. 

108.  Nous  allons  chercher  une  relation  entre  a)i)f ,  1^4'  *'  ^^  ^4'~*'- 
Partons  de  la  formule  générale 

(6)  [i + «^ -«(-'+ ^)]  "- ^  2  ■^*'^'' -''■'• 

nous  en  tirerons,  en  différentiant  par  rapport  à^, 

(7)  '''[^  +  ^'-'^(-'  +  :-)]"~X'"^)"2ll^'^'''^"^'""'' 

d'où,  en  ayant  égard  à  (6), 

+  00  +ao 

'^  G"  -  0 1 2  ^^'''=  [^ + ^'-^  (^ + 5)]  ^  2  '^^' 

— 00  —  00 

En  égalant  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  les  coefficients  de  s'~', 
il  vient 

sa [Db<'-2'  —  a)>,l/']  =  (1  +  a^)  (i  -  I)  ^o^'-i'  —  a  [(^  _  2)  Dl^'-^'  +  iDbf  J, 

d'où 

(F)  a)î,y)=  izil  (^«  +  ij  a)i,ri)_  ^i^-  ii'4'-^'. 

Cette  formule  est  très  commode  pour  le  calcul  numérique;  elle  permet  de 
déterminer  de  proche  en  proche  oiî^^',  Di,i",  . . . ,  connaissant  uî,^*"  et  dî,^'  que  l'on 
calculera  directement  par  la  série  (B),  ou  par  une  des  autres  formules  qui 
seront  données  dans  la  suite  de  ce  Chapitre. 
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La  formule  (F)  donnera,  en  particulier, 


(/') 


5  5 


è(o  =  Vl — ?£^,u--i)_  ?.'^_J  bii-2) 

"2.1  —  I  -il  —  I 

en  faisant 
I 


£  =:  a  4- 


a 


Ayant  donc  déterminé  6^"^  et  ¥^^  par  les  formules  (e)  et  les  Tables  de  Legcndre, 
on  calculera  ainsi  de  proche  en  proche  ¥^\  U^\  ...  ;  on  vérifiera  l'ensemble  du 
calcul  en  déterminant  directement  la  dernière  transcendante  Z>*'^  dont  on  a  be- 
soin par  la  première  des  formules  {b).  On  devra  remarquer  que  la  précision 
diminue  avec  le  nombre  des  calculs,  et  que,  si  l'on  veut  avoir  U'^  avec  un  assez 
grand  nombre  de  décimales,  il  faudra  en  prendre  davantage  dans  U^^  et  U^\ 

On  aura  de  même 


(/") 


11 

ii 
ii 

ii 
ii 


£C 


(i-i) 


3 

5  21 

7  -^  21 


-3 

4-  I 


C('-2), 


,(/-2) 


/ 


(f-2) 


109.  Il  est  facile  d'exprimer  1)1)^'  en  fonction  de  deux  des  transcendantes  qui 
se  rapportent  à  la  valeur  5  +  i  de  l'indice  s. 
La  formule  (6)  donne  en  effet,  en  y  changeant  ^  en  .9  f- 1, 


[,+,,_,(,+ i)]—=i  5*2.^'= 


après  quoi  l'équation  (7)  devient 


SCC\   I  - 


^^^U^'^l^^^^' 


Égalons  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  s'^S  et  nous  trouverons 
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En  appliquant  cette  formule,  on  pourrait  donc  obtenir  successivement 


les  quantités  e'')  en  fonction  des  /^'\ 


mais  il  vaut  mieux  suivre  la  marche  inverse  et,  prenant  comme  point  de  départ 
les  fonctions  U'^  qui  jouent  le  rôle  le  plus  important,  chercher  à  en  déduire  suc- 
cessivement les  é^\  puis  les  é'\  et  enfin  les/^'\ 

La  formule  (F)  donne  d'abord,  en  y  remplaçant  i  et  s  par  i+  i  et  ^  -h  i , 

(8)  «  iMS"  =  i(>^c^)^U-(i  +  s)a*^_ 


portons  cette  valeur  de  a)î)i+V'  ^^"s  (G),  et  nous  trouverons,  après  réduction, 

(9)  ilby'  ^  s  ^^^H';7'-(i  +  a^)Dbl';i,. 

d'où,  en  changeant  2  en  î  4- I , 

(10)  l)î>''"*^*'r=.S  ^^ î^ '- itl_  . 

i  —  s-\-i 

Les  équations  (8),  (9)  et  (10)  permettent  de  déterminer  les  trois  inconnues 
^'4+V''  ^Ci  ei  iiî>l7/'  qui  y  figurent  au  premier  degré;  (9)  et  (10)  donnent 
d'abord 

2  <x  Di.<';- '  )  :=  (  I  +  a^  )  Mhlfl  1  +  '—^  il'4'' , 
(I  +  a-)  yiVj^,''=  2cc\i\.'Jl,--~'^'-  al'4''+»'; 

en  portant  dans  (8)  ces  valeurs  de  <7/'  et  d'^V,  on  trouve,  toutes  réductions 
faites. 

Cette  formule  résout  la  question;  mais  on  peut  obtenir  des  résultats  plus  sa- 
tisfaisants au  point  de  vue  des  calculs  numériques  en  procédant  comme  il  suit  ; 
changeons  dans  (H)  «en  —  ï-i,  et  nous  trouverons 

(H')  a)y'>i'-  2(^'+^)a^tH''-(i'-5  +  i)(i  +  a2)il'4'^i' 

'^^  5(1  — «2)2  -• 
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Nous  tirerons  ensuite  aisément  de  (H)  et  (H'), 

1  2  L   s+i       5+1  j  25(i  —  (xy 

Ce  sont  là  les  formules  dont  Le  Verrier  fait  usage  pour  calculer  numéri- 
quement les  'i^os+i  en  partant  des  iib^. 
On  trouvera,  en  particulier, 

A[c(0+c('+l)],^(2t+l)^^ ^-— , 

I    2   ^  -^  '2(1  —  OC)'^ 

(k)  ■ 

_   [c(0_c('+l)]=r(2i  +  l)    --:': — ; 

\  2  ^  -*       ^  ^2(1  +  a)''   ' 

on  appliquera  ces  formules  comme  il  suit  : 

-[cw-^c(')]^^ ^, 

2  ■*         2(1  —  ay 


d'oùcfo^et  é'K 


2  '-''  ^     J-  2(i+a)2 


2  ■-  -^        2(1  —  (xy 

2  •-  -*  2(1+  a)2 


d'oùc(''etc'^^; 


On  voit  que  c^'',  c'- ,  . . . ,  c''  ''  seront  calculés  deux  fois,  ce  qui  donnera  une 
vérification  utile. 
On  trouvera  de  même 


{k') 


{k") 


2'-  "^        J  —  ô  (i  +  cc)^  ' 

ir/-(0  ,    ...n.        I    (2/  +  5)e(')-(2.-3)e('-^^) 
2  '■''  -^  J        10  (I  — a)' 

^n.m       ..:.+n.  ^     (2  /  +  5)  e^O  +  (  2 /- 3)  .C'-^^) 

2  -'-'  -^         •'        10  {i-\-  a.y- 


En  résumé,  on  calculera  directement  b'^^  et  ^''\  soit  par  les  séries  déduites 
de  la  première  des  formules  (b),  soit  par  les  formules  (e)  et  les  Tables  de 
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Legendre;  les  relations  (/')  donneront  ensuite  è'^',  ¥^\  ... ,  après  quoi  on  trou- 
vera les  é'\  é-'^  et/'''  en  appliquant  successivement  les  formules  (Jt),  {k')  et  {k"). 
Enfin  les  formules  (3)  donneront  les  A^'^  B^'*,  C^''  et  D^. 

110.  On  peut  introduire  très  utilement  dans  cette  théorie  la  série  hypergéo- 
métrique 

I  .li  I  .2.t((C  +  l) 

La  formule  (B)  nous  donnera,  en  effet, 

(.1)  -D'4')=.-i 77^7777 ^a'F(5,  5  +  i,  i  +  i,a2). 

on  aura  ainsi  l'avantage  de  pouvoir  employer  les  propriétés  bien  connues  de  la 
série  hypergéométrique,  pour  lesquelles  nous  renverrons  à  deux  Mémoires  de 
Gauss,  insérés  dans  le  tome  III  de  ses  Œuvres. 
On  a  d'abord  cette  relation  remarquable 

(12)  F(A,  B,  C,  ^)r=(i-a^)-AF('A,C-B,  C,  y^V 
qui  donne,  en  y  faisant 

(13)  k  —  S,  ^z=S-\-i,  C  —  i-\-l,  Xr=z(X^ 

et,  tenant  compte  de  la  formule  (ii), 


~^^''- tt^tt:^ ^(7---^^^(^'^-^'^  +  ^'ri-^ 


ou  bien 


iiiy')  =  ^ 


(L) 


2 


i).  ■  .(54-  i—  i)         Cl}         r  s  S  —  l      «2 

1.2... i  ^i—oC-y  y^~i  i-\- 1  I  — «2 


^(•y+i)  (5— 1)(5— 2)  /  «2  y 

1.2         (t-f-i)(i4-2) 


Cette  formule  importante  est  due  à  Legendre;  si  on  la  compare  à  (B), 
on  voit  que  le  facteur  '^^  est  remplacé  par  ^]J^  qui  est  petit  quand  i  est  grand  ; 
de  même  -^q:^—  est  remplacé  par^-^;  la  formule  (L)  sera  donc  beaucoup 

plus  avantageuse  que  (B)  pour  les  calculs  numériques,  si  i  est  assez  grand.  La 
série  qui  figure  au  second  membre  de  l'équation  (L)  procède  suivant  les  puis- 
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sances  de  -^3—2'  et  il  est  aisé  de  voir,  en  appliquant  la  règle  relative  à  la  limite 

de  -^ii,  qu'elle  est  convergente  tant  que  l'on  a     _^   .^<  i,  d'oii  a  <  0,707 

Si  nous  appliquons  la  formule  (12)  à  F(C  —  B,  A,  C, ^     )'  ^^^^  trou- 


Ci^') 


verons 

d'où 

F  ('a,  C-B,C, -^^^W(i-^)c-i'F(G-A,C-B,  C,x), 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  (12),  il  vient 

F(A,  B,C,a;)  =  {i-a:f-^-^F{C-A,  G  -  B,  G,  ^). 

Nous  avons  déjà  fait  usage  de  cette  formule  dans  le  n°  99;  si  nous  y  donnons 
à  A,  B,  G,  X  les  valeurs  (i3),  et  que  nous  portions  le  résultat  dans  (u),  nous 
trouverons 

1  ,j.       s(s-h  i)..  .{s-\-  i—i)  a'" 

-ilH'— ■ 7 2^27^7  F(f -H  I  —s,  1  —  s,  l'hi,  a-) 

2  1 .2. . .  i  (i  —  a^)^*   ' 

ou  bien 

u   '~        1.2. ..i        (r-a2)2^-iL      I      '  +  1 

1  ,    ii  —  s)i2  —  s)(i^i  —  s){i-{-2—s) 

\  1.2  (i  +  i)  («H-  2) 

La  série  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  formule  reste  finie  pour 

a  =  I,  si  l'on  a  ^^  -:  on  voit  donc  qu'on  a  mis  en  évidence  le  facteur ^^ït-t 

^2  ^  (i —  a^)^*~^ 

qui  rendait  Db^'  infini  pour  a  =  i  ;  mais  la  série  en  question  est  encore  infinie 

pour  a  =  I  lorsque  5  =  -•  (11  suffit  pour  le  voir  d'appliquer  une  règle  de  Gauss, 

Œuvres,  t.  III,  p.  139.) 

La  série  hypergéométrique  vérifie  une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre,  savoir 

ABF-[G-(A4-B  +  .)^]^--(^-^^)0=o. 
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En  faisant  a:  =^  a-  et  donnant  à  A,  B,  C  leurs  valeurs  particulières  (i3),  on 
trouve  sans  peine 

d^  F  d¥ 

Si  l'on  pose  enfin  clans  cette  équation,  conformément  à  la  formule  (i  i), 

F  =  a-'\lb^"  X  par  une  constante, 
on  obtient  finalement 

(M)       (a^-  a*)  -^  +  [a  -  (/4s  ■+■  I)  a']  -^  -  [l^s'a'^i^i  -~  a^)]  Dî,f  z=  o; 
cette  équation  pourra  être  utile  dans  certaines  recherches. 

111.  Indiquons  encore  pour  les  ift,f  un  autre  procédé  de  calcul  employé  sur- 
tout par  Hansen. 

On  tire  de  la  formule  (F) 

d'où 


(i4)  {i-s)p^/^  =  {i-i) 


I  4-  a-         i  -+-  s  —  2 


en  faisant 
Posons  encore 

(16)  Fi''  =  i±4— ^■-^, 

(17)  /"i''  =  n''yi'', 


et  l'équation  (i4)  donnera 


ou  bien 


T.  -  I.  36 
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d'où 

OÙ  l'on  a  posé 

(.9)  ,,^  (,-»)(.■+.-■) /_^ 

^   ^^  '  *  «(i  —  i)  \i  +  a- 

Supposons  que  yJ" ait  été  calculé  d'une  façon  quelconque;  on  en  déduira,  de 
proche  en  proche,  par  la  formule  (18),  les  valeurs  de  yi'"",  yi'""',  •..,  yl"  ;  on 
calculera  par  (16)  et  (17)  les  valeurs  de />f,  /?f"",  ...,  p['\  après  quoi  (i5) 
donnera 

(20) 


On  connaîtra  donc  ainsi  toutes  les  quantités ijl^i"  en  partant  delà  première  iJl^"' 
que  l'on  calculera  directement  par  l'une  des  formules  (B)  ou  (L). 

Il  nous  reste  seulement  à  montrer  comment  on  calculera  y^";  nous  aurons 
recours  à  la  formule  suivante  {OEuvres  de  Gauss,  t.  III,  p.  i34), 

F(A,  B4-1,  C  +  i,  X) I    . 


F(A,  B,  C,  ir)  a^x 

b,x 


C\X 


où  l'on  a 


«1 

A  C 
~  C   C 

-B 

+  I 

b, 

B 

""  C 

+  1 
-hi 

C  +  i- 

C4- 

-_A_ 
2 

A4- 

I  C  +  i- 

?.      G  + 

3 

B 

d, 

B 

~  C 

+  2 
+  3 

C  +  2 

-A 

<^1 

c  + 

4 

les  relations  (i  j),  (i5),  (16)  et  (17)  nous  donnent 


_  ,M)  _o^  v^  1    ^__       (,•) 


d'où 


j  4_  2(2  '  *         F  (5,  i  -+-  5  --  I ,  i,  oc'^  )  ' 
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on  aura  donc,  en  appliquant  la  formule  de  Gauss  mentionnée  ci-dessus, 


,2  is 


I  4-a^  '  «la- 


b^cx} 


Cl  a.'' 
I  —  . 


(22)  (        avec 


_5(i  — 5)  (i^s){i-]-ï~s) 

"1  — •  -r-r~. -T^  >  Ot  ;-; t—t-. r > 

l{l-hi)  (ï+l)(i-h2) 

—  (•^  +  0('^  —  s)  1  __  {i  +  S  -h  i)  {i  ^  2  —  s) 

""*  ~~(«  +  2)(i  +  3)'  '-         (,-  +  3)(r+4)      ^ 


Lorsque  /est  grand,  «,  est  petit,  la  fraction  continue  se  calcule  très  rapide- 
ment; /tendant  vers  l'infini,  yj'*  tend  vers  i  +  a^,  et  la  formule  (21)  donne 

ainsi,  quand  /  augmente,  les  iih"'  tendent  vers  les  termes  consécutifs  d'une  pro- 
gression géométrique  de  raison  a. 

Résumé.  —  Supposons  que  l'on  veuille  calculer  iii^"',  oP^",  ...,1)1)^";  on  calcu- 
lera directement  d'^'*'  comme  on  l'a  dit,  y^"  par  la  formule  (22),  puis 

F^',     F^^',      ...,  Ff,  par  la  formule  (16), 

fJLi.^         iX^/\  ...,l^\  »  (19). 

fr",  y'f\  ■■■,  y'^K        '    »  (18), 

p's'\    pr,     ■■■,  />!•'■,  »  (17). 

après  quoi  les  formules  (20)  donneront  enfin  DbJ",  \t\^f\  . . . ,  d'4'\ 

112.  Il  sera  nécessaire  encore  de  calculer,  pour  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice,  les  dérivées  successives  des  fonctions  Di,J"  par  rap- 
port à  a. 

On  pourrait  sans  doute  les  obtenir  en  partant  de  la  formule  (B)  différentiée 
plusieurs  fois  par  rapport  à  a;  on  trouverait  ainsi 

1  ,^  y  5(.  +  i)...(5  +  /^-i)  s{s^x)...{s  +  i  +  n-i)  „^  y 

2  *         ^à  1.1...  n  i.2...(f  +  n)  ^d     " 

n  n 

(23)  ,     '      ::=    >    B„a'+2«-/' 

'  2     dai'         ^  ' 
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en  posant 

B„  =  (/  -t-  2/l)  (ï  +  2/?  —  l).  ..(«■+  2/1  —/)  4-l)  A„. 

On  en  conclut 

,  B„+i  (i4-2/i  +  l)(i  +  2/Î  +  2)  A„+,  ,      A„  +  , 

^  B„         (ï4- 2/i  — />  4-i)(t +2/i— yy  +  2)    A„  A„ 

lim^rnlim^,         pour  «  =  00. 
B„  A„ 

La  série  (28)  est  encore  convergente  pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre 
o  et  I  ;  mais  la  convergence  est  moins  rapide.  En  effet,  remarquons  d'abord 
que,  dans  la  formule  (23),  on  doit  avoir  i  -\~  in  —  p^o.  L'expression  de  kn  qui 
résulte  de  la  formule  (24)  donne  ensuite 

,      i  +  2  n  +  I 


-P 
ou  bien 

P- 


kn>       1  + 


i  -\-  in  — />4-2 


On  voit  que  k,i,  qui  tend  vers  j  pour  n  infini,  est  notablement  supérieur  à  i 
pour  les  premières  valeurs  de  w,  surtout  quand  p  est  grand.  La  série  (23)  con- 
vergera donc  bien  plus  lentement  que  celle  qui  donne  i)i.y'. 

Exemple,  -r-  Considérons     .  l  ;  nous  trouverons  aisément 


0      ^^e     .".^-o 

B,           A, 

b;-^^â.' 

B, 
B, 

_  -i^  A3 

~  2   A2' 

B4    26  A4 

Ba  ~   7     A3' 

Bs 
B4" 

_35  As^ 
12  A4 

On  voit  qu'il  faut  aller  assez  loin  dans  la  série  pour  trouver  une  diminution  des 
termes  aussi  rapide  que  celle  qui  a  lieu  pour  m,'/'. 

Il  convient  donc  d'avoir  recours  à  d'autres  procédés  pour  calculer     ,  ];'  • 

Revenons  à  l'équation  (6)  et  différentions-la  par  rapport  à  a;  nous  trouve- 
rons 

d'où 


=-i— )^2:^Hî.='=^2;^' 


d(x 
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en  égalant  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  les  coefficients  de  z',  il  vient 

( N )  ^='  L^''"-'''  +  ^'"-^^ ' -  " ^ ^'"-^^ • 

LesD^+,  ayant  été  calculés,  cette  formule  résoudrait  la  question  pour  les  dé- 
rivées premières  des  ift>^;  mais  il  est  préférable  d'introduire  dans  le  second 
membre  les  ift,^  au  lieu  des  M\,s+i . 

La  formule  (G)  donne  d'abord 


et,  en  portant  dans  (N),  il  vient 


doc 

Si  l'on  met  dans  cette  formule,  au  lieu  de  iP^Ï,  et  de  iP^'+V»  leurs  valeurs  (H) 
et  (H'),  on  trouve,  après  réduction, 

doc  a  (  I  —  oc'^) 

Mais  il  serait  difficile  de  calculer  ainsi  les  dérivées  suivantes. 

Nous  allons  trouver  une  autre  formule  qui  nous  sera  plus  commode;  en 
retranchant  de  (N)  ce  que  devient  cette  équation  quand  on  y  change  i  en  i  —  2, 
il  vient 

~dt  -  —d^  =  - '^"^s^^'- ^^-V']  -sl^^^r -  liHVY']  +  25a [Ki,i47' -  ^^r] ; 

or  chacune  des  trois  parties  du  second  membre  de  cette  équation  peut  se  dé- 
duire de  la  formule  (G)  elle-même,  ou  de  cette  formule  dans  laquelle  on  rem- 
place «par  i  —  I   ou  par  «  —  2;  en  opérant  ainsi,  on  trouve 

Cette  formule  importante  ne  contient  pas  s  explicitement;  elle  s'applique 
donc  aux  quantités  b^^\  é'\  é^\/^'K 

Elle  permet,  en  donnant  à  i  les  valeurs  2,  3,  . ..,  de  calculer  de  proche  en 

proche  -7-^5  ^  -'  '  '  "'  -7r~  ^"  fonction  de  -~-,  de  —7^  et  de  iiL^"',  DLi  ',  . . ., 

Lvç^,  ctoc  et  OC  Ce  oc  Ce  ce 

oPo^';  ces  dernières  quantités  doivent  être  considérées  comme  connues  par  ce 
qui  précède;  il  restera  seulement  à  déterminer — 'j^-  et  — ^• 
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En  différentiant  (p  —  i)  fois  la  formule  (Q)  par  rapport  à  a,  on  trouvera 

l  en.  — ;—-    =  a r^ (  ï  +  B  —  I  )  — ; :-  -—  (i  —  p  —  I  )  — i — \ — ■ 

)         dot.P  daP  V    ^^        '     docP-^         ^        ^        '      daP-^ 

(  -^^^'-^\''~doJ^-^^P--'^-d^-\ 

En  faisant  dans  cette  formule  d'abord 

p^=i9.  et  f   ^=:  2,  3,    .  .  ., 

puis 

p:=i?)  et  «  =  2,3,..., 


on  obtiendra  de  proche  en  proche  toutes  les  dérivées  des  divers  ordres  des 
fonctions  ift»;"  en  fonction  des  quantités  connues  et  des  dérivées  des  divers 
ordres  de  ifi,^"'  et  de  -iPo*.".  Il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  montrer  comment  on 

pourra  calculer  —j-^  et  —^f  ou  bien 

dPbW       dPb^^^       dPc^^^       dPc'-^^        c^^e^o)       dPe^^^        dPfW       d^f^ 
da-P   '       doiP   '       do^P  '     ~~dâP~'       daP  '       dcx.P  '      liôp' '        daP 

dPb^o)         dPb^^^ 

113.  Commençons  par -^^^  et  -^^^ 

En  faisant  dans  la  formule  (P)  .y  :=  -  et  «  =  o,  puis  «  =  —  i,  il  vient 

£/6«»  _  afeW— è(»)  db<^'^  __  (xb^o)—b^'\ 

d(x  I  —  a^  d(x  a  (  I  —  cf.^)   ' 

d'où 

^^  '  .     '  da  dot. 

Ces  formules  donneront  d'abord  -^  et  -^;  en  différentiant/?  fois  la  for- 
mule {q),  on  trouve 

^dp^^b(')        .       „  ^.clPb^'^      „    .         ,    dp-'¥') 
«('-«^)^^^^^+/'('-3a^)-^^-3/>(/.-i)a-^^^^ 

dP-^b^') 

(25)  {  _^(^_i)(^-2)      ^^^_, 

_      «^^è'o)  dP-'^b^'"'»        dPb^^^ 
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On  tire,  d'ailleurs,  de  {q') 
^'^  -d^  --='''■   H^  -^^P~'^~d^[^' 

dP-^b^o')  __      dP-^b^^^  dP-^b^^> 

docP-'     ~  ^  ~d^''  ^  ^P  ~  ^^    dxP-   ' 

grâce  à  ces  deux  dernières  formules,  (25)  donne 

1     ,         ,.  û?/'+i^>(')      .„         ^     dPb^'^      ^-  ,  ^     dp-'b('^ 

,dp-^b('^      ,         ^dp¥') 
-^P'^P-^)-d^jr=r-iP^^)-â^' 

Les  formules  (/')et(r')  donneront,  de  proche  en  proche,  les  dérivées  secondes, 

d^  b^^^ 

troisièmes,  etc.,  de  ^'"^  et  b^'^;  ^^^  n'est  pas  donné  par  la  relation  (r');  mais 
on  trouve  directement,  en  partant  de  (q)  et  (q'), 

doc^  ^  '       doL 

114.  Il  nous  reste  enfin  à  indiquer  le  calcul  des  dérivées  des  divers  ordres 
des  fonctions  c^,  é'\  e'»',  é'\  /»),  /'), 
Les  formules  (Jî)  donnent 

(i  —  a)2  [c(«)  +  c(')]  =  6(«^  —  6(1' , 
(i  +  a)2[c(»)—  c(i)]  —  Z»(o)  4-  />(»). 

En  différentiant  ces  équations,  par  rapport  à  a,  une  fois  d'abord  et  ensuite 
p  —  I  fois,  on  en  tire  aisément 


(^) 


(5') 


Vd^  +  -«r^J  =  ^r-i^)^  [-^  -  -^J  +  r=^  [c(o)  ^-c(»], 

I  —  af  \j~daP  daP   J' 


«?«/' 


( 


do.P  daP    ~  i  +  a  [  ofa/»-!  a?a^-i~  J  ~   (i  +  a.f  \_  daP-^  daP-^  J 

I         VdPb^       dPbi^^n 
(i  +  a)*  L  daP    ^    do^P   J' 
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Ces  formules  résolvent  la  question  pour  les  dérivées  de  c^'^'  et  c^''  ;  on  en  trouvera 
d'analogues  pour  les  dérivées  de  é^^  et  e^*\  et  de  /<"'  et/''^,  en  partant  des  for- 
mules (k')  et  (k").  Nous  renverrons  pour  plus  de  détails  au  tome  X  des  Annales 
de  r Observatoire  de  Paris,  p.  17-36,  où  Le  Verrier  a  développé  complètement 
tous  ces  calculs. 

115.  Dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  il  nous  faudra  en- 
core calculer  les  expressions  suivantes  : 


aP 
1 .2.  . 

dPA^i 

.p     daP 

—  A  U) 

aP 
1 .2.  . 

.p     daP 

—  B" 

aP 
1,2.. 

.p    daP 

—  ^p  ) 

aP 

dPliii) 

—  T)(". 

1.2.../?    daP    ~    P 
Si  l'on  remarque  que  l'on  a,  à  cause  de  a  =  -,  > 

da"      ~  ô^  ~~dotf 
on  tirera  aisément  des  formules  (3)  les  expressions  cherchées,  savoir 

""^P    -    i.2...p      docP     ' 

,„„.,  aP        r      dPc(^^  dP-'^c^^n 

''        1 . 2 .  .  ./?  L       do.P        ^    dtxP-^   J 

(  1  )    \  a  L ,'  == cr  — j——  -\-  2pa.  —, -, \-  pip  ~  i)  —7 5-    -, 

'  1 ,2.  .  ./?  L        "'^  daP-^ 

dp-'-n^)  dp-^  f'^ 

116.  Nous  allons  terminer  ce  Chapitre   en  faisant  connaître  une  manière 

spéciale  de  calculer,  soit  les  quantités  oH,^"»  soit  leurs  dérivées  des  divers  ordres. 

Nous  avons  dit  que  les  séries  directes  se  prêtent  mal  au  calcul  des  quantités 

,  '  '  ')  mais  il  est  possible  d'obtenir  un  résultat  satisfaisant  en  transformant 
da.P  *■ 

ces  séries. 
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Considérons  d'une  manière  générale  la  série  convergente 

(26)  f{cc)  —  A-\~Bx  +  Ccc^-\-J)cc'-h..., 

dans  laquelle  nous  supposons  o  <  ^  <  r.  On  peut  écrire 

/(^)=A(n-^  +  ^24-...)  +  (B-A)(^+^2_^a;3+...)  +  (C  — B)(^2+^»+...)  +  ..., 

comme  on  le  voit  en  réunissant  les  termes  qui  contiennent  A,  puis  B,  ....  Or 
le  coefficient  de  A  peut  être  remplacé  par  — î — ;  celui  de  B  —  A,  par  -^—,  .... 
On  en  conclut  cette  formule  importante 

A  +  B^+C^2  +  j)^3  +  ._.__A_  +  __^  [B-A  +  (C-B)^+  (D-C)^2  +  ...], 

ou  bien 

nous  avons  introduit  l'algorithme  des  différences,  en  posant 
<5,A  =  B-A,        â.B  =  C-B, 

Nous  ferons  de  même,  dans  un  moment, 

a^A^Ô.B-ôiA,        a^B^aiC-ôiB,         ...; 


Appliquons  la  formule  (27)  à  la  série  S,  A  +  ^§,B  +  . . .  ;  nous  trouverons 

8)    aiA  +  ^Ô^B+^M,G+^^ô,D+...=.A^  +  _^(a,A+^a,B  +  ^M2C  +  ^'ô,D  +  ...) 
Nous  aurons  de  même 


On  conclut  de  (27)  et  (28),  puis  de  (27),  (28)  et  (29),  les  formules  sui- 
'^'  -  ï-  '  37 
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vantes  : 


La  loi  de  ces  diverses  formules  est  manifeste;  la  dernière  de  toutes,  qui  est 
d'Euler,  serait 

On  pourra  employer,  pour  le  calcul  de /(x),  l'une  des  séries  (26),  (27), 
(3o),  (3i),  . . .  ,  (32),  en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  séries  soient  con- 
vergentes; il  pourra  se  faire  que  quelques-unes  d'entre  elles  soient  beaucoup 
plus  convergentes  que  les  premières. 

Appliquons  ces  considérations  à  la  fonction  ift,^"  :  si  nous  faisons 

.  5(5  + i). .  .(5  + /  — i)  „  s  s{s -hi).  .  .{s-h  i) 

1.2.  ..i  I  1.2.  ..(f  +  l) 

ûc  =  (x^,         (3-  = 
nous  trouverons 


a' 


a)'4'''=  a'(A  +  Ba-+ Ca* +. . .), 

oll,^')  =  a'-2[32A  +  a'|32(ai A  +  a^S^B  +  a^iC  + .  . .), 

-1)1,^  =:  a'-2[32(A  +  (3MiA)  +  a^'P*(<5oA  +  a^aaBHh  a'*52C  +  .  . .), 

D^'"'r=  a'-2(32(A  +  (32Ô1A  +  ^''d,A)  +  a'(3«(a3A  +  ocH.B  +  <x'$,C  +  .. .), 

» 

D>4''  =  a^--2 (32(A  +  [32^1  A  +  [3^2 A  +  |3«<53 A  + . . . ) • 

C'est  en  suivant  cette  voie  que  Le  Verrier  est  arrivé  à  obtenir  des  séries  assez 
rapidement  convergentes,  soit  pour  oJbi",  soit  pour       '^'  ;  elles  lui  ont  servi  à 

contrôler  les  valeurs  de       '^'   obtenues  par  la  méthode  indiquée  au  n*'  112;  pour 

les  détails  nous  renverrons  le  lecteur  au  tome  II  des  Annales  de  r Observatoire  de 
Paris,  p.  10-17. 

J'énoncerai  en  terminant  un  théorème  que  j'ai  donné  dans  le  tome  XC  des 
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Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  {voir  dans  le  même  Volume  des  Notes 
intéressantes  sur  le  même  sujet,  par  M.  G.  Darboux,  et  M.  0.  Gallandreau). 

L'expression 


OLP  <^/"UÎ,''' 


1.2..,^       d(XP 

dans  laquelle  s  désigne  l'une  des  quantités  -,-,-,  •••,  tend  vers  zéro  pour 

a  <  -,  et  vers  l'infini  pour  a>  -,  quand,  i  et  s  restant  fixes,  p  croit  indéfini- 
ment. 
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CHAPITRE  XVIII. 


DÉVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  DANS  LE  CAS  OU  LES 
EXCENTRICITÉS  ET  LES  INCLINAISONS  MUTUELLES  DES  ORBITES  SONT 
PEU  CONSIDÉRABLES. 


117.  Nous  allons  chercher  les  expressions  analytiques  des  coefficients  du 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  suivant  la  forme  indiquée  au  n°  70. 

Considérons  deux  planètes  P  et  P',  les  rayons  vecteurs  r=:  SP  et  r'  =  SP' 
menés  du  Soleil  S  à  ces  planètes;  désignons  par  a-  le  cosinus  de  l'angle  PSP'. 
Les  fonctions  perturbatrices  correspondant  aux  actions  de  P'  sur  P  et  de  P 
sur  P'  s'obtiendront  en  multipliant  respectivement  par  îm'  et  îm  les  quantités 
suivantes  : 

(0 

Ri,o 


r'G 


Ces  quantités  ont  une  partie  commune  -ri  l'inverse  de  la  distance  mutuelle 
A  =  PP';  nous  ferons 


(2) 


Ri  =  -  =(,-2H_,.'2_-2/r'<7)    \ 


et  nous  nous  occuperons  d'abord  du  développement  de  R^. 

Fig.  20. 


X  N'  M 


Traçons  une  sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  S  du  Soleil  {fig.  20). 
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Les  parties  positives  des  axes  de  coordonnées  la  perceront  en  o;  et  j;  soient 
NM  et  N'M'  les  grands  cercles  suivant  lesquels  la  sphère  est  coupée  par  les  plans 
des  orbites  des  deux  planètes  pour  l'époque  quelconque  /,  et  soit  G  le  nœud 
ascendant  de  la  première  orbite  par  rapport  à  la  seconde.  Les  rayons  vecteurs 
SP  et  SP'  perceront  la  sphère  en  M  et  M',  et  l'on  aura 

(T  =  cosM]Vr. 

N  et  N'  sont  les  nœuds  ascendants  des  deux  orbites  relativement  au  grand 
cercle  ooy.  Il  convient  de  rappeler  que  le  plan  de  l'orbite  d'une  planète  à  un 
moment  donné  est  le  plan  qui  passe  par  le  Soleil  et  par  la  vitesse  de  la  planète 
à  l'instant  considéré. 
Posons 

^N  +  NG  =  T,        ^N'+N'G  =  t'; 
MGM'  =  J. 

La  première  chose  à  faire  est  de  calculer  J,  i  et  i'  en  fonction  de  Ô,  G',  cp 
etç':  cela  revient  à  résoudre  un  triangle  sphérique  NGN'  connaissant  un  côté 
NN'  =  0  —  6'  et  les  angles  adjacents  NN'G  =  cp'  et  N'NG  =  71-9;  les  autres 
éléments  NG  =  t  —  0,  N'G  =  V  —  0'  et  NGN'  =  J  seront  calculés  sans  ambiguïté 
par  les  formules  de  Delambre 


(3; 


1  .  3  .  {t' 

sm  -  sm^ — 
2 

-ô')  +  {t—9) 
2 

.    9—9' 

=  sm 

2 

.    9  +  9' 
2 

.    J        (t' 
sm  -  cos-^^ — 

2 

-0')  +  {z-9) 
2 

6-9' 
=  cos 

2 

.    9  —  ©' 
2 

cos-  sin^ — 
2 

-0')-{z~9) 
2 

.    9—9' 

~.  sm ■ 

2 

9  +  9' 

COS-!^ ■- 

2 

cos-  cos^ — 

-9')-{T~-9) 

9-9' 
=  cos 

9  —  9' 
cos-!^ 

On  en  tirera,  en  effet,  -,  t  —  G,  t'  —  0',  d'où  J,  t  et  1'. 

On  peut  aussi  employer  pour  le  même  but  le  groupe  des  formules  de  Gauss: 

sinJsin(T  — 0)  =     sinc^'  sh\{9  —  9'), 
sinJcos(T  — 0)  =      cos9'sin9  —  sin9'cos9  cos(9  —  ô'), 
(4)  {  cosJ  =:     COS9  cos9'+ sin9  sin9'cos(9— 9'), 

sinJ  sin  (t'—  9')  =      sin9  sin(9  —  9'), 
sinJ  cos(t'—  9')  =--  COS9  sin9'  -h  sin9  coso'  cos(9  —  9'). 

Si  l'on  ajoute  les  deux  premières  ou  les  deux  dernières  des  relations  (3)  après 
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les  avoir  multipliées  par  des  facteurs,  tels  que  —  sin et  +  cos y  des- 

fj  _,  ùf        û ûi 

tinés  à  faire  disparaître ou du  premier  membre  de  l'équation  ré- 
sultante, on  trouve  les  formules  suivantes  : 

.    j        T  -H  t'              d'\-9'        Q  —  Q'.(D  —  o'         ,     e-\-e'    .     6  —  0'    .     cp-ho' 
sin  -  cos =  cos cos sin ' sin sin sin , 

22  222  222 


.    J    .    t  +  t'         .     9-^-9'        9- 
sin  -  sm =^  sin cos 

2  2  2  2 


.     Q  —  o'             9  +  6'    .     9  —  0'.     o  +o' 
sin  -!— — ' — h  cos sin  sm - 


J         t-t' 
cos  -  cos 

2  2 


COS^ 


9  —  9 

cos — h  sin- 


-9'         9  +  9' 

COS-!^ J 

2  2 


COS  -  sm  ■ =  -  sin(9  —  9')(  cos ■  cos 

2  2  2       '  \  2  2     y 


Une  transformation  facile  donne  ensuite 


(5) 


/         .    J 

sin-  , 

2  T  +  T 

,  cos 

9         9  2 

cos-  cos  — 

2  2 


lang -^  cos  y—  tang—  cosé)', 


.    J 

sm  -,  , 

2  .t  +  t'  ,  9      •     /i  X  9       ■      ri 

,  sin —-  tang  -  sin  9  —  tane—  sin  9', 

99'  2  ^2  °  2 

cos-!-  cos  — 

2  2 

J 

cos  -  ,  , 

2  T  —  T  9  9 

>  COS =1  +  lang  -  tang—  cos  (9  —  9'), 

©         9'  2  ''22  ^ 

cos-   COS  — 
2  2 


COS 


9         o 

ces  -  cos-^ 

2         2 


2  .       T  ■ —  T  9  9 

7  Sin  ■ =z  lang  -  tang—  sin (9  —  0'). 


Des  deux  dernières  de  ces  formules,  on  conclut 


lang 


T  — T' 


tang  ^  tang  —  sin  {9  —  9') 

©  9' 

T  +  tang  -  tang  J-  cos(9  —  9') 
22 


Or  la  relation 


tang/ 


V  sin^ 
I  +  V  cosa:' 


dans  laquelle  la  valeur  absolue  de  v  est  supposée  inférieure  à  l'unité,  entraîne, 
comme  on  sait,  pour  celle  des  déterminations  de  y  qui  s'annule  avec  x,  le  déve- 
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loppement  convergent 

r  =  V  sin,37  —  -  v^  sin2^  +  0  v'  sin3^  — . . . . 

On  aura  ainsi,  dans  le  cas  actuel, 

(6)       ^^^^  =  lang^  tang^  sin(9— Ô')— -  tang^^tang^?- sin2(9— 0')+ ' 

Si  donc  9  et  ç'  sont  considérés  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre, 
la  différence  i  —  ":'  sera  du  second,  et  l'on  pourra  prendre,  en  négligeant  seule- 
ment le  quatrième  ordre, 

û)  m' 

T  — r  =  2tang  ^  tang  —  sin(5  —  B'). 

118.  Soient  v  tiv'  les  longitudes  des  planètes  dans  leurs  orbites  (y%.  20); 
on  aura 

P  rr:  o^N  +  NG  +  GM,        (^' =  ^N' +  N'G  +  GM', 
d'où 

GM  =  ('-T,        GM'  =  p'-t'. 

Le  triangle  sphérique  MGM'  donne  ensuite 

a  —  cosMM'  =  CCS ( p  —  t)  cos( p'  —  t')  +  sin  ( p  —  t)  sin ( v'  —  t' )  cos J, 
(T=:cos(p  —  p'+t'— t)  —  2sin2-  sin(p  — T)sin(p'— t'). 

Il  convient  de  représenter  sin-  par  r\  et  de  poser 

u  =  ^N'+N'G  +  GM; 
on  aura  ainsi  cet  ensemble  de  formules 

\  YÎ=:Sin-,  UtzrP+T'—T, 

(7)  ■  ^ 

(  a  =  cos  (-j  —  p' )  —  2  Y}^  sin  ( u  —  t'  )  sin  ( p'  —  t'  ) . 
L'expression  (2)  de  R,  pourra  s'écrire 

(8)  R.=  [,-^  +  r'^.  -  2,7'cos(.  -  P')]-^  Ti  +  4ri^/-/--sin(.-r-)sin(i/-T0-|-^^ 

Or  les  orbites  des  anciennes  planètes  sont  peu  inclinées  les  unes  sur  les  autres; 
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c'est  ainsi  qu'à  l'époque  actuelle  on  a,  pour  Jupiter  et  Saturne,  J  =  i*'  17',  pour 
Mercure  et  Vénus,  J  =  8°46';  la  plus  grande  valeur  de  J  est  i2°3o',  et  elle  se 
présente  pour  Mercure  et  Mars.  Même  dans  ce  dernier  cas,  le  plus  défavorable, 
la  quantité  rf  =  sin^-  est  petite,  et  il  en  sera  de  même  de  l'expression 

.  4in^/'/"'sin(u  —  T')sin(p'— t') 

^^'  ,-2+/-'2_2/7-'C0S(u  —  (^')       ' 


qui  est  inférieure  en  valeur  absolue  à 


{r'-ry 


le  facteur  sin^-  est  petit  et  l'autre,  .  .,_  ^^  ne  prend  jamais  de  valeurs  très 

grandes,  parce  que  lés  rayons  vecteurs  r  et  r'  de  deux  planètes  sont  toujours 
notablement  différents. 

On  pourra  donc  développer,  par  la  formule  du  binôme,  en  une  série  rapide- 
ment convergente  l'expression 


[4Yî^A'A-'sin(u  —  t')  sin((''—  t')! 


et  la  formule  (8)  deviendra 

^^  =  ^  [/•2+r'^— 2rr'cos(u  — <'')]    ^ 

_1 

—  rr'  [r^^  r'-— 2/7-'cos(u  —  p')]    ^    avî^sin  (u  -V)sin  {v'—x') 

('o)      \  4-/-V-[/-2+/-'2— 2/v'cos(y  — t^')]~^   6Y]*sin-(u  — r')sin^((''— t') 

_7 

—  /'S /-'S [ /.2 _i_  ,-'2  __  2/7-'cos(u  —  ('')]    ^  2orf  sin^(u  —  t')  sin^(p'  —  t') 


Les  quatre  premiers  termes  du  second  membre  suffisent  pour  toutes  les  an- 
ciennes planètes. 

Si  l'on  considérait  les  planètes  Jupiter  et  Pallas,  le  développement  (10)  ne 
serait  pas  toujours  convergent;  on  peut,  en  effet,  assigner  à  ces  deux  planètes, 
sur  leurs  orbites,  des  positions  telles  que  l'expression  (9)  soit,  en  valeur  ab- 
solue, supérieure  à  l'unité;  cela  tient,  d'une  part,  à  la  très  grande  inclinaison 
de  l'orbite  de  Pallas  sur  celle  de  Jupiter  (34°  environ)  et  aussi  à  la  grande  ex- 
centricité de  Pallas  (0,24)  qui  diminue  notablement  la  différence  r'— r  à  de 
certains  moments.  Il  faudra  donc,  dans  l'étude  des  perturbations  causées  par 
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Jupiter  dans  le  mouvement  de  Pallas,  employer  un  autre  mode  de  développe- 
ment. 

« 

119.  Il  faut  maintenant  remplacer  dans  l'expression  (lo)  les  quantités  r,  /, 
u  et^''  par  leurs  valeurs 

/  /•'=a'(i-f  x'),         v'—l'-\-y', 

(11)  ]r—a{\  +  \),  ç  =  l-\-y, 

en  posant 

(12)  _    \  =  i^^'  —  ^. 

Dans  ces  formules  (ii)  et  (12),  on  a  désigné  par  a,  a',  l  et^ /'  les  demi 
grands  axes  et  les  longitudes  moyennes  dans  les  mouvements  elliptiques  de 
l'époque  t-,  x  et  y  sont  des  fonctions  connues  de  l'excentricité  e  et  de  l'ano- 
malie moyenne  l—  xs-,  elles  contiennent  e  en  facteur;  de  même,  x'  et  y'  dépen- 
dent de  e'  et  de  /'  —  xn' ,  et  renferment  le  facteur  e' .  On  a  donné  au  n*'  93  les 
premiers  termes  des. développements  périodiques  des  quantités  x,  y,  x'  et  y'. 

Les  excentricités  e  et  e'  étant  petites,  nous  développerons,  suivant  leurs  puis- 
sances et  leurs  produits,  les  diverses  parties  de  l'expression  (10)  de  R, .  en  em- 
ployant la  formule  de  Taylor;  le  premier  terme  de  cette  formule  sera  ce  que 
devient  R,  quand  on  y  suppose 

e  rrr:  o,  e'  =  o 

et,  par  suite, 

/•  z—  a,         r'  t=  a',         u  =:  X,         ç'  z=  l'. 

Soit  R„  cette  valeur  correspondante  de  R,  ;  si  l'on  fait 

(I)=  [a2  +  a'2-2aa'.cos(/'— X)]"^, 

(II)  =  aa'    [«2+a'2_2aa'cos(^'— X)]~^  a-^^sin  (/'— T')sin  (X  — t'), 
(lll)  =z  a^ a'^[a^ -h  a'^— 2 aa'cosil'  —  l)]"^  6r)^  sin^l' —  r')  sin^l- -  z'), 


(i3) 


on  pourra  écrire 

(i4)  Ro=  (I)  -  (II)  +  (III)  -  (IV)  +  . . . . 

T.  -  I.  38 
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Or,  dans  le  Chapitre  XVII,  on  a  appris  à  développer,  suivant  les  cosinus  des 
multiples  de  /'  —  X,  les  fonctions 

[a2  +  «'2  —  2  aa' cos  ( /' —  X  )]-^ 

dans  lesquelles  *  reçoit  les  valeurs -j  - 5  — 
On  a  posé 

[«2+  a'2—  lao!  cos(/'  — }.)]"^=r  -  ^  A^'^  cosi(^'—  >^), 

aa'     [a2-+-a'2— 2aa'cos(/'— X)]"^^:  -^  B(')cosi(/'— >0, 
(i5)  /  _ô       I  _^ 

;=^a'3[a2-t-a'2— 2«a'cos(/'  — X)]~^'=-  ^  D^''^  cosi  (/'— >,), 
L'indice  i  prend  toutes  lés  valeurs  entières  de  —  qo  à  +  qo;  on  a 

A^'\  W\  ...  sont  des  fonctions  homogènes  du  degré  —  i  de  a  et  a';  leurs 

valeurs,  quand  ï  augmente,  diminuent  d'autant  plus  rapidement  que  le  rapport-^, 

est  plus  petit  (en  supposant  a  <<  «'). 

Il  faut  maintenant  porter  les  expressions  (i5)  dans  les  formules  (i3);  on 
doit  chercher  à  n'introduire  finalement  dans  R^  que  les  sinus  ou  cosinus  des 
multiples  de  /'  et  \\  on  trouvera,  dans  ce  but,  parles  formules  les  plus  élé- 
mentaires de  la  Trigonométrie  : 

!Sin  (/'— T')sin  (A  —  t')  =  cos(/'— X)  —  cos(/'4->i  —  2t'), 

!sin2(/'— T')sm2(X  — t')=:2  +  C0S(2Z'  —  2A)  —  2C0S(2/'—  2t') 

—  2C0S(2X  —  2t')  +  C0S(2/'H-  2^  —  4t'), 

(i6)     (  32sinH/'-T')sin3(X  — t')  =  9cos(/'  — >.)  +  cos(3/'— 3>.) 

—  9C0S(^'4-X  —  2t')  —  3  cos(3Z'  — X—  2t') 

—  3cos(— ;'  +  3X— 2t')4-3cos(3/'  +  >.  — 4^') 
1                         ■                             +3cos(^'+3X  — 4t') -cos(3/'-i-3X-6t'). 

En  substituant  les  expressions  (if))  et  (i6)  dans(i3),  on  sera  amené  à  une 
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suite  de  termes  de  la  forme 


cos 


v^  î)^'^cosi{l'-l)  =  -^  D(')cos[«(^'->^)4-v]+  ^^J)^'^cos[i{l'-l)~v]; 


or  les  deux  ^  du  second  membre  sont  égaux,  comme  on  le  voit,  en  changeant 
dans  l'un  i en  — i,  ce  qui  reproduit  l'autre;  on  a  donc 


co 


sv  '^D^i^  cosi{l'  —l)  =  '^B^^^  cos[i{l'  ~l)  -^  v], 


et  cela  aura  lieu  aussi  quand  on  remplacera  D'''  par  C^"  ou  B''\  On  trouvera  ainsi 
aisément 


(II)=    i  Yj2  2]B^'^C0S(t  +  l)(Z'-X)-^  ^-^2  ^  B(')C0S[(i  +  l)(/'-X)  -1-2X-2T'], 

(III)=  I  ■«'[  2^  C('')cosi(;'-X)-h2]C(')cos(ï  +  2)(/'-X) 

-2^  C(')C0S[(f4-2)(;'— X)  +  2X-2t'] 
-22]C(')C0S[/(/'— X)  +  2>^—  2t'] 

(IV)  =  -^Y)«J92D(')cos(i  +  i)(/'-X)-h2D(')cos(i+3)(^'-A) 

-  3  2]  B^'^  cos[{i  +  3)(/'-  l)  +  2X  --  2t'] 

-32D(')C0S[(t-l)(/'-A)  +  2>.-2T'] 

+  3  2]  D^^')  cos[(i  +  3)  (Z'—  X)  +  4X  -  4t'] 
+  3  2  D(')  cos[(i"  -)-  I)  (/'-  X)  4-4>.  -  4t'] 

—  2]D(')cos[(t4-3)(/'-X)+6X-6T']    . 


On  peut  dans  ces  ^  changer  î,  tantôt  en  t  —  i,  «  —  2,  f'  —  3,  ou  t  +  i,  de 


ma- 
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nière  à  ramener  toujours  sous  les  cosinus  le  coefficient  de  /'  à  être  égal  à  i;  on 
trouvera  ainsi 


(17) 


+  2]  N('>cos[«(/'--X)-i-2X  — 2t'] 
+  ^  Q(')  cos[i{l'-l)  +  6X  -  6t'] 


où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 


(18) 


2  8      ^  -^       i( 

3     ,_,..      ^,..  „,.      i5 
4 


2  a  -^      10      ^ 


o  10 


L'indice  i  prend  toutes  les  valeurs  entières,  depuis  —  qo  jusqu'à  H-  qo;  on  voit 
que  les  quantités M''\N<'\  ...  dépendent  dea,a' etdeyj\  On  remarquera  que  nous 
n'avons  négligé  que  Y]^  c'est-à-dire  les  quantités  du  huitième  ordre,  en  regar- 
dant y]  =  sin  -  comme  une  petite  quantité  du  premier  ordre. 

Il  convient  d'observer  que  chacun  des  arguments  de  la  formule  (17)  est  de 

la  forme 

i{l'  —1)  -h  2pl  —  ^pz' ; 

la  somme  des  coefficients  de  /',Xet  Vest  donc  égale  àï  — (i  —  2/?)  —2/?;  elle  est 
nulle;  on  voit  de  plus  que  le  coefficient  de  cos[i  (^'  —  À)  +  2p'k  —  2/?t']  est  de 
la  forme 

c'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  pour  p=\,p=2.etp  =  3,  d'après  les  for- 
mules (17)  et  (18). 

Si  l'on  fait  h  =  i  —  2/?,  l'argument  considéré  ci-dessus  devient 

iL'—hl-{i—h)x', 

et  l'expression  (17)  de  Ro  rentre  dans  la  forme  suivante, 

(19)  B.ç>="^¥.^i''^^  cos{il'  —  hl—{i-h)x''\, 
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en  prenant  successivement 

I  h  —  i—1,        K(''/')  =  N('^ 

(20)  {  ' 

et  donnant  à  i  toutes  les  valeurs  entières  de  —  00  à  -h  00. 

120.  Il  faut  maintenant  remplacer  dans  l'expression  (19)  de  R^ 

a,  a',  X,  /' 

respectivement  par 

a(n-x),      a'(i  +  x'),     X  +  y,      /'  +  y', 

1'  restant  le  même  ;  le  résultat  de  cette  substitution  changera  R^  en  R, . 

Faisons  d'abord  la  substitution  dans  K^'''^^  qui  est  une  fonction  homogène  et 
de  degré  —  i  de  a  et  a! ,  que  nous  représenterons  par  F(a,  a')  ;  nous  aurons 
donc,  en  désignant  par  k  une  quantité  quelconque,  et  par  la  définition  même  des 
fonctions  homogènes, 

F[y^a(i  +  x),  AV(i  +  x')]=  ■^F[a(i  +  x),  a'(i  +  x')]; 
d'où,  en  prenante;  — ,, 

^  IH-  X' 

(21)  F[«(i  +  x),  a'(n-x')]-  ^--i-,F[a(i  +  ^^),a']. 

On  peut  développer 

„/            x-x'       A 
r    a  H-  a ,  >  a 

par  la  série  de  Taylor  relative  au  cas  d'une  seule  variable  a,  ce  qui  donnera 

„/  X  — x'      A       „,       ,,       X— x'  a  ^F(a,  a') 

F  f  a  H-  a ■  j  a'  1  rr:  F  («,  a'  )  +  ^         ' 


(22) 


1  -h  x'    I  da 


i-h  x'  /     1.2         da^ 


X  —  x' 


cette  série  convergera  rapidement  parce  que -,  est  petit. 
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En  remettant  pour  ¥(a,  a')  sa  valeur  K('■'^^  et  posant  d'une  manière  générale 

(23)  "  I.2...P      daP     ' 

les  formules  (21)  et  (22)  donneront 

(x— X  y     .^,j)  (x  —  x^)p  -^,,. /jj 

^(i  +  x')^^='      +---^-(i  +  x')/'+»*^^     "^•••• 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  remplacer,  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (19),  K''"''^  par  l'expression  précédente,  et  "k  par  >.  +  y,  /'  par  /'+  y';  nous 
trouverons  ainsi 

(24)  R.  =  2]Ky'''(7^^^^cos[.7'-AX-(i-A)T'^ 

où  p  devra  recevoir  les  valeurs  o,  +1,  +2,  ...,  et  où  il  faudra  remplacer 
ensuite  h  et  K^'*'^^  par  les  valeurs  indiquées  dans  le  Tableau  (20)  ;  «prend  du 
reste,  comme  on  sait,  toutes  les  valeurs  entières,  depuis  —  00  jusqu'à  +qo. 

Le  Verrier  a  poussé  son  développement  jusqu'aux  quantités  du  septième  ordre 
inclusivement,  en  considérant  v],  e  et  e'  comme  de  petites  quantités  du  premier 
ordre;  ce  degré  d'approximation  lui  a  suffi  pour  établir  les  théories  des  an- 
ciennes planètes.  On  devra  donc  donner  à  p,  dans  la  formule  (24),  les  valeurs 
o,  I,  2,  .    .,  7. 

On  voit  que  ce  qui  nous  permet  de  limiter  le  développement  actuel,  c'est  la 
petitesse  des  excentricités  des  orbites;  en  résumé,  dans  la  formule  (24),  les 
indices/?  et  A  seront  limités,  le  premier  par  la  petitesse  de  e  et  e',  le  second 
parcelle  de  y];  l'indice  i  prendra  des  valeurs  qui  seront  d'autant  moins  nom- 
breuses que  le  rapport  —,  sera  plus  petit. 

121.  On  remplacera  cos[i7'  —  AX—  (i  —  h)",'  -h  iy'  —  Ay]  par 

cos[il' —  h7^  —  {i  —  h)r']  (cosAy  cosiy'  -+-  sinAy  sin^y') 
+  sin  [il'  —  hl  —  {i—  A)t']  (sin  hy  cosi'y'  —  cosAy  sin/y') , 


et(x  —  x')^  par 


xp—  -  xP-^\'-+-  ^^ — -  xP--\'-  —  . 


l  1.2 
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et  la  formule  (24)  donnera  sans  peine 

+  K^^-- [xcosAy  ^^^, +  xsinAy  ^^i^^ 

,     x'cosiy'        .    ,     x'siniv'"! 


mi  h\  r       •     /         COSiy'  , 

+  Ki'''''  ^xsin/^y  ^^_^^ry  -xcosAy 


sinf'y' 


(i  +  x')' 
.    ,     x'cos/y'  ,     x'siniv'n 


p{p  —  i)    „  ,        ,      x'^cosïy' 
—  x^-^cosAy  '^ 


1.2  "^  (i  -}-x')^^-i 

p{p  —  i)    „  ,    .    ,       x'^sini'y'  1        n ..,         , 

+ -^f;^  x/--^  sinAy  ^-^-j-^^^-  -. . .  J  cos[.7'- /a  -  (/- /Or': 


K;^'^'  [     x^  sin/*y  ^^,  -  f  x/'-  sin^y 


x'cosi'y 


:t,i 


(n-x')/'+» 


piP  —  ^)    n  i   •    i.     x'^costy' 


(n-x')/^+i 
sin^y        ,   /?.,„_,_„,.„    x'siniy' 


-xPcosAy  r^^^^;^  +  ^  x/--'  cosAy  /  ^"  ^  . 

•^   (H-x')/^+'  I  -^   (i4_x')/'+» 

x'"siniv'  n 

^^"'cosAy^^-p^^+...Jsin[i7'-/a-(/-/i)T': 


1 .1 


On  trouvera  cette  formule  écrite  tout  au  long,  jusqu'à  /?  =  7,  dans  les 
pages  355-357  ^^  tome  I  des  Annales  de  r  Observatoire. 

On  voit  qu'on  est  ramené  à  trouver  les  développements,  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes,  de  facteurs  rentrant  dans  les 
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quatre  types  suivants  : 


i.2...q  (H-X')^+* 

p{p  —  i)...{p  —  q  +  \)    x^gsin^y 

1.2...  9  (H-x')/^+l' 


Ces  quantités  ne  dépendent  chacune  que  de  ce  qui  concerne  une  seule  des 
planètes. 

Les  formules  (36)  et  (Sy)  d'une  part  et  (38)ct(39)  de  l'autre,  du  n®  94,  don- 
nent ces  développements  (dans  les  deux  dernières,  il  faut  accentuer  les  lettres). 

122.  Voyons  maintenant  quelle  sera  la  forme  finale  des  divers  termes  de  R,  ; 
nos  facteurs  ^sont  développables,  comme  il  suit,  en  séries  procédant  suivant 
les  sinus  ou  les  cosinus  des  multiples  des  anomalies  moyennes  'C  et  '('  : 

^'  =  ^  0i:,'cos/i'ç',       ^;  =  2]  ^'iSin^^'C; 

3L  et  ^,  sont  de  la  forme  e"'*'^Pcp(e'^),  p  désignant  un  entier  positif  ou  nul,  et 
(p(e-)une  série  convergente  procédant  suivant  les  puissances  de  e-;  de  môme 
X' et  X,  sont  de  la  forme  e'"''^^P't]>(e'^),  p'  désignant  un  entier  positif  ou  nul.  Ces 
remarques,  qui  résultent  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  94,  nous  seront  utiles  dans 
un  moment. 

Portons  les  expressions  ci-dessus  de  ^,  ^, ,  ^'  et  ^',  dans  le  terme  général  de  la 
formule  (25);  nous  trouverons 

K^'''''(3î,  é)T;,'cosnCcos/i'Ç'  +  ^%i3i:,;sin«Çsin/i'Ç')cos[iY'  — A}.  — (i  — /Ot'] 
4-  K^''*'  ( y^i SIL'  sin wÇ cos/i'Ç'  —  X  SK.\  cosnK sin n' C)  sin [fV  —  hl  —  {i~  h)z']. 

Cette  expression,  dans  laquelle  figurent  des  produits  de  trois  lignes  trigono- 
métriques,  se  transforme  aisément,  par  des  formules  bien  connues,  dans  la  sui- 
vante, qui  ne  contient  que  des  cosinus  : 

7  K^J^''\3fLSIL'-~DZidX.\  —  Xi^'+  SiXoSK.\)  cos[il' —  hl  —  {i— h)x' -h  nK -^  n'^'] 
4 


(26) 


4 


7  K'y"  (3r,X'+  5iToi3^\  —  3b,0i:>'—  5P:oT<.\  )  cos [iT  ~-hl  —  {i  —  h)r'  +  /i?—  n'^'] 
4 

k 

4- 


7k. 


(29) 
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On  a 

Ç'rrr/'-GT',  Ç  =r  /- 5T  =  X  +  T  -  t' -  GT. 

Il  convient  de  faire 

(27)  w  =  GT-4- t'  — t; 
on  aura 

(28)  Ç  =  X-CO,  Ç'^^'-gt'; 

en  portant  ces  valeurs  de  "C  et  C  dans  l'expression  (26),  on  pourra  l'écrire 
ainsi  : 

^       tK)/''"  (X  — Xi)(3^'+3b;)cos[(i  +  n')^'+(-/i  +  /i)X-  n(^  —  n'zs3'  —  {i—/i)z'] 

■  ^  K^f'^"  (X  +  é)b,)(^'— ^1)  cos[(/ - /i') /' +  (— A  —  n)X  + /2  co  4- /2'CJ'- (i  —  A)t'] 

-  ^  K^''''' (3T;,  -  3t,i ) (  3Î>'  —  5^)  cos[{i  —  n' ) l' -^  {-  h  -h  n)l  —  nui  -h  n'js'  —  {i~  h ) t'] 

-  -  Y,f"\SKo  4-  SKo^){^' 4-  51:,;)  ces [(i  4-  /i') /'  +  (—  A  —  /i)X  H-  w w  —  /i'gj'  —  ( i  —  A )t'] ■ 

Le  développement  de  R,  résulte  immédiatement  des  formules  (25)  et  (29). 
On  voit  qu'il  ne  contiendra  que  des  cosinus  d'arguments  D  renfermant  les  cinq 
quantités  X,  /',  co,  xs'  et  t'  de  cette  manière 

(3o)  D  =  a}^-}-a';'+(3w  +  [3'cT'— 2yT', 

en  désignant  par  a,  a',  [3,  p'  des  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  par 
y  un  nombre  entier  positif  ou  nul  (car  on  a  vu  que  i^=zi  —  h  ne  doit  recevoir 
que  les  valeurs  o,  2,4,  . . .).  Jl  convient  de  remarquer  dès  à  présent  que  la  somme 
algébrique  des  coefficients  a,  a',  [B,  P'  et  —  2 y  de  \,  l' ,  co,  xs'  et  1'  dans  D  est 
nulle;  cela  se  voit  immédiatement  sur  l'expression  (29);  pour  le  premier  des 
arguments  qui  figurent  dans  cette  expression,  on  a,  en  effet, 

a  4-  a' H-  [3  4-  (3' —  2 y  =  ( i  +  /î' )  H-  (—  A  H-  /i)  —  /i  — /i' —  ( i  —  A)  =  o, 

et  la  même  constatation  se  fait  pour  les  trois  autres  arguments  de  rexpression(29). 
On  peut  d'ailleurs  démontrer  autrement  la  relation  générale 

(3i)  a4- a'4-(3 -f- [3'— 2y  =  o, 

en  remarquant  que  la  fonction  R< ,  qui  représente  l'inverse  de  la  distance  mutuelle 

des  deux  planètes  P  et  P',  doit  être  indépendante  de  la  situation  de  l'axe  des  x 

T.  -  I.  39 
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dans  le  plan  fixe  des  ooy;  il  doit  en  être  de  même  de  chacun  des  arguments  D. 
Or,  si  l'on  fait  tourner  dans  ce  plan  l'axe  des  x  d'un  angle  quelconque  [x,  les 
quantités /,  /',  cr,  m',  t,  t;'  augmenteront  toutes  de  a:  il  en  sera  de  même  de  X 
et  (0,  en  vertu  des  relations 

^   X  =  ^  +  t'— T,         w^t^gt  +  t' — t; 

alors,  d'après  la  formule  (3o),  la  variation  de  D  sera  égale  à 

fjL(a4-a'4- j3 +  (3'— ay), 

et,  cette  quantité  devant  être  nulle  quel  que  soit  [x,  la  relation  (3i)  en  découle 
immédiatement. 

123.  Nous  avons  maintenant  à  nous  rendre  compte  de  la  composition  géné- 
rale des  coefficients  de  cosD  dans  le  développement  de  R,. 

Considérons  pour  cela  la  première  ligne  de  l'expression  (29)  :  <3î>  —  3^,,  qui 
dépend  seulement  de  e,  ne  contient,  d'après  une  remarque  faite  au  commence- 
ment du  numéro  précédent,  que  des  puissances  de  e  de  la  forme  e""^*P,  p  dési- 
gnant un  nombre  positif  qui  peut  être  nul;  d'ailleurs,  le  coefficient  de  co  dans 
l'argument  correspondant  de  la  première  ligne  de  l'expression  (29)  est  éga/à 
—  n,  et  sa  valeur  absolue  est  -t-  n.  Donc,  le  plus  petit  exposant  de  e  dam,  le, 
coefficient  de  cet  argument  est  égal  à  la  valeur  absolue  du  coefficient/de /w, 
augmentée  d'un  nombre  pair  qui  peut  d'ailleurs  être  nul.  On  peut  faire  la  même 
remarque  pour  les  trois  autres  arguments  de  l'expression  (29),  et  aussi  pour  ce 
qui  concerne  les  exposants  de  e'  comparés  aux  valeurs  absolues  des  coefficients 
de  Gj'  dans  D. 

En  décomposant  donc  le  coefficient  de  cosD  en  diverses  parties  contenant 
chacune  un  produit  tel  que  e"e'"',  et  se  reportant  à  la  formule  générale  (25),  on 
pourra  dire  qu'un  terme  quelconque  du  développement  de  R^  est  de  la  forme 

[2CpK<y"]  xe"e'"'cosD, 

où  Cp  désigne  un  coefficient  numérique,  et  H  et  H'  ont  la  signification  sui- 
vante : 

H  =  I  [3 1  +  un  nombre  pair, 

H'r=  I(3'|  H-  un  nombre  pair, 

en  représentant,  suivant  l'usage  actuel,  par  |  p|  et  |  p' 1  les  valeurs  absolues  de 
P  et  fl'. 

Si  maintenant  on  remplace  K^"^'  par 

1  .-2.  .  .p      daf 
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et  que  l'on  tienne  compte  des  formules  (20),  on  trouvera  que  K'^'^'  se  compose 
d'une  suite  de  termes,  tels  que 


i .2.  .  .p     daP 

daP     '~^"  ' 


f  .2. 


multipliés  par  des  puissances  de  y]  dont  les  exposants  sont  2^(,  2y4-2,  ...; 
cela  résulte  des  formules  (18)  et  des  remarques  qui  les  suivent. 

Donc,  en  considérant  à  part  les  diverses  puissances  de  y]  et  envisageant  le 
développement  de  «'R,  au  lieu  de  celui  de  R,,  on  pourra  écrire  ainsi  la  forme 
générale  de  ce  développement 


(32) 

et  l'on  aura 


j  «'R,r=2Nie"e'«'Y]fcosD, 

H  =:  I  (3  I  -I-  un  nombre  pair, 
H'=r  I  [3'|  4-  un  nombre  pair, 
F  =   2  y   -h  un  nombre  pair. 

Enfin  le  coefficient  N,  sera  de  la  forme 

(33)  Nir=V(^')a'A(^')H-V'/'a'AV'+V'/'a'A'/'4-...; 

VJ/'  est  un  coefficient  purement  numérique  indépendant  de  a  et  a' ;  AJ/' peut 
être  remplacé  par  l'une  des  quantité^  BJ/*,  CJ/*,  UJ/',  dont  on  a  donné  les  valeurs 
au  n"  115  et  qui  se  trouvent  ainsi  constituer  la  base  fondamentale  du  dévelop- 
pement de  «'R,.  On  remarquera  d'ailleurs  que  a'A^^^  est  une  fonction  homogène 

et  de  degré  zéro  de  a  et  a',  ne  dépendant  donc  que  du  rapport  — « 

L'ordre  du  terme  général  du  développement  de  a'R,  défini  par  les  for- 
mules (32)  et  (33)  est  égal  à 

(34)  H4-H'4-Fr=|[3|  +  |[3'|-i-2y  +  un  nombre  pair  qui  peut  être  nul. 

On  peut  donner  de  cet  ordre  une  autre  expression  très  utile,  en  remarquant 
que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  plusieurs  quantités  positives  ou  négatives 
est  égale  à  la  valeur  absolue  de  leur  somme  algébrique  ou  bien  à  cette  valeur 
augmentée  d'un  nombre  pair. 
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On  déduit  de  la  relation  (3i) 

2y  —  (3  — (3'  =  a-ha', 

et  l'on  en  conclut,  en  observant  que  y  est  positif, 

(35)  2y  +  I  (3]  +  I  (3'|  r=  I  a  +  a' I  H- un  nombre  pair. 

De  là  cette  seconde  règle  : 

L'ordre  du  coefficient  de  cosD  dans  un  terme  quelconque  du  développement 
de  «'R,  est  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  somme  algébrique  des  coefficients  de 
/'  et  X  dans  l'argument  D,  ou  bien  à  cette  valeur  augmentée  d'un  nombre  pair. 

Application  de  ce  qui  précède.  —  Considérons  les  termes  séculaires  du  déve- 
loppement de  a'Vn,  pour  lesquels  on  a  simultanément  a  =  a'  =  o;  l'application 
de  la  dernière  règle  montre  que  ces  termes  seront  des  ordres  o,  2,  4»  •••• 

Considérons  en  second  lieu  les  termes  suivants 

Cl  cos(—  2A  +  5/'—  3w), 

C2  COS(—  2>i  +  5/' —  2W  —  TS'), 
C3  COS  (—  2  >L  +  5 /' —  0)  —  2  t' ), 


qui  jouent,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  un  rôle  considérable  dans  les  théories 
de  Jupiter  et  de  Saturne. 

On  voit  immédiatement  que  C,,  C2,  C3,  ...  sont  d'un  ordre  au  moins  égal 
à  la  valeur  absolue  de  —  2  +  5  =  3;  ils  sont  donc  au  moins  du  troisième 
ordre.  De  plus,  la  présence  de  —  3co  dans  le  premier  argument  indique  que  C, 
doit  contenir  le  facteur  e^;  C2,  C3,  ...  renfermeront  de  même  les  facteurs  e^ e' , 
ey]S 

Nous  remarquerons  enfin,  en  terminant,  que  si  l'on  ne  voulait  pas  conserver 
sous  forme  de  monômes  les  coefficients  de  cosD,  on  pourrait  présenter  comme 
il  suit  le  développement  de  a'R,  : 


(36) 


a'Ri=:^  OltcosD, 


■  a 


$  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  e^,  V^  et  y]'^  ;  les  coeffi- 
cients des  puissances  et  produits  de  e^  e'^  -/j^  seraient  des  fonctions  de  -,• 
Nous  allons  donner  ici  le  développement  de  R,  jusqu'aux  termes  du  second 


(37) 
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ordre  inclusivement  : 

^^  =  11  \l^''^  -  \  ^'B'''"''  +  ^-t^'  (-  4^2  A('^  +  2A'/'  +  2A;''o1  cosi{l'-l) 
+  ^e    ^  [—  2 iAC)  -  A'/']  cos  [il'—{i—i)  X  -  w] 
+  -  e'  ^  [(2i  +  i)  A(')  +  A'/']  cos  [(i  +  i)  /'-  a  —  cj'] 
+  ge2  ^  [(^P--5i)  A(')  +  (4i-  2)  A'/'  +  2A'/']  cos  [il'-  {i-  2)  X-  2w] 
+  7  ^e'2  [(4«-  +  2 i)  A(')  -  2  A'/'  —  2  A'/']  cos [(t  +  i)  /'—  (/  +  i)  X  —  m'  +  oj] 
+  %e'_5]  [(— 4i''  — 20A(')+(-4i  — 2)A'/'-2A^'']cos[(i+i)Z'  — (/-i)X— m'- 
+  g  e'2  ^  [(4i''+  9^'+  4)  A('^  +  (4^  +  6)  A'/'  +  2  A'/>]  cos  [{i  +  2)  /'-  a  -  2m'] 
H-  -  Yî^  ^  B('-i)  cos  [iT—  (i  —  2)  X  -  2t']. 

Dans  cette  formule,  Tindice  i  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières,  de 
—  GO  à  -t- ce  ;  Aj"  et  A^"  ont  la  même  signification  qu'au  n"  115. 

Pour  l'expression  complète  du  développement  de  R,  jusqu'au  septième  ordre 
inclusivement,  nous  renverrons  au  Tome  I  des  Annales  de  V Observatoire,  où  la 
formule  qui  donne  R,  occupe  les  pages  277-330;  elle  ne  renferme  pas  moins  de 
469  termes. 

Dans  une  Thèse  soutenue  en  i885  devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
M.  Boquet  a  étendu  le  développement  de  R,  jusqu'aux  termes  du  huitième  ordre 
inclusivement  {voir  le  Tome  XIX  des  Annales  de  V Observatoire). 

124.  Il  faut  maintenant  passer  du  développement  de  R<  à  ceux  de  Ro,,  et 
de  R,  0. 

On  a,  par  les  formules  (i), 

(38)  Ro,i=:Ri-^-^a, 

(39)  R,,o  =  R,-^o-. 

Occupons-nous  d'abord  de  Ro,,  :  quand  on  néglige  les  excentricités,  la  quan- 
tité —  ^cr,  en  ayant  égard  aux  formules  (7),  se  réduit  à 


(4o) 


^cos(/'-X)  +  ^Yî^sin(X-T')sin(/'-r') 

=---  -^COS(/'-X)+   4-y)2cos(/'-X)-  4iVÎ^C0S(/'+X-2T'). 

a'2  a^  a^  ^  ' 
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Or,  si  dans  les  formules  (17)  et  (18)  on  suppose 

a''  a''- 

et  tous  les  autres  coefficients  A''\  B''\  G''\  D''^  nuls,  on  trouve 


2  a'''        a'^  2  a'- 


tous  les  autres  coefficients  M"\  N''\  P^'\  Q^'^  sont  nuls,  et  il  vient 

Ro  =  [M(»'  -t-  M(-^']  cos(/'-  A)  +  N(')  cos(Z'  +  A  -  2t'), 

Ro=   f--^-H--^YîÂc0S(/'-A)-4-^'C0S(/'+}i-2T'). 

C'est  précisément  l'expression  (4o)- 

Tous  les  raisonnements  et  calculs  faits  dans  les  n°*  120,  121  et  122  ne  sup- 
posent qu'une  chose,  c'est  que  K"''*  est  une  fonction  homogène  et  de  degré  —  i 
de  a  et  a';  on  pourra  donc  les  appliquer  dans  le  cas  actuel;  seulement,  on  devra 
remarquer  que  l'on  a 

dk^  _  dkS-^}  _       1 
da  Oa  a'^ 

et  que  les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

Il  suffira  donc  d'appliquer  la  formule  (37)  en  donnant  à  l'indice  i  dans  les 
divers  termes  les  valeurs  +  i  et  —  i  et  prenant 


B(0)=:  — 


la 


a'^  a''- 

A'il'  =  A'-l'=:-  4^»  A"'r^A',-''=  O. 

a-  ^  ' 

On  trouvera  ainsi,  en  négligeant  toujours  les  termes  du  troisième  ordre 

^\Ro,i-Ri)=  r-H-^(e'-+e'2)4-ri^|  cos(/'-A) 

3 

—  ee'  cos  (  2  /'  —  2  A  —  e'  +  w  )  H —  e  cos  (  Z'  —  w ) 


(40 


-  e  cos (/'— 2A  +  W)  —  2e'  cos  ( 2  /'  —  X  —  ccf' ) 


^  e2cos(/'4-  X  —  2w)  —  ^  é^  cos(/'—  3X4-  200) 


+  Zee'  cos(2Z'— cî'—  w)  —  0  e'^  cos(r+  X—  aro') 

o 

—  ^e'^'coslS/'  — X  — 2Cî')  —  Yî2cos(/'  +  X  — 2t'). 
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On  verra  de  même  qu'en  négligeant  les  excentricités  R,,o—  Ri  devient 


(4o') 


^  -  -,  ïîM  cos(/'->.)-  ^y)2cos(r+X-2T'). 
a^        a-  a^ 


C'est  à  cette  même  expression  que  se  réduit  R^  quand,  dans  les  formules  (17) 
et  (18),  on  suppose 


^(i)^^(_i) 


B«» 


tous  les  autres  coefficients  étant  nuls;  on  en  déduit 
da  a^ 

d'où 


da^ 


—  2.3 


«'A'„^'  =  a'AL-'*=    (-0"-"H«  +  0^ 


Alors,  si  dans  la  formule  (37)  on  donne  à  l'indice  «les  valeurs  +  1  et  —  i, 
l'expression  correspondante  de  R,  se  confondra  avec  celle  de  R,,o  —  R,,  et  l'on 
trouvera  sans  peine 


I  (R.,0-  R.)  =  [-  I  +  ^  (e^  +  e'^-)  +  y)^j 

q 

—  2ecos(/'-  2X  +  o>)  +  -e'cos(X  —  ^') e'cos(2Z'—  X  —  nr') 

I                                          27 
(4i')    /'  —  ^  e2cos(Z'4-X  — 2w) ^  e^cos(/'— 3>i  +  20) 

—  ee'cos(2r—  2X  —  ot'h-  w)  +  3ee'cos(2A—  57'  —w) 

Q 

—  le'-coi{l'+l  —  -2w')  -3e'2cos(3Z'— X  — 2ct') 

o  o 

—  rr  cos  (  Z'  +  >i  —  2  t'  ) . 

Les  divers  termes  dans  lesquels  on  développe  ainsi  les  différences  R<,o  —  Ri 
et  Ro,,  — -R,  rentrent  dans  la  forme  générale  (32);  dans  chacun  des  arguments  D, 
la  somme  algébrique  des  coefficients  de  X,  /',  w,  xs'  et  t'  sera  nulle  ;  on  aura,  pour 
fixer  les  limites  inférieures  des  exposants  de  e,  é  et  y],  et  de  l'ordre  du  terme,  les 
mêmes  règles  que  pour  R,,  puisque  le  procédé  de  développement  est  identique. 

125.  On  peut  obtenir  aisément  l'expression  générale  d'un  terme  quelconque 
des  développements  des  différences  Ro.,  —  R,,  R<,o  — Ri  à  l'aide  des  fonctions 
de  Ressel,  comme  nous  allons  l'indiquer. 
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On  a,  en  tenant  compte  des  formules  (7)  et  (38), 

Ro,i—  Ri  — —^  cos(p  —  (^'+t'— t)  +  2Y]2  -y^  sin((^  — t)  sin(p'— t') 

OU    bien,   en  introduisant   les   anomalies  vraies  w  et    w'   et   posant   encore 

CO  =  CT  +  t' —  T, 

r  /■ 

Ro,i —  Ri  = ji  cos(wp'—  mp'+  w  —  gj')  +  2yî2  -7^  sin((v  +  w  —  t')  sin((p'  + ct'— t'); 

/  -r>          T>                   /            fN  /              cosfp'  .        sintp'N 

Ro,i  —  Ri  =  — cos(a)  —  ct')(/'COS(p — —^ h/'smn^ — jr~  ) 

I  .    ,  ,^  /      .        cos(ï^'  sin(ï''\ 

+  sin(a)  —  ct)    rsm(v — t^ /-costp — tt— 

(42)  {  "^  '  \  r'-'  ,■'-■     j 

+  2Yj^  [/•coswsin(ûL)  —  t')  +  A-  sin(iP'COs(a)  —  t')] 
X     -p^sm(c;j'  — t')  +  — ^^  cos(ct'-t')    . 

Or  on  a  obtenu  dans  le  n**  86  les  développements  périodiques  de  rcosq^, 
rsinw^,  — -j^-,      ^,^   ;  les  formules  (m)  et  («)  de  ce  numéro  donnent 


(43) 


r 

-  COSW=: 

a 

> 

r  A;,cos/?.Ç, 

00 

An  = 

J 

> 

Ao  = 

+ 

3 

2^' 

0 

2  COS  w' 

►  A'„,  cos«'2 

r'2        — 

— 

00 

a;,- 

n' 

J«- 

(«'e'), 

A'   = 

0. 

-  sin(v=  \   B,jSinAiÇ, 


«'^sin  w' 


=  2  B«'Sinn'Ç', 


B;„=:v/i-e'-^«'J„'..,(rt'e'). 


(44) 


En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (42),  elle  donnera 

■ —  (Ro,i— Ri)~  —  cos(w— cî')  ^_^  (A,jA'„,  cosrtÇcos«'Ç'+  B„B;,,  sin/iC  sin/i'Ç') 
H-  sin(ço — ^')  y]^  i^nKi'  sin/iÇcos/i'C  —  A„B'„,cos«Ç  sin«'C') 
+  2YîM  sin(ço  —  t')  y  A„cosnÇ  +  cos(w  — '^')  ^  1^«  sin/«n 
X    sin(nj'— t')  V  A'„,cosai'Ç'4-  cos(n7'— -  t')  ^  B'„,  sinn'C   . 
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On  mettra  sans  peine  le  second  membre  de  cette  formule  sous  la  forme  (32); 
nous  ne  ferons  pas  ce  calcul,  et  nous  nous  bornerons  à  deux  remarques  : 

En  premier  lieu,  À^  n'étant  pas  nul,  on  voit  que  le  second-membre  de  la  for- 
mule (44)  pourra  bien  contenir  des  termes  indépendants  de  'C,  mais  qu'il  ne 
renfermera  pas  de  termes  indépendants  de  Ç;  la  différence  R,, ,  —  R,  ne  con- 
tiendra donc  pas  de  termes  séculaires. 

En  second  lieu,  les  formules  (43)  montrent  que  A«  et  B^sont,  relativement  à  e, 
de  l'ordre  n  —  i;  A^  et  B)^,  sont  de  même  de  l'ordre  n'  —  i  relativement  à  e' . 
Cela  posé,  en  examinant  attentivement  la  formule  (44)»  on  reconnaît  que  le  coeffi- 
cient d'un  argument  contenant  ±  n\  ±  n'I'  sera  de  l'ordre  des  quantités  A„A)^,, 
B,jB'^^, ,  B„A^^, ,  A,jB)^,,  ou  de  l'ordre  de  ces  quantités  multipliées  par  Yj^  L'ordre 
du  coefficient  considéré  sera  donc  égal  à/^— i-4-n'— r  =n-[-«'— 2  plus  un 
nombre  pair. 

En  général,  en  prenant  D  sous  la  forme  (32),  on  pourra  dire  que  l'ordre  du 
coefficient  G  est  au  moins  égal  à 


Cette  limite  pourra  être  plus  élevée  que  l'ancienne  |  a  -f-  a'  | ,  qui  ne  cesse  pas 
d'ailleurs  d'être  applicable  ici,  comme  pour  R,. 

Exemples.  —  Considérons  de  nouveau  les  termes  dont  les  arguments  sont  de 
la  forme 

q  contenant  cr',  co  et  "z' ,  mais  non  /'  ni  X. 

La  règle  ci-dessus  montre  que  l'ordre  des  termes  de  cette  nature,  qui  pro- 
viendront de  R„,  —  R,,  sera  au  moins  égal  à  2+5  —  2=5,  tandis  que  les 
mêmes  termes  qui  provenaient  de  R,  étaient  du  troisième  ordre. 

Dans  la  théorie  des  perturbations  de  Pallas  par  Jupiter,  les  arguments  de  la 

forme 

D=— 7X  +  i8Z'  +  (7 

sont  très  importants  à  considérer,  parce  que  la  différence  entre  7  fois  le  moyen 
mouvement  de  Pallas  et  18  fois  celui  de  Jupiter  est  très  petite.  DansR,,  le  coef- 
ficient de  cosD  sera  de  l'ordre  18  —  7  =  11;  tandis  que,  dans  R(,j  —  R, ,  il  sera 
de  l'ordre  7  +  18  —  2  =  23  ;  les  termes  de  la  forme  indiquée  seront  entièrement 
insensibles  dans  Ro,,  —  R) . 

126.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  développements  de  Ro,<  et  R,,o  sont 
de  la  forme 

(45)  ff'Ro,i  =  2Ne''e'"yii"cosD,        a'R,,o -=  ^  N'e»e'»'y]PcosD, 

T.  -  L  4o 


3i4 

où  l'on  a 


(46) 


CHAPITRE    XVIII. 

D  =  «>  +  a7'  +  [3(0  +  P'gt'—  lyx' , 


H'=  iXLUi=»-«irriom] 

F  :=  2y  +  un  nombre  pair. 


N  et  N'  sont  des  fonctions  de  — ?  qui  peuvent  être  différentes  à  cause  des  termes 

provenant  de  R,,,,  —  R,  et  de  R,,o  —  Ri- 

Parleurs  définitions  mêmes,  formules  (i),  les  fonctions  Rq,,  et  R,  o  doivent 
être  complètement  indépendantes  et  de  la  position  du  plan  fixe  des  xy  et  de 
l'orientation  de  l'axe  des  x  dans  ce  plan.  Il  doit  en  être  de  même  des  argu- 
ments D,  et  il  est  bon  de  le  vérifier.  Cela  est  facile,  car  on  peut  écrire 

D  =  a  (M- t'— t)  +  a7'4- (3  (ot  +  t'- t) -1- [3'm'— (a  +  «'+ [3  +  (3')t', 

(47)  D  =  a/  +  a'/'+(3cT  +  (3'm'  — (a  +  |3)T— (a'+f3')T'. 

Cette  expression  est  symétrique  par  rapport  aux  éléments  des  deux  planètes. 

Désignons  maintenant  par  L,  L',  Q,  ù'  les  longitudes  moyennes  des  deux 
planètes  et  les  longitudes  de  leurs  périhélies,  toutes  ces  longitudes  étant  comp- 
tées sur  les  orbites  respectives  des  deux  planètes,  à  partir  du  point  G  de  la 
/ig.  2o.  Nous  aurons 

L  =  /  — T,        L'=/'-t',        i2  =  cT-T,        a'  =  rs'~T', 

et  la  formule  (47)  deviendra 

(48)  D  =  aL-Ha'L'+(3i2  +  [3'i2'; 

cette  expression  est  maintenant  tout  à  fait  indépendante  de  la  position  des  axes 
de  coordonnées;  il  en  est  de  même  des  fonctions  perturbatrices,  qui  peuvent 
s'écrire 


(49) 


l  a' Ro,,  =  2  $  (^^  e"e'»'  fsin  ^  J Y  cos  (aL  +  a'L'4-  [3i2  +  (3'i2'), 
«'Ri,o  ^==  X  ^^(^)  ^"^'"'(sin  {  j)'  cos  (aL  +  a'L'  +  (3^  +  (3'i2'). 


Ce  sont  des  expressions  réduites  qui  ne  dépendent  plus  que  de  la  situation 
relative  des  deux  orbites,  et  non  de  leurs  situations  absolues. 
Il  n'y  figure  que  quatre  arguments  L,  L',  O,  ù'. 
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127.  En  parlant,  au  n°  70,  du  calcul  général  des  perturbations,  nous  avons 
supposé,  pour  chacun  des  termes  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice, 
une  forme  un  peu  différente  de  celle  que  nous  venons  de  trouver,  savoir 

G  cos  (a /  +  a'  /'  +  j3cT  +  [S'ro'  4-y  Q  +y'  Q'), 

le  coefficient  e  dépendant  de  a,  e,  cp,  a' ,  e' ,  cp'.  Nous  allons  démontrer  ce  ré- 
sultat. 

Les  expressions  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  trouvées  au  n"  32 
peuvent  s'écrire 

-  =  cos (^  +  2  sin 9sin(i'~0)  siii^  - , 
r  2 

•^  =:  smp  —  2  cos9  sinCt'  —  9)  sin-  -? 


r 


■=  sin(('  —  ô)  sin  9; 


on  a  des  expressions  toutes  pareilles  pour  '—,  —,  ^,>  et  l'on  en  conclut 

^    ce  "V    V  -G    ^  G) 

0-= 7  +•-■—,  H 7  =  cosfp'—  v)  4-  2sin^  -  sin 9  sin (p  —  B)  cos(''h-.  . . . 

Nous  avons  écrit  dans  le  second  membre  la  partie  indépendante  de  9  et  <p',.et 
seulement  l'un  des  sept  autres  termes,  qui  sont  du  second  ordre  ou  du  qua- 
trième, si  l'on  regarde  o  et  9'  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre.  On 
transforme  les  produits,  tels  que  sinO  sin(ç'  —  0)  cosv' ,  en  sommes  de  cosinus, 
et  l'on  trouve  ainsi 


0-—  cos ((''■—  r)  -]-  -  Q, 


en  faisant 


Q  =  (  —  2  sin-  ^  —  2  sm^  -r  +  2  sm^  ^  sm^  —  1  cos  {v  —  c) 


222 


cp  o 

+  sin 9  sin 9'  cos((^'—  c  —  0' +  0)  4- 2  sin-  -  sin-—  cos((^'—  t'—  2  0'+  20) 

00'  o'  o  ■  * 

-f-  2  sin^  -  cos^  —  cos((^'-h  v  —■  29)  -h  2  sin^~  cos^  —  cos(«''-f-  c  —  29') 

2  2  '2  2 

—  sin 9  sin  9' cos ((^'4-  t'  —  5  —  0'). 
Nous  poserons  en  même  temps 
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de  telle  sorte  que  la  formule 

^2_-,.2_|_  ,./2  —  2rr'a 
nous  donnera 

R,=  ^=:(P-/v'Qn- 

Q  est  du  second  ordre,  et,  pour  les  anciennes  planètes,  la  valeur  absolue  de 
r/  ^  est  petite;  on  peut  développer  (P  —  rr'Q)  ^  par  la  formule  du  binôme,  ce 
qui  donne 

R,:^  p-^+  1  r,-'p-'^  Q4-...+  "^-V^^^^7'^  ,/.,'/^p-(^"0  Q.  +  .  .  .  . 
2  2  . 4 ...  2  A- 

Il  faut  mettre  pour  r,  r' ,  v,  v'  les  valeurs 

r  =  a(i4-x),  /•'— a'(n-x'),  ç—l-\-y,  p'=rr/'  +  y'; 

on  commencera  par  faire 

r=za,         i'z=a',         i'  =  l,         v'=rl'; 
R,,  P,  Q  se  changeront  en  Ro,  Po  et  Qo,  et  il  viendra 

Qo  =:  (  —  2  sin^  -  —  2  sin^  - — h  2  sin^  ^  sin^  ?-  )  cos (  l'—  l) 

+  sin9  sin©'  cos(/'—  /—  9'  +  ô)  -f  2  sin^^  sin^  —  cos(/' —  /—  2  9'  -{-  2O) 
(5o)  ^ 

+  2sin2-  cos^  —  cos(/'+  /—  2  0)  +  2sin^  ^  cos^  -  cos(/'+  l—  2O') 
22  22 

—  sin 9  sin 9'  cos {C -\-  i—  B  —  Ô' ) ; 

Ro=P;U^aa'P?Qo  +  ...+  ^^^'4T-'-^'"'''^^^'"^^^»  + 

Il  convient  de  poser 

9  9' 

(5i)  tang-=x,  lang— —  x'. 

Les  coefficients  des  divers  termes  de  Qo  se  développeront  aisément  suivant  les 
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puissances  des  petites  quantités  x  et  x',  et  ces  termes  eux-mêmes  seront  de  la 
forme 

(52)  tl^'a'^' ç,o^{<xl  -\-  ot.' l' -\-j B  -\-  f  B'), 

les  entiers  G  et  G'  étant  égaux  aux  valeurs  absolues  dey  et  /,  ou  à  ces  valeurs 
augmentées  de  nombres  pairs;  c'est  ce  que  l'on  constate  sur  la  formule  (5o); 
on  peut  remarquer  en  même  temps  quey  +/  est  pair  et  que  l'on  a 

a  +  a'+y  -+-j'=  o. 

Il  faut  maintenant  élever  Qo  à  la  puissance  k  et,  au  lieu  des  puissances  de 
cosinus,  n'introduire  partout  que  des  cosinus  des  multiples  des  arcs  /,  /',  G  et  ô'. 
Il  est  facile  de  voir  que  les  divers  termes  de  Q^  seront  encore  de  la  forme  (02); 
on  aura  encore 

G  =  |y  I  4-  un  nombre  pair, 

G'=|y'|  +  un  nombre  pair; 

la  démonstration  se  fait  d'abord  pour  Q^  et  s'étend  ensuite  de  proche  en  proche. 
Les  remarques    faites  sur  les  sommes  j-\-f  et  a  4-a'+y-f-y'  subsistent 
pour  Qq.  Nous  aurons  ensuite 

(53)  PT^*"*'''^  =  -  'Dî''"'  1  4-  e'»' ,  cos(/'  -  0  +  ^'''"  1  cos2(Z'—  /)  +. . . , 

et  il  faudra  multiplier  cette  expression  par  a^a'^Qj;  les  divers  termes  du  produit 
seront  de  la  forme 

(54)  MoxGx'Gcos(a/+a'/'H-y9+y'ô'), 

Mo  étant  une  fonction  homogène  de  a  et  a\  de  degré  —  i  ;  on  aura  encore 

cf.-\- cf! -\-j -\-j' ^=-0, 

parce  que,  dans  chacun  des  termes  de  l'expression  (53)  la  somme  des  coeffi- 
cients de  /  et  /'  est  nulle. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  le  développement  de  Ro  ;  pour  passer  à  celui  de  R, ,  il 
faut  remplacer  a,  a',  /,  /'  par  a  h-  ax,  a' -\-  a'\' ,  l-\-  y,  /'  4-y';  tous  les  raison- 
nements et  calculs  faits  dans  les  n°*  120,  121  et  122  subsistent  identiquement, 
et  l'on  arrive  à  cette  conclusion  qu'un  terme  quelconque  de  la  fonction  per- 
turbatrice peut  être  mis  sous  la  forme 

(a)  Me"e'"' Uangiynang^")    cos(a/ +  a'/'-f- (3gt  +  jS'nj'+y^  4-y'9'); 
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M  désigne  une  fonction  homogène  de  degré  —  i  de  a  et  a';  les  différences 
H  —  I  P|,  H'—  ||3'|,  G  —  \j\,  G  —  l/l  sont  des  nombres  pairs  positifs  ou  nuls;  la 
somme  y  +/  est  toujours  paire,  et  enfin  on  a 

a  +  a' H- j3 -h  (3' +  ./+./'=:  o. 

128.  Reprenons  la  première  forme 

i  /      J  \  •" 

\  Me"e'"'    sin  -      cosD, 
(A)  V       2;  ' 

(  D=aA  +  a'/'+(3a)  +  (3'cT'— ayr'. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  transformer  directement  (A)  en  (a). 
On  aura  d'abord 

D  ^  a  (1+  2  ^-)  +  a'/'  -F  (3  C^T  +  2  ^^"j  +  jS'cr'-  2y  ('^-^  +  '^~~^) 

ou  bien 

D  =  A  —  2  V 20  ■ , 


en  faisant 


(55) 


I    Ô  =  a4-i3-y. 


Désignons  par  p  un  nombre  entier  positif  qui  pourra  être  nul  ;  nous  aurons  à 
transformer  l'expression 

0=lsm-)  cosIA  —  2y -  —  20 


OU  bien 


(56)  -      0r=U    sin 


2 


en  posant 

(57)  U=--WsinH     cos(A-2y  ^4^ -2ô"~^ 


2  /  \  '2  2 


Il  y  a  lieu  d'introduire 


V  rrr  f  sm  -   j      SIH  (   A  —  2  y 2  0 


2  2 
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On  aura 

(58)  U+V^/-7=(sin^)V^-E-^^^^'^E-^'^-'^^. 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  formules  (5)  et  (5i),  on  trouve 
sin  -  E  ^    =  -. 

2  V  I  +  ^^'  V^J   +    5t'^ 


COS  -  v/lH-  5t2  v/i  H-  x'^ 

en  portant  dans  l'équation  (58),  il  vient 

,,      ,,  , —      EAv'=î(xE-V^_x'E-0V~)^rri_|.x-/E''»'-9>v/^r^ 

U  H-  V  i/—  I  =:  ^ ^ i J —  : 

/  l\20  ^ 

fcOS-J     (l  +  x2)Y+5(i4_x'2)ï+8 

U  sera  la  partie  réelle  du  second  membre. 

Or  le  terme  général  du  développement  de  ce  second  membre  est  de  la  forme 


(cos'-j     (H-x^)Y+S(,_^../2)T+8 

OÙ  A  est  un  coefficient  numérique,  p  et  g  deux  entiers  positifs  ou  nuls,  infé- 
rieurs ou  égaux  respectivement  à  2y  et  2§. 

On  en  conclut  la  valeur  de  U,  et,  en  tenant  compte  de  (56),  il  vient 

(sm--j 
(%)     0=    , TT^ô-^ ^-— X  Ax/'+?x'n-/'+'?cos[A-  (^  +  7);9-(2y-/?-^)0')]. 

(COS-J     (l+x2)Y+S(n-x'2)r+ô 

On  tire,  d'ailleurs,  des  formules  (5), 

.   „  J  _  x2+x'2_2xx'cos(9-  5') 

^'""  2   ~  (I  +  X^)(I  +  X'^)  > 

si  l'on  porte  cette  valeur  de  sin^-  dans  la  formule  (59)  et  que  l'on  remplace  A 

par  sa  valeur  (55),  on  voit  sans  peine  que  0  se  compose  d'une  série  de  termes 
de  la  forme 

x»^' x'C  COS  (a /+ a' /'+|35T  4- (3'ro'+y  9  H-y'ô'), 
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avec  la  condition  que  l'on  ait 

G  =  1./  1  +  un  nombre  pair,         G'=:  |/  |  +  un  nombre  pair; 

a  +  a' +  (3  +  (3' +y +y' —  0. 

C'est  le  résultat  que  nous  avions  obtenu  précédemment  dans  le  n'^  127. 

Le  Verrier  a  employé  constamment  la  forme  (A)  dans  ses  théories  des  an- 
ciennes planètes;  il  a  eu  ainsi  l'avantage  de  réduire  les  arguments  à  cinq  au  lieu 
de  six,  en  ajoutant  kl  etrs  la  très  petite  correction  t'—  t. 

Mais  les  équations  différentielles  (h)  du  n*'  62  supposent  la  fonction  pertur- 
batrice développée  sous  la  forme  (a). 

Pour  utiliser  le  développement  (A),  il  est  nécessaire  de  transformer  les 
équations  différentielles  :  c'est  ce  qui  va  faire  l'objet  du  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XIX. 

TRANSFORMATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  DES  ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES. 


129.  Nous  considérons  spécialement  deux  planètes  P  et  P'  auxquelles  cor- 
respondent les  fonctions  perturbatrices 

(0  Rrr:fm'R„j=:  n}  a^    R„j  OÙ      /Jt.  =  I  + /W, 

(2)  R':=fmRi,o=  ~  /i"«''R,,o         où     ^'—i  +  m'. 

F" 

Nous  avons  d'ailleurs,  d'après  le  Chapitre  précédent, 

(3)  a'Ro,i=^Ne/'e'/''-Ai/cosD, 

(4)  a'R,,o-^NV'e'^''-o/cosD, 

(5)  D  =  a4-i'Z'  +  Â:a)  +  A'cT'+MT', 

(6)  i^  i'-^  fc-h  k'-h  u  =  o; 

i,  i',  k,  k  sont  des  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs;  u  est  un  entier  pair  négatif 
ou  nul;  N  et  N'  sont  des  fonctions  homogènes  et  de  degré  -^  de  a  et  a' . 
h,  h' y  f  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  les  différences    0 

h-\kl      h'-\k'l     f~\u\ 

sont  des  nombres  pairs,  positifs  ou  nuls. 
Les  relations 

(7)  A  =  /+t'— T,         w  —  nr  +  r'— T, 

dans  lesquelles  t'—  'r  ne  dépend  que  do  9,  9'  et  0  —  0',  nous  montrent  que  nous 
T.  -  I.  4, 
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aurons 


(8) 


(?R„.,   _  dRo,l  '^Rnj  _   ^Ro.i 


Nous  allons  maintenant  effectuer  les  substitutions  (i)  et  (8)  dans  les  for- 

dt 


mules  (h)  du  n*'  62;  en  même  temps,  nous  éliminerons  des  expressions  de 


et  de  --r-  la  valeur  de  —f^>  au  moyen  de  l'équation 


d9  _  m'  na  r}Ro, 

dt  ~  IX  ^i  —  e^sincf    à^ 


Nous  trouverons  ainsi  sans  peine 


da        2  m'       „  ()Rn  i 


0,1 

na'' 


(A) 


dt  IX  dl 

de              m'       „<?Roi        >d  nae  \/ï  —  e^  dR„  ,  ce    ,       dQ 

dt  IX  oa  /i.    1 4_  i/i q1    de  °  2         ^  dt 

de  _       m'  nas] i  —  e^  ^R^,  ,        rn'  nae\J\  —  e^  (?Ro,i 
dt  [X  e  doi         jx    i  _^  i/i g2     (?X 

^57            m'  /la  v/i  —  e^  (9Rn  1  CD    .       dO 

■dt=       -fT  -e ^  +  ^^"^^^"^^' 

«fô  _       m'  na  <?Ro.i 

m 
«cp  m'  na  dR„  ,        m'  °  2  /^Rn ,       r9Rn  , 


(a) 

Nous  aurons  de  même 


(A'; 


(«') 


• 

da'        2  m           ()Ri,o 
dt  -   p.'  ''''      dl' 

de' 
dt  ~ 

m    ,    „  ^Rio        m  n' a'e' \l\  — e''^  d^y  ç,       ^         ©'    . 

—  1  —  n'a!^-^  -\-  —  ;               ~~-  +tang^  sina 

/^'             Oa'          ^     i4_^i_e'2      de'               ^2         ^ 

dt  ~ 

m  n'a'\J\  —  e'^  aR,,o        m  n' a' e' \J i  —  e"-  dR,.o 
^t'             e'              dm'         ix'     i  +  y/i_e'2       d/' 

dO'  _ 

m  n'a'\Ji  —  e'^  dl\,  0                 ©'    .      ,  d9' 

-,  —, 3-7^  +  tang-^  smœ'-j-; 

[x'            e'              de'               °  2         ^    dt' 

m           n'a'           ^Ri.o 

dt 

d(f'  __ 

F  v/i  — e'^sin9'    C?' 

m           n'a'           ^R,  0        m                 °  2   /<?R,,„       <?R,,o 

dt 

fVi  — e"sin?'    ^^'         ^'     v/^— e'2      \  ^^'          <^^' . 

rfô' 
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130.  Il  nous  faut  transformer  les  équations  («),  parce  qu'il  y  figure  les  déri- 
vées partielles  de  Ro,,  par  rapport  à  ç  et  ô  et  que  l'expression  (3)  de  Ro,,  ne  con- 
tient pas  directement  ç  et  G,  mais  les  quantités  t',  t  —  r:'  et  ■/]  =  sin-,  qui  sont 
des  fonctions  connues  de  ç,  ô,  cp'  et  0'. 

Nous  aurons,  en  ayant  égard  aux  formules  (7), 


(9) 
(10) 


^Ro,i 
^9 

~    dz' 

dz'  ^  /^Ro,i  1  (?Ro,; 

d(fi       \  dK           d(ù  ^ 

\d{z'-z)  ,  I  ^Ro,, 
1       ddj)         '2     dn 

dQ 

^Ro.i 

~    dz' 

dz'        (dJ\o,r       dRo,: 

ds  '^y  di     d(^ , 

\d{z'~z)  I  dJXoA 
1       dO            2     dn 

J  dJ 

COS  -    -T-; 
2    (^9 

J    dJ 

2  dd 


La  première  chose  à  faire  actuellement  est  donc  de  calculer  les  coefficients 
différentiels 

^.     ^'.     à(^'~')      àjz'—z)      dl      dJ 
^9 


d9 


^9 


de 


(?9     de 


Il  suffit,  pour  cela,  de  différentier  totalement  les  formules  (3)  ou  (4)  du 
n*'  117  ou  mieux  d'appliquer  au  triangle  NGN'  de  h/ig.  20  du  même  numéro 
les  formules  différentielles  connues  de  la  Trigonométrie  sphérique 

/  dX=i—      coscdB—  COS  bdC -l- sinc&inBda, 

(11)  <s,inAdb=z  s'm  c  dB -{- sin  b  cos  A  dC  ^  cos  c  sinB  da, 

{  sinA<5?c  ==  sinccosAc?B  +  sin  b  dC   h- cosbsinCda; 

elles  donnent  ici 


j  dJ== 

(12)       sinj  d{z  —  9)^ 

(  s\nJd{z'~e')  = 

On  en  conclut 


cos(t  —  e)d(ù  —  cos(t'—  e')d(^'-hsin(^'sin{z'—6')d{0  —  e'), 

—  cosJ  sin(T  —  (9)  f/9  +  sin(T'—  Q')  d^'  +  sin9'cos(T'— ô')  d{0--e'), 

~  sin(T  — 5)^9 -^  COS Jsin(T'—0')<^9'+ sin9  cos(t  —  9)d{6-~9'). 


(i3) 


ddj) 

cos(t  —  9), 

di 

dc?'~ 

cos(t'— ô'), 

de  ~~ 

d3        .        .    , 

0) 

=  sin9'sir] 

{^'-0'), 

dz 

cosJsin(T—  9) 

dz 

sin(T'— ô') 

d(^ 

sinJ 

d(?'~ 

sinJ 

dz 
d9~ 

sin9'cos(T'—  9') 

SlllJ 

dz 

d9'  ~ 

sin9'cos(T'—  9') 
sinJ 

dz' 

sin(-  — 0) 

dz' 

cosJ  sin(T'—  9') 

d(^ 

sinJ 

da^'  ~~ 

sinJ 

dz' 
d9  ~ 

sin9  cos(r  —  9) 

SlilJ 

dz' 

sin9  cos(t  —  9) 
sinJ 
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On  tire  de  là 

(i4)  ^- — =~tang-sm(T-9), 

„,  à(x'—T) s\n(pcos{r  —  0)  —  s'm(^'cos,{z'—0')         _  d{z  —  z') 

Cette  dernière  expression  doit  être  transformée,  car  nous  savons  d'avance,  par 

la  formule  (6)  du  n*'  117,  que        ,^~  doit  être  une  petite  quantité  du  second 

ordre,  et  cela  n'apparaît  pas  dans  la  formule  (i5). 
Or  la  formule  connue 

(i6)  sinB  cosc  —  sinA  cosC  +  sinC  cosA  cosô 

donne,  quand  on  l'applique  au  triangle  NGN'  de  h/ig.  20, 

(17)  sin9'  cos(t'—  9')-=--—  C0S9  sinJ  +  sin9  cosJ  cos(t  —  9); 

si  l'on  élimine  cos(t'  —  0')  entre  (i5)  et  (17),  il  vient 

/  ON  d{z'—z)  J    .  © 

(10)  ,, 3r  lanff  -  sin©cos(T  —  9)  —  ssin^  -• 

09  '^  2        '  2 

Nous  remarquerons,  en  passant,  qu'en  partant  des  formules  (5)  du  n°  117  on 
arrive  aisément  à  cette  expression  plus  élégante 

•  »  ?   ■    •  9  ?'       •  2  J 

^.  ,,       sin- - -t- sm^  ^^ sin''  — 

/     .  d{z—t)  2  2  2 

(.9)  —5?-  = -i 

COS^  - 
2 

Les  formules  (9),  .(10),  (i3),  (i4)  et  (18)  donnent  maintenant 


(20) 


(21) 


^9  sinJ         or         1        1  an 

oQ  sinJ  dz'         2         2        ^        ^  (9y] 

-.  [ung  i  sin,cos(.^  9)-  .sin'  |]  (%  +  ^ 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  -~-  et  de  —^  dans  les  formules  {a),  on  trouve 
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qu'elles  deviennent 

sino  ^T-  =: •    ,  sm(T  — Ô)--r^/-  4 cos(r— Q)  — r^ 


(B) 


J 

,  natansr 
m' 

■y-= ,  cos(t— 0)— 5~^ —  ^ —  sin(-  —  0)  -3-^ 


J 

,  «a  tang  - 


f^    v/' 


2 

-  COS ( T  — 


(^-«)(1f-'^> 


131.   Il  faut  maintenant  faire  des  calculs  correspondants  pour  la  planète  P'. 
Si  l'on  conservait  dans  ces  calculs  la  fonction  R,^o  sous  la  forme  (4),  les  dérivées 

^•^  et  ^  introduiraient  ^  et  ^  à  cause  de  c' -  t  qui  figure  dans  les 
formules  (7);  il  y  aurait  aussi —r^  et  -j—  qui  existent  déjà  dans  les  équa- 
tions (a').  Ce  serait  un  inconvénient  que  l'on  évite  comme  il  suit. 
On  pose  pour  un  moment 

(7')  l'=l'-hz-T',         (o'  =  ct'  +  t-t'; 

l'expression  (5)  de  D  devient 

(5')  D  =  il-]-  i'V  -h  /cm  -+-  k' (,)'-+-  uz, 

car,  si  l'on  retranche  (5')  de  (5),  on  trouve 

o  — (x'— t)  («■+  f'  +  Â-H-A-'H-  u), 

condition  qui  est  satisfaite  d'après  (6). 

Pour  plus  de  clarté,  nous  mettrons  des  parenthèses  aux  dérivées  partielles 
de  R,  0  prises  dans  l'hypothèse  où  D  est  mis  sous  la  forme  (5'). 

Nous  aurons 

calculons  d'abord         ~  ^     par  la  formule  (i5)  que  nous  transformerons  au 
moyen  de  la  relation 

sin9  cos(t  —  0)  =  COS9'  sinJ  +  sin9'  cosJ  cos(t' —  9') 
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conclue  de  là  formule  (i6);  nous  trouverons 

(i8')  ■■^, — -  =  — tang  -  sinç'  cos(t'—  9')  —  2sin2  — • 

OO  "2  2 

Les  formules  (20')  et  (21')  nous  donneront  ensuite,  en  tenantcompte  de  (i3) 
et  (18'), 

(?R,,o  _  sin(r'-  9')  /dRyA       i         J        ,  .     «„  ^Ri,o 


Al   —         -1        {—~]—-cos-cos{t'—9')     , 
6*9  sinJ         \   OT  /       2         2        ^  âf} 

..u„.i.„<.-.)[(^).(-^.)]. 

, ';    — —     .    T  cos(t'—  9')       ,  ' cos  -  sinç'sinfT'—  &  )  -^r^ 

dâ'  sinJ  '  \  dz   J       2         2        ^  d/] 

-^  \un,l  si„,-cos(.-.)  -...„<  ^]  [(%-«)  .  (^)]. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  dérivées  partielles  dans  les  formules  («');  mais 
nous  reviendrons  en  même  temps  à  la  première  forme  (5)  des  arguments  D  dans 
le  développement  de  R,,o;  nous  aurons  évidemment,  par  le  simple  rapproche- 
ment de  (5)  et  (5'), 


ôr  J~~    dz'   '  V  àV  J         dl'  \  dco'  J  ~   dm' 

et  nous  trouverons  finalement 


,.f       J 


,  d9'       m         n'a'  .    ,  ,      ,,,  <?Ri,o        i  m  2         ,  ,      ,,,  <)R,  0 

sin9'  -7-  =  -,     . _ sin(T'— 6')  —.^ j     , cos(t'  — 6')  -^ 

^    dt        l^'  sji  —  e'-'&mi  àx'         2^'    y^i  _  e'2  ^  '    dn 


/i'a'lang- 


(R') 


(.--.')(^ 


J 

^  ^  Il  AT»  n'a'  COS  -  .„ 

-±-=:  —  -p= COS(t'—  9')  -3-^  H ,  Sm(T'~  0')  — j-i^ 

dt        ix'  y/i  — e'>!sinJ  <^t  2  fx'    y'i  —  e'^  <?ï3 


/l'a'lang  - 


\  f^Wi 


e„.(._.)(^.^^), 


132.  Nous  allons  écrire  de  nouveau  l'ensemble  des  formules  auxquelles  nous 
venons  d'arriver;  nous  y  joindrons  celles  qui  donnent  —■  et-r^-  d'après  la  for- 
mule (28)  du  n"  75;  enfin,  dans  les  coefficients  des  dérivées  partielles  de  Ro,, 
et  R,^o>  nous  ferons  avec  Le  Verrier 

(22)  e^rsin-j',         e'=sin'|'. 
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Dans  l'expression  de  -j->  nous  remplacerons  —~  par  sa  valeur  tirée  de  la  pre- 
mière des  équations  (A). 

Cela  posé,  les  formules  (A)  et  (A'),  (B)  et  (B')  deviendront 

a'R,^^=z'^Ne''e"U■^cos'D, 
i 

D  =  il  +  i'  U  +  /roj  +  k'w'  +  mt'  ; 


n'^a 


dt  [JL  dX  dt^  fx  dX 

^£  m'       ,  <?Ro  j        m'  1*4'  ^Bo.i       ,         o    .        dB 

fl^e            m'      «a      (îBo  1  "h         ,     \     da 

-T-  = , j-  -3- tang-!-  cosoi —  -j-, 

(C)    /  û?nT  m'      na      d^n  1  o    .        dQ 

-7:=       —  ; r  — j-^  +  tang-^  sino -7-, 

dt  [t.    tangij;     de  "2         ^  dt 

-,;  — r    -^— T  — TT-  +  tang  -    -^^'  +  — -^  )    cos(t  —  5) 

dt  /x   cos^];  LsinJ     dr'  °2\  dl  à(si  J \        ^  ' 

i  m'     na  J  dK^  1    .    ,         ^, 

r  cos r-^  sin(T  —  Q), 

2    [i    cos  4^         1     Of] 

dQ  m'    na    V     i      dR».,       ^         J /^Ro  1        (?Ro  AI    .    . 

sin9  -77  = ■ r    -v-y  —5-^  +tang-    ^^^  -\ ^M    s  n(T— 0) 

^  dt  /x    cost];|sinJ     dx'  "^K  àl  d(^i  J]        ^  ' 

1  m'     na  J  (?Ro  , 

-\ r  cos 5-^  cos (t— 9); 

2  fx    cos  4'         1     dr\  ^  ' 

a'R,^o  =  2  N'e/'e'/''Yî/cosD, 

D  —  A  +  f7'  +  Ârco  -t-  X:'cj'  +  mt' ; 

dt-      V'"""       (?/'    '  ^^-~V  '^^' 

<^£'  m     ,    „  ^Ri  0        ni     ,    ,         ,,  d/'  <^R,  .  m'  ^9' 

*  =-^^  «'«"  ^^  +  ^  n'«'cos+'tang!L  _J^«  ^.langl  sincp'  ^, 

<^e'  m     «'a'     (?Ri  0        .  'V  ,,     i     r/a' 

<ii  fx'  lang^j;     dm'  °   2         ^   ia'   dt 

(C)   {  ^gt'  m     /l'a'     ^R,  0  9'    .      ,^5' 

-:^T- =      -7; f7  -^-7-  +  lang-^  sino' ^-, 

dt  II'  tang 4^'     de'  °  2         ^    dt 

do'  m    n'a'    f     i      ÔR,.,    ,    ^         J  fôR,,,        ÔR,  Al         .   ,       ., 

+  l-^,cosJ^sin(r'-ô'), 
2  /jl'  cos  4;  2     dn  ' 

.      ,  rf9'  m    n'a'    f     i      dR,  „       ,         J  /<?R,  „        ôR,  oM 

^'"?   rfï-  =      ?  ESi+'  LiO  T?^  +'""8  i(^  +  -;^r)J  sin(T'-S') 

_Z^^,cosiî?^cos(TV6'). 
2  /ji    cost];'  2     c/r]  ■^ 
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C'est  la  forme  employée  par  Le  Verrier  dans  ses  théories  des  anciennes  pla- 


nètes. 


133.  Il  n'y  aura  aucune  difficulté  à  former  les  dérivées  partielles  de  Ro,,  et 
R,,o  en  partant  de  leurs  développements  qui  viennent  d'être  rappelés  en  tête  des 
formules  (G)  et  (C);  il  y  a  lieu  cependant  de  donner  quelques  explications  pour 

ce  nui  concerne  —^  et  -^-7'--  On  trouve  immédiatement 


(23) 


,  <?Ro,i  V        ^^     h    ih'     f  rv 

la'     /     —    >   a -T— e''e"' m-' cosD, 
da  ^^      oa 

a'^  ^^  =  y  la'  -^[  -  N']  e'^e"^'-nfcosD. 
\  da'         ^^  \      oa'  ) 

a' 

Considérons  maintenant  le  développement  de  a'R,  =  -r,  et  faisons 

(24)  a'R,=  2]^i^''^"'''^^cosD. 

Il  résulte  des  formules  (40  et  (41')  ^u  ""  ^24  que  l'on  a 

N  =  N,  +  Q-,,  N'=::N.  +  0'^', 

a  a^ 

où  Q  et  Q'  sont  indépendants  de  a  et  a'.  On  en  tire 


«  -^  =  «  ^ H  Q  -,  5  a'  -5—,  =  a'  -jr-j  +  2  Q'  -v 

da  da  a'  oa'  oa'  a- 


La  fonction  N,  étant  homogène  et  de  degré  zéro,  on  a 

âa'  oa 

il  en  résulte 

da'  da  '       ^    a'- 

Les  formules  (28)  donnent  ensuite 

r     ^,  ^  ^  V  f.,  ^  +  Q  ^\  e/'e'/"vi/cosD, 
y  da         ^^\     da  o,  J 

(25)  < 


a'^  ^  ^  y  /      «  ^  _  N,  +  Q'  ^^  e"e'/''-/î/-  cosD. 
da'         ^^\  àa  a-  ) 


On  est  ainsi  ramené  au  calcul  de  ^— ^ 
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Or  on  a  vu  au  n°  123  que  N,  est  de  la  forme 

(  26 )  Ni  r=  V(^')  a'  AU^  +  V'/'  a'  A'/'  +  V '/'  a'  A'/'  + . . .  ; 

V'^',  v/',  ...  sont  des  coefficients  indépendants  de  a  et  a';  A^'^'  est  l'une  des 
fonctions  A^^',  B^^\  0J\  D'^'  définies  au  n°  104;  on  a  fait  en  outre 

A(y)  —       ^"'        à'^A^J^ 
"'         i  .2.  .  .n     da"- 

On  en  tire 

da         1 . 2 . . . ( Ai  —  I )     da"'  i  .2. .  .n     ôa"'^^ 

(27)  a^=:,iAÎ/'+(/i  +  i)Ai/i,. 

Les  formules  (26)  et  (27)  donnent  finalement 

(28)  «  ^  =  V^>)a'A'/)  +  V'/'[a'A'/'  +  2a' A'/']  -h  V!/'[2a'A'/'  +  3a'A</']  +. . .  . 

JN 
On  voit  ainsi  que  le  calcul  de  -~  se  trouve  ramené  à  celui  des  fonctions  A^|' , 

BJ'',  . . . ,  calcul  qui  sera  fait  par  les  formules  (T)  du  n°  115. 


T.  -  1.  42 


33o 
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PERTURBATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  DES  ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES. 


134.  Nous  adoptons  les  notations  très  claires  employées  par  Le  Verrier  dans 
les  tomes  II  et  X  des  Annales  de  V Observatoire . 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  planète  P,  et  nous  partirons  des  for- 
mules (C)  du  n°  132;  nous  poserons 


(a) 


dSl  m'       ,  dRo,, 

dt  [j.  Oh 

drÂ>  m'       „  dUci  1 

—T-r-r —  2  •  na^  — r-^^j 

dt  [t.  oa 


d^ m'  nacos4'  (?Ro,i 

dt  [}.  e  do) 


d^A  „  m'  ()Ro,, 

dt^  IX  dA 

d§  m'  ,  ()Ro  1 

-7-=  —  nacosoi — c-^j 

dt  jjL  ^     de 

J 

,,-,  ,  na  cos  -   ,„ 

aCj  ^_  I  m'  2  aRo.i 

ûf^  2    fjt.       cos  4»        àf] 


6^ 


1  m'  na  i   (9Ro,i 

2  u  J  ,   yj     c^t' 
'      cos  -  cosq^ 


^,nai^ng-  ^^^^ 


IJL       cosd' 


âl 


Nous  ferons  de  plus 


0) 
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alors  les  formules  (C)  du  n**  132  nous  donneront 


33i 


ib) 


(c) 


— ^  ~— 2B«a  V  fNe/'e'/*'y]/sinD, 


3B/i2  2fNe''e'/''Yi/sinD, 

dX  ^,       v^      dN    ,    ,,,    f 

— 7-=— 2B«     >  a -T— e''e'"  yj-' cosD, 
dt  Jmd      da 


B/icos^'^  A-Ne^-*e'^*'Yî-^sinT), 


dt 


B/i  cos  - 
I  1 


d£ 

dt  2       cosv[i 

diD  ^  I  B/i 

dt  2 


2/Ne"e'/''r)/-icosD, 


cos  -  cos4> 


Bntang- 


1    û?< 


da_d^  d^_  d^ 

dë~~dt'  dt^~~dtF 


^.       ,        d;  6/.f       ^         (D    .       de 


'dt~~di 

de^_<m 
dt  ~~  dt 

dm       di 


d;  ,     I     ^ 

tang-î-  cosO; ^^j 

2         ^  2a  dt 

dB 


^:77=:y7  +  ^ta"g^sin9;^, 


d(]^  _ 
di" 


.     de 

sin©-7- 
^  dt 


Pour  la  première  approximation  par  rapport  aux  masses,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  au  n**?!,  il  faut  remplacer,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (6)  et  (c), 
les  éléments  a,  e,  ... ,  a! ,  e' ,  ...  par  des  constantes  a^,  e^,  ...,  a'^,  ë^,  ...  ;  ce 
seront  douze  constantes  d'intégration,  dont  les  valeurs  devront  être  déterminées 
ultérieurement  par  la  comparaison  de  la  théorie  avec  les  observations;  les  con- 
stantes /îo  et  n^  dépendront  de  a^  et  a\  par  les  relations 


2o^ a,^  =  f ( I  +  /n )  =  f fx ,         n'^ d^  =  {{x -^  vi')r=z  {^ . 
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On  aura  ensuite 
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>^o  =  «0  ^  +  So  H-  'î'ô  —  "^oj  ^0  =  «0  ^  +  e'o  ; 

Do  =  (i«oH-  i'«'o)^  +  i"£o+  ^''£o+  ^^370+  ^'^0—  (i  4->'^)To—  (/'  +  A-')t'(,. 

En  calculant  4^0»  ^0»  •  •  •»  Vo  par  les  formules  (b),  on  aura  à  effectuer  des  qua- 
dratures que  l'on  calculera  comme  il  suit  : 


/  sinDo 


dt  = 


cosDo 


I/Iq  +  l   Hq 


cosDo  dt  z=  -. ^ 

i/io  -+-  l' n^ 


//sinD, 


dt^—  — 


sinDo 


(mo+  i  riQ? 


135.  Pour  abréger  l'écriture,  nous  omettrons  les  indices  zéro,  en  nous  rappe- 
lant, bien  entendu,  la  signification  de  «,  e,  . . . ,  a\  e',  . . . ,  qui,  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (Z>)  et  (c),  seront  des  constantes  d'intégration. 

Nous  poserons 


(2) 


et  nous  trouverons 


n' 


(d) 


A  = 

^  = 
(S  = 


2Ba    y  ^-^ — ■'Ne''e"''nfcos'D, 

-  3B     y  •— — Vrr,  Ne^'e'/''Y]/sinD, 

Jm^  {l  -f-  l'v)^ 

B  cos  J;  y  ■    ^\,    '^e''-'e"^'nf  sinD, 

—  B  COS  J;  y  ^—.7-  N  e''-'  e"''nf  cos  D, 


B  cos  - 

1  2 

2  cosij; 

1  B 

2  J         , 

cos-  cosu^ 

2  ^ 

B  tang  - 


y  .    ",    Ne^'e'/''-/)/-!  cosi), 


i  4-  A^ 


cos 


-j-^     y  l-lL.^Ne/'e'/''Yj/cosD, 
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On  voit  que  ces  valeurs  de  i^.  A,  .  •  • .  ^  sont  de  la  forme 
41=^AcosD,        A=2]ï-sinD, 

(e)  { 

V  =  2UcosD,         g=2]TsinD. 

On  a  les  expressions  analytiques  des  coefficients  A,  C,  . . . ,  U  qui  correspon- 
dent à  chacun  des  arguments  D,  et  l'on  pourra  calculer  leurs  valeurs  numériques 
quand  on  connaîtra  celles  des  constantes  a,  e,  .... 

On  trouvera  l'ordre  de  chacun  des  coefficients  A,  C,  . . .  ,  en  faisant  la  somme 
des  exposants  de  e,  e'  et  tq  dans  ces  coefficients;  car  nous  considérons  toujours 
e,  é  et  7]  comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre. 

Peut-être  convient-il  de  remarquer  qu'il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n^  126 
que  les  expressions  ci-dessus  de  4^,  A,  . . .,  Vne  dépendent  en  aucune  façon,  ni  de 
la  position  du  plan  fixe  des  xy^  ni  de  l'orientation  de  l'axe  des  œ  dans  ce  plan. 

Nous  ferons  encore  observer  que  l'on  conclut  des  deux  dernières  for- 
mules (û?), 

U  ï+A-    .      J 

TT  =  2 sin^  -, 

iT  w  2 

de  sorte  que,  sauf  le  cas  de  m  =  o,  les  divers  termes  de  V  seront  beaucoup  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  G. 
Les  équations  (c)  donneront  ensuite 

ô,a  — f,        ôip  =  A, 
81  £  -^ix  -\-§  lang  ^  4-  tang  ^  sin  9  (5, 9, 
ô,  /  =ô,p-+-ôie, 
(/)  ;  ôje —  $  — tang  ^  CCS 4> 


2  a 


eô,nT  =  .f  +  e  lang  5-  sin9<5i9, 

a,(pr=  — gsin(T— 0)  +  (S  +  V)cos(t  — ô), 
1  sin(pô,  9  =  +gcos(r-9)  +  (S4- V)sin(T  — 0). 

Si  l'on  remplace  dans  ces  formules  les  quantités  ^,  A,  ..  . ,  V  par  leurs  va- 
leurs (e),  on  aura  les  expressions,  analytiques  ou  numériques,  des  inégalités 
périodiques  du  premier  ordre  des  éléments  de  la  planète  P. 
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Dans  le  cas  où  le  diviseur  i  -h  i'v  qui  figure  clans  les  formules  (^)  est  très  petit, 
on  a  les  inégalités  à  longues  périodes  dont  il  a  été  question  au  n°  74. 

Remarque.  —  On  aurait  pu  calculer  §,  p  par  la  formule 


elle  aurait  conduit  au  même  résultat  que  celui  que  nous  avons  tiré  de  l'équa- 
tion 

d-p  m'  dRoA 

dt^  [M  dl 

136.  Les  formules  (d)  cessent  d'être  applicables  lorsque  i  et  i'  sont  nuls 
simultanément,  car  alors  le  dénominateur  i-h  i'v  est  égal  à  zéro. 

Dans  ce  cas,  il  faut  remonter  aux  expressions  (b)  et  les  intégrer  après  y 
avoir  fait  i  =  o,  i'  =  o,  et  en  regardant  D  comme  une  constante.  Si  nous  con- 
sidérons l'ensemble  des  termes  de  la  fonction  a'Ro,,  pour  lesquels  i=zi'  =  o, 
termes  que  l'on  appelle  séculaires,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  au  n"  73,  nous 
aurons 

D  =1  A-w  +  k'uy' -h  ut'. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  employons  ici  les  mêmes  lettres  N,  h,  h\  /, 
k,  k\  u,  que  précédemment. 

Cela  posé,  nous  tirerons  des  formules  (6), 


d^ 


X  =  —     iRnt      V  «2 -T— e''e'''''Y)-^cosD, 
i  —      Bn^cos'l  V /iNe''-ie''''Y)/cosD, 


{g) 


J 

cos  - 

(7  =  -Bni       1 

^'  2  COS  ^ 


2/Ne/»e'/''Y)/-'cosD, 


5  =  -  \\nl î y  u  ^e''e''''r\f-^  sinl), 

cos  -  cosu; 

2  ^ 

J 

tang  - 

V=     Rnt       ^      ^(^k)^e''e"^'Tif&\nTt. 
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Nous  aurons  ensuite,  pour  déterminer  les  variations  séculaires  du  premier 
ordre  des  éléments  de  la  planète  P,  les  formules  suivantes  : 

di  l  =zdi£  =  <âs,  +  Jtang  -  +  tang  -  sincp^iô, 

■     (5,  e  =  ^, 

(h)  {  -  © 

eôjCT  =  r?  +  e  tang -'- sin9  ôjô, 

ôi9  =—  g  sin(T—  Ô)+  (S  + V)cos(t  —  Ô), 
siiKp  (5i  0  =r  +  (/cos(T  —  Ô)  +  (S+  V)  sin(T—  0). 

On  retrouve  le  résultat  du  n"  73  :  dans  la  première  approximation,  le  grand  axe 
n'a  pas  d'inégalités  séculaires,  tandis  que  les  cinq  autres  éléments  s,  e,  w,  ç,  ô 
en  sont  affectés. 

Il  sera  facile  de  calculer  par  les  formules  (g)  et  (A)  les  variations  annuelles 
de  ces  cinq  éléments;  il  suffira,  en  effet,  de  faire  ^  =  i,  en  supposant  que  n  et  n' 
soient  exprimés  en  prenant  l'année  julienne  de  365J,  i5  pour  unité  de  temps.  On 
trouvera  ces  valeurs  numériques  pour  les  anciennes  planètes  dans  le  tome  ÎI  des 
Annales  de  V Observatoire  de  Paris ,  p.  loo  et  102.  Il  faut,  bien  entendu,  faire  la 
somme  des  valeurs  obtenues  en  combinant  la  planète  P,  d'abord  avec  P',  puis 
avec  P", 

Si  l'on  fait,  pour  chacun  des  éléments,  la  somme  des  inégalités  périodiques  et 
séculaires  données  par  les  formules  (/)  et  (A),  on  aura  l'ensemble  des  inéga- 
lités du  premier  ordre. 

137.   Occupons-nous  maintenant  de  la  planète  P'. 

Nous  nous  bornerons  à  reproduire  les  formules  sans  explication,  vu  qu'elles 
sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'obtenir. 
Nous  posons 

d^  m    ,    ,.  ()R,,o  d^K"  „  m  (?R,  „ 

dt  ix'  âl'  dt^  /ji'  dl' 

d'^'  m    ,    ,,  (?Ri,o  d§'  m    ,   ,        ,,^Rio 

,   ,        J 
dt   ~         [>J  e'  dvs'  '  dt   ~~      1  II!      côsTj/        dn    ' 


dt  2 /jl'         J         ,,-n    dx'  dt  ix'       cosd>'       V  àl'  dus 

'      CCS-  COS4;  ^ 


(I')  -^  =  ^,^B'. 

fx'    n        [x' 
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Les  formules  (C)  du  n"  132  nous  donnent 


at  ^^ 

dV-  ^^ 


dt 


dS' 


2B 


'«  i:( 


aa 


B'n  cos 


dt        2        cos 


jy-^    ^f^'e''e"''f]f-'coiD, 


d&  I  B'/2 


<r/^         2  J  ■ , 

cos  -  cosu> 

2-  ^ 


y  aNe^'e'^^'Y)/-'  sinD, 


B'ntang  - 

~  y  (t'+A:')N'e/'e''''-n^'sinD; 

cos4''       ^^ 


(C) 


da^_df^  ^  -  ^, 

dt   ~   dt'  dt-   "    6/^2  ' 

de'       dX'  J;'  a?.f'       .         9'    •      ,  ^^' 

^  z=  — j-  +  lang  —  -77  +  tang  ^  sm9'  -7- ' 
dt         dt  ^  1    dt  ^  1         ^    dt 

de'        d(S'  ^        ^'.1^1     ^t' 

-  tang^cos^;'— ^  -TT-. 


é' -y- = -ï- +  e  tang -^  sin  cp' -77  > 

^=      si„(.-.)f-cos(.-.)(f -.f). 
3i„,-f=-cos(.-.)f-sin(.'-.)(f-f> 


{d') 
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On  trouvera  sans  peine,  en  partant  des  formules  {b'), 

^^  f  -h  f  y 

A'  =  -3B'v  y  7^-ir^i  N'e'^e'/''Y)/sinD, 
-^^  {i  +  i  vy 

r?  =      B'  cosJ;'  y  ^-^  N'e/'e'^''-^Yî/sinD, 
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B' cos  - 

1  2 

2  cos  4»' 


y  -^Xr-  N'e/'e.'/^'Y)/-»  sinD, 
.*iJ  i  -\- 1  •'j 

S'  —  -  -  -^ y  -^A^  NV'e'/''Yî/-'  cosD, 

COS  -  cosd»' 

2  ^ 


cos^];' 


y  '— 4-N'e/'e'^''yi/cosD. 


Les  inégalités  périodiques  de  la  planète  P'  seront  déterminées  par  les  for- 
mules 

a,  s'  =  Jlo'  +  ^^'tang  —  -f- tang^  sin9'ô,9', 


(/') 


a.  e'  rtr  Çi?'  —  tang  ^  cos A>'  ^, 
2  ^   2  a' 

e'ôicr'— f'-+re'lang  ^  sincp'âi^', 

a,9'=      g'sin(T'-  5')  -  (5'+  V')cos(t'-  B'), 
sino'  a,0'  r=—  g'cos(T'-  9')  —  (S'+  V)  sin(T'-  0'). 


On  aura  enfin,  pour  le  calcul  des  inégalités  séculaires, 

D  =  A'co  +  k'm'  ■+■  ut' 
T.  -  I. 
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Jl'  =  o,        A'=o, 


ON' 


a  -^ h  N'  )  e''e''''nfcos'D, 


iff') 


§'  =    B' nt  cos^'  ^  h' W  e''e''''-'nf  cosT), 

J 

cos  - 


&  z=  -B'nt 

2 


I 


cos  -  cosu> 

2  ^ 


V  iiWe''e''''nf-^sm\), 


lang  - 

d^a'  =:  O,  Ô,  p'  rrr  O, 


^' 


9   .:. 


(/O 


(5,/'  --=  ô,  s' =  JU' +  5^' tang  ^  +  lang  J- sin9' (5,9', 

a,e'  =r, 

ei(5iGT'  =  .î'  +  e'tang  ^  sintp'âiô', 

ô,9'  =      Ç'sin(T'— 5')  — (5'  +  V')cos(r'  — ô'), 
sin9'ai0'  =-g'cos(T'  — 9')  — (G'+ V')sin(T'— 5'). 


Le  lecteur  trouvera  une  application  très  détaillée  des  formules  ci-dessus  dans 
le  tome  X  des  Annales  de  r Observatoire  de  Parais,  pour  Jupiter  et  Saturne.  Les 
Tableaux  numériques  donnant  les  valeurs  des  quantités  A,  L,  ...,  T  y  occupent 
les  pages  no  à  i25;  les  pages  127  à  142  sont  remplies  par  les  Tableaux  qui 
répondent  aux  formules  (/).  Les  données  correspondantes  pour  Saturne  se 
trouvent  dans  le  même  volume,  p.  i45  à  i63  et  p.  164  à  t83. 

138.  On  peut  présenter  sous  une  forme  un  peu  différente  le  calcul  des  per- 
turbations du  premier  ordre  de  cp  et  6,  cp'  et  ô'. 
On  a  trouvé 


(2) 


ô,<p  =  — gsin(T  — 9)  +  (5-f- V)cos(t-  9), 
sin9a,  e  =  +  gcos  (t  —  9)  +  (S  +  V)  sin  (t  —  6). 


Supposons  que  l'on  change  de  plan  fixe  et  que  l'on  adopte  la  position  du  plan  de 
l'orbite  de  la  planète  P'  à  un  moment  donné  /„  ;  nous  savons  que  les  quantités 
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cj,  (5  et  V  ne  seront  pas  affectées  par  ce  changement.  On  a,  en  général  (fig.  21), 
NG  =  t:  — ô;  à  l'époque  ^0'  le  grand  cercle  N'G  est  couché  sur  ^j;  on  a  NG  =  o.  La 


X    — -"^N'  N 


quantité  t  —  ô,  qui  est  ainsi  nulle  à  l'instant  t^,  sera  petite,  de  l'ordre  des  masses, 
à  l'époque  t.  Comme  il  s'agit  ici  des  perturbations  du  premier  ordre,  on  pourra 
faire,  dans  les  formules  (2),  t  —  6  =  o  et  sinç  =  sinJ.  Les  valeurs  correspon- 
dantes de  §,  9  et  §,  6  seront  les  perturbations  de  l'inclinaison  et  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  P  sur  le  plan  primitif  de  l'orbite  de  P',  quantités  que  nous 
désignerons  par  $  et  0;  ainsi 

0  =  7NG,        0  =  ^N. 

Les  formules  (2)  donneront  donc 

(i)  ôi$=:S  +  V,         sinJ(5i0=g. 

Ces  équations  offrent  une  représentation  physique  intéressante  des  quantités 
G  +  V  et  (j . 

Les  formules  (2),  entendues  dans  leur  ancienne  généralité,  pourront  s'écrire 


0,9  =:cos(-  —  6)ài^  —  sin(T  —  0)sinJôi0, 
sin9Ôi  6  =  sin  (-  -  9)  ôi$  ^  cos  (t  —  9)  sinJ  ôi0. 


Si  l'on  a  égard  aux  expressions  (d)  de  Cj\  e  et  V  et  que  l'on  pose 


B  cos  -        ^ 

H  =^      -  ^  v-i^  N  e''  e"^'  r/-' , 

2     C0S4>      «  4-  i  V 

« -+- 2(i  H- A-)  sm^- 

K=--  ^ -. r, ~^e'^e"U^-', 

2  J  ,  i -h  l  V 

cos- cos  u; 
2         ^ 


on  pourra  écrire  les  formules  (i)  comme  il  suit  : 

{k)  ô,$  =  2]KcosD,         sinJôi0  =  ^HsinD. 
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En  portant  ces  valeurs  dans  (y),  il  vient 


(0 


sine 


2  Si^cos(D  +  r-.8)  -  2 '^^cosfD -T+ 9), 
2^sin(D  +  r-9)  +  2-i^^'"<»-^  +  ^)- 


On  obtiendra  ainsi  les  diverses  inégalités  périodiques  du  premier  ordre  de  cp  et 
deO. 

On  sait  qu'à  un  argument  donné  D,  dans  lequel  le  coefficient  de  t'  est  u,  cor- 
respondent les  valeurs  —  u,  —  w  +  2,  —  m  +  4,  .  •  •  de/;  si  l'on  peut  négliger 

sin^-  devant  l'unité,  il  sera  permis  de  faire /=  —  u\  les  formules  (3)  donne- 
ront /^N 

1  B  u     {,,,,,,       ^, 

2  cos4>  i  -\-  i  -r^ 

les  expressions  (/)  se  simplifient  et  deviennent 

(/j)  ôiçp  =  2]  Hcos(D4-T— 0),        sin9âi9  =  ^  Hsin(D+T— 9); 

les  formules  {k)  deviennent,  dans  la  même  hypothèse, 

(Ati)  (5,0  =  ^HcosD,         sinJôi0=z^HsinD. 

On  voit  qu'on  passe  de  {k^  )  à  (/,  )  en  remplaçant  simplement  D  par  D  +  i  —  6. 

Si  les  formules  (/,  )  et  {k^  )  ne  sont  pas  entièrement  rigoureuses,  elles  donnent 
du  moins,  sous  une  forme  très  simple,  les  parties  les  plus  importantes  de  S,  9 
et^^ô. 

Dans  ses  théories  des  diverses  planètes.  Le  Verrier  calcule  les  inégalités 
périodiques  du  premier  ordre  de  cp  et  0  par  les  formules  {k)  et  (/). 

Faisons  les  mêmes  modifications  pour  la  planète  P'. 

Soient  $'  et  0'  l'inclinaison  et  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de 
P'  par  rapport  à  la  position  qu'occupe  à  l'époque  /q  le  plan  de  l'orbite  de  P. 

On  trouvera 

(«')  Ô.$'  =  5'+V',         sinJôi0'  =  g'; 

en  portant  ces  expressions  dans  les  formules 

(5,9'=     g'sin(T'-50  — (S'+V')cos(t'— 0'), 
sin9'8,  ô'=-g'cos(T'—  5')  — (S'+ V)  sin(r'—  B'), 
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on  aura 


(/) 


0,9' =—  cos(t'—  0')  ôj<I»'+  sin  (t'—  B')  sinJÔ,e', 
sin^'ô,  Ô'=:-siii(T'-(5')ô,0'— cos(T'-ô')sinJôi0'. 


On  pourra  poser 

{k')  <5, 0'  =  2]  K'  cosD,        sin  J<5,0'  =  ^^  "'  sinD  ; 

on  en  déduira 

\  Oi9'=— ^  — ^ cos(D+t'— ô')+^  cos(D  — r'-t-Ô'). 

139.  Il  nous  faut  donner  encore  les  formules  qui  permettent  de  calculer  les 
perturbations  du  premier  ordre  de  ^z'  et  y],  quantités  qui  figurent  explicitement 
dans  les  développements  des  fonctions  perturbatrices;  la  connaissance  de  ces 
perturbations  est  très  utile  pour  le  calcul  des  inégalités  du  second  ordre. 

La  première  des  formules  (12)  du  n**  130  donne  d'abord 

^  =,  cos(T  -  0)  ^  +  sin  (t  -  9)sin9  ^  -  cos(t'-  b')  ^'  -  sin(T'-  ô')  sinv'  ^; 

en  remplaçant  ^  et  ^  d'une  part,  -^  et  -^  d'autre  part  par  leurs  valeurs  (c) 
et  (f/),  on  trouve  aisément 

^   '  dt~\dt  ^  dt)'^\dt  '^'dt 

On  peut  ensuite  mettre  la- troisième  des  formules  (12)  du  n«  130  sous  cette 
forme 

dV  do' 

(5)  {  —  cos(t'— 6')sin9'-^  — (i  —  cosJ)  sin(T'— Ô') -^ 

dB' 
+  [sin9'cos(T'— 6')  —  sino  cos(r— ô)  H- sinJ] -^' 

Les  quatre  premiers  termes  du  second  membre  se  réduisent  à  -^^  +  -^ 
quand  on  y  remplace,  comme  plus  haut,  -—j  -7-5  -—^  -7-  par  leurs  valeurs  (c) 
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et  (c').    Il  y  a   lieu  de  transformer  le  coefficient  de  -^r-  en  y  mettant  pour 

cos(':  —  0)  et  cos(t'—  0')  leurs  expressions  tirées  des  relations 

<»  ■ 

cos9'==  coscp  cosJ  +  sin©  sin J  cos(t  —  B), 
coscp  :=  coscp'cosJ  —  sin  cp' siii  J  cos  ( r'—  B'). 

On  trouve  ainsi 


sm 


,        ,  ,      c/x        •             /        ûx        •    T       sin^J  — (i  —  cosJ)  (coso  4- coso' ) 
cp'  cos(t'—  B')  —  smcpcosfT—  B)  +  sinJ  = -— ^ r-^ ■ ^ 

=  lang-  (  2Cos^ C0S9  —  C0S9 

2  y  2  y 


2  tang  -  (  sin^  -  +  sin^ sin^  -  )> 

"  2  \         2  2  2 


et  la  formule  (5)  donne  finalement 


.    _  dz'       dq       dq'  .  -  J    .    ,  ,      .,,  t/9' 

sinJ  ^- = -f^  H — Y 2sm2  -  sinfr'— 6') -^ 

dt        dt        dt  2  dt 

(6)  {  ,        J 

2  tang  -,  ,  ,  ,, 

'  sin- -^'4- sin^ -i sm^-    smcp' 


sin  9'     \        2  2  i)       ^   dt 

Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  de  cette  équation  seront  très 
petits;  car  les  coefficients  de  -^  et  siufp'-^  sont  du  second  ordre  par  rapport 

aux  inclinaisons. 

En  intégrant  les  équations  (4)  et  (6)   multipliées  par  dt,  on  obtient   les 
expressions  suivantes  pour  les  perturbations  du  premier  ordre  de  J  et  de  t'  : 

sinJ(5iT'=CJ-f-(,"— 2sin2  -  ^m{r  —  B')h^o' 

J 

2  tang  - 


*=  2/0  o'  J\ 

-\ : — r-(  sin^  -  4-  sin'^ sin^  -  )  sin  9' ô.  9'; 

sm9'    \        2  2  2/       ^ 


d'où,  à  cause  de  y]  =  sin  -> 


J  (s  +  V)  +  (ro'  +  v') 

ijYÎ  =z  COS 


2  2 


(„,)  |v)ô.r'=-4[^^^-sin^^sin(r'-ô')ô,9' 

+  lang  -  (  sin^  ^  +  sin^  ^  —  sin^  -\^,  ÔM 


COS  - 
2 
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Le  plus  souvent,  ces  formules  pourront  être  réduites  à 


('».) 


OU  encore  a 


2 


rioàiz 


(n) 


I  y)^aiT'=  i  [sinja,0  +  sinjai0'], 


formules  dans  lesquelles  on  devra  remplacer  <5,(î>,  sinJ<5,0,  Si$',  sin  J(5,0'  par 
leurs  expressions  (k)  et  (k'),  si  l'on  veut  avoir  les  inégalités  périodiques  de  y] 
et  de  t'. 

On  pourra  obtenir  aussi  les  inégalités  séculaires  du  premier  ordre  de  y]  et  t', 
en  remplaçant  dans  les  formules  (m),  g,  e,  V,  (/',  g',  V  par  leurs  expres- 
sions (g)  et  (g'),  et  §,  ©',  Si  0'  par  les  valeurs  (h');  on  voit  ainsi  que  les  quan- 
tités 7]  et  ^'  sont  affectées  d'inégalités  séculaires. 

140.  Nous  avons  dit  déjà  au  n**  63  que,  quand  les  inclinaisons  ç  et  9'  des  or- 
bites sont  très  petites,  il  est  souvent  avantageux  d'introduire,  au  lieu  des 
quatre  quantités  ç,  0,  0',  G',  quatre  nouvelles  variables  p,  q,  p\  q'  définies  par  les 
relations 


(7) 


/?  =  tangcp  sin9,  «7  =  tangcp  cos9, 

p'=:tSing(ij)'sinS',         7'=  tang9'cos0'; 


on  y  trouve  cet  avantage  que  les  variations  der^oT^,/?',  q'  sont  toujours  petites; 
il  n'en  serait  pas  de  même  de  la  variationj^6  si  cp  était  très  petit;  de  plus,  l'in- 
troduction des  variables/?  et  q  facilite  le  calcul  des  perturbations  de  la  latitude 
liéliocentrique. 

En  différentiant  la  première  des  formules  (7)  et  remplaçant  3^  et  -^  par 

leur§  expressions,  on  trouve  successivement 

dp                         ^  dO         sin9   do       cos9    .       dO        sin9  do            ^  1  .    ^do 

-j-  =  tai)g9  COS&  -y-  H r ±  = sino  -7-  h -±  h tangcp  sm9  -^ 

dt  °^  dt       cos^9  dt        COS9        ^  dt        COS9  dt        coso  ^  dt 


cos5 
coso 


COSCJ 


9 


coso        flf^ 
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C'est  ainsi  qu'on  obtient  les  formules  suivantes  : 

dp  dQ  .        fd^        dV  \ 


cos© 


dt 


cosr^+smr(^^-i-^j+/.langî^^ 


dq  .        dQ  (d^ 


(8) 


cos©  -V-  = —  sinr  -f^  h-cost  i  -^  + 
^    dt  dl 


<iS        dS\ 


<p   <T?cp 


cosco 


dt 


COST 


9'    <3?(p' 


2      <f^ 


C0S9'  -i-  =  +  sin  t'  -^-  -  cost'  (  ^-^  +  ^  )  +  ^'tang ^  ^9;;- 


1 


cp'  t/ç' 

2       G?^ 


On  peut  avoir  besoin  d'exprimer  J,  t  et  t'  à  l'aide  de  /?,  q,  p'  et  q'  ;  pour  cela, 
il  y  a  lieu  de  se  reporter  aux  deux  dernières  formules  (4)  du  n°  117,  et  de  les 
multiplier  respectivement  par  cosO'  et  sinG',  ce  qui  donne 

sinlsinr'—  sincp  cosô'sin(ô—  B')  —  coscp  sin<p'  sinô'  4-  sin9  cos9'sin0'  cos(9  —  6'), 
d'où 

— ^'^ ;  sinr'  — tang©  sin0  —  tang9'sinÔ' 

COS9COS9' 

+  ^^Mir_cos9'sin9  +  cos9'sin0'cos(9— 9')-Hcos5'siQ((5  — 9')1 

COS9'     «-  T  T  V 

sinJ         .     ,                ,          -99'  tang9    .    ,^      û,,        ^^ 
:  sinT  =:/?  — />  -H  2sin2  ^ ^  sin(0  —  B')  cos9', 

COS9COS9'  r         /-  2     COS9' 

en  remplaçant,  dans  le  coefficient  de  -^M|,  sinO  par 

sin9'cos(9-9')  +  cos9'sin(9— 9'). 

C'est  ainsi,  et  par  des  calculs  analogues,  que  l'on  arrive  aux  formules  ci- 
dessous  : 


ou 


sinJ 


(9) 


COS9  COS9 
sinJ 


7  sinr  =  /?  —  »'  +  2sin2Î    ^"^^  sin(9—  9')cos0, 


2       COS( 


(9') 


-J  COST  =7  -  7'  -  2sin2  2  ^^^^  sin(9-  0')sin0; 

COS9COS9'  -7  ï  2        COS9 

:  smT'  =  p  — />'+  2Sin2-i ^  sm(9  —  Ô')  cos  &', 

COS9COS9'  r         r  2     COS9' 


sinJ 


cosr 


cos  9  cos  9 
D'autre  part,  la  formule 


::=  ^  _.  ^'  _  2  sin^  î^  ^^^  s)n(9  -  ô')  sin  9'. 


2   cos 


cosJ  =  COS9  COS9'  +  sin9  sin9'  cos(9  —  Q') 
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donne 

COSJ  =  COS9  COScp'(l  -+-/>/>' -i- </^'); 

or 
d'où 


cos''(p  cos''9 


2^'—  ' 


il  en  résulte  successivement 

cosM  =  (j+/>y-t-g-70^ 

{i -^ p' +  q')  {i  +  p" -\- q'^y 

(.0)  .,r.rr.j-(p-py-^i9-g'r-^{pq'~qpy 

{l-^pp'  +  qq'f 

Les  formules  (9),  (9')  et  (10)  sont  rigoureuses  et  déterminent  avec  précision 
les  quantités  J,  t  et  t',  en  fonction  des  auxiliaires/?,  q,  p\  q  . 

En  négligeant  les  cubes  des  inclinaisons,  les  relations  (9')  donnent 


sinJ  sinr' =:/)—/?', 
sinJ  cost'  =  ^  —  q' . 


(Il) 

D'autre  part,  la  formule  approchée 

T  —  t'=  -  tangcplang<p'sin(6— ô'), 
démontrée  au  n°  117,  donne,  en  exprimant  t  —  t'  en  secondes, 

(12)  ^-.'  —  PsLzi'ipL. 

sin  1" 

On  tirera  des  équations  (8)  les  formules  suivantes  pour  calculer  les  pertur- 
bations du  premier  ordre  des  quantités/?,  ^, /?',  q'  : 

l  COS9  <5i/?  =r      i^  cosT  +  (G  +  V)  sinr  4- /?  lang  ^  a, 9, 
(•3) 

/  COS9  ô;7  ——^  sinr  +  (5  +  V)cost  -h  q  tang  ?  ^19; 

icos9'ô,/>'  =  —  (J'cost'—  (5'+  V)  sinT'4- />'  tang  ^  ^,9',      • 
C0S9' a,  ^'  =r  +  g'sinr'  —  (S'  4-  V')cost'  +  q'  lang  ^  ô,  9'. 
T   -  1.  ^  /:/. 
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On  peut  écrire  encore,  à  cause  des  relations  (/)  et  (/'), 


(o) 


(o') 


l  C0S9  èip  —      sin-r  <5,<ï>  4-  cost  sinJoj©  -h  p  tang  -  (5,9, 


COS9  (5j  (j  =.      COST  (5i$  —  sinr  sinJ  (5i0  +  q  tang  -  ôjtp; 
(  coscf' èip'  =  —  sinz' èi*^'  —  cost' sinJô,0'  +  /?' tang  ^  Ô19', 


o' 


cos9'(5i^'=:  — cost'(5i<5'+  sinT'sinJ(5i0'4-^'tang  -^  15,9'. 


Ces  formules  permettent  de  calculer  les  inégalités  périodiques  du  premier 
ordre  de p,q,  p' y  q',  et  aussi  leurs  inégalités  séculaires,  ou  plutôt  leurs  varia- 
tions annuelles. 

En  tenant  compte  des  relations  {k)  et  (^'),  on  peut  mettre  les  formules  (o) 
et  (o')  sous  cette  forme  : 


(Oi) 


COS9  èip  =:       \ sin(D  +  t)  +  21  ' sin(D  —  r)  +/;  tang  -  Ô19, 

COS9  àiç  =       \^  cos(D  +  t)  —  ^  cos(D  —  t)  -\-  q  tang  -^  Ô19; 

cos9'ôi/?'=:—    >   — sin(D  +  T  )  —  >   sin(I)  —  t  )  +/>'tang  ^  Ô19', 

cos9'ôig''  =  —    >  ■ cos(D  +  r )  +  X  ■ cos(D  —  t  )  +  ^'tang  -^  dio' . 

Les  derniers  termes  des  seconds  membres  de  ces  équations,  ceux  qui  contien- 
nent S, 9  etS, cp',  seront  le  plus  souvent  négligeables;  on  en  tiendra  compte, 
s'il  y  a  lieu,  en  ayant  égard  aux  relations  (/)  et  (/'). 

Il  nous  reste  enfin  à  calculer  les  inégalités  du  premier  ordre  de  t;'—  t;  elles 
nous  seront  nécessaires  pour  calculer  celles  de  X  et  w  par  les  formules 

)i  t=  /  4-  t'  —  T,         w  =  ro  +  t'  —  T, 

en  partant  des  inégalités  de  /et  tir,  lesquelles  ont  été  considérées  déjà;  or  on 
tire  de  la  formule  (12) 

(/>)  Mz'-T)='-{p'd,q~-q'è,p-pè,q'-^qd,p'); 

donc,  en  tenant  compte  des  formules  (o,)  et  (o'J,  on  aura  les  perturbations 
cherchées,  lesquelles  sont  d'ailleurs  très  petites  et  négligeables  dans  un  grand 
nombre  de  cas. 
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La  différence  t'  —  t  sera  affectée  d'une  petite  inégalité  séculaire  du  premier 
ordre. 

141.  Les  trois  termes  de  l'expression  {h)  de§,/=S,  £  contiennent ^  en  facteur; 
soit  (T/la  somme  de  ces  trois  termes;  on  voit  que  l'expression  de/,  fournie  parla 
première  approximation,  sera  de  la  forme 

(i4)  «^  +  e  +  (7^  +  les  perturbations  périodiques; 

<jI  représente  les  inégalités  séculaires  du  premier  ordre  de  l'élément  £. 
Le  coefficient  de  i  dans  cette  formule  (i4)  est  égal  à  /î,,  en  posant 

ni=r:  rt  +  a; 

c'est  lui  que  l'on  obtiendra  directement  quand  on  comparera  deux  valeurs  de  la 
longitude  moyenne  déduites  des  observations  faites  à  deux  époques  séparées  par 
un  intervalle  de  temps  considérable,  il  est  naturel  de  déterminer  une  quantité 
a^  par  la  relation 

(i5)  n\a\  -=  f(i  -+-  m); 

on  a  déjà 


et  l'on  en  conclut 


n'^a^=i  f  (i  -h  m), 

d'où,  en  négligeant  a-,  qui  est  de  l'ordre  de  m'% 
(.6)  «  =  a,(,+  |i-). 

On  pourra  écrire  ainsi  l'expression  (i4) 

«1  ^  +  e  +  les  perturbations  périodiques; 

on  calculera  «, ,  puis  a  par  les  relations  (i  5)  et  (i6)  ;  partout  où  a  figurait  direc- 
tement, on  devra  donc  mettre  sa  valeur  (i6).  Sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  ce 
qui  entre  jusqu'ici  dans  nos  formules,  c'est  nl  —  (n^  —  (y)t;  on  devrait  donc  faire 
cette  substitution  si  l'on  tenait  à  ordonner  rigoureusement  suivant  les  puis- 
sances des  masses  perturbatrices.  Mais,  dans  l'approximation  suivante,  il  fau- 
drait remplacer  /  par  n,/ 4- s +... ,  c'est-à-dire  arriver  finalement  à  mettre  n^ 
au  lieu  de  n;  il  vaut  donc  mieux  le  faire  dès  la  première  approximation. 

Quand  n  figure  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus,  il  n'est  là  que  pour 
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abréger  l'écriture  et  représente  l'expression  i/-^^ — r~~^^  c'est  ce  qui  arrive,  par 

exemple,  pour  le  coefficient  —  na^  qui  entre  dans  la  première  des  formules  {a). 

F" 

On  ne  doit  pas  y  remplacer  n  par  /i<,  mais  écrire 


toutefois,  pour  la  première  approximation,  on  pourra  ne  pas  tenir  compte  du 
terme  en  a  de  l'expression  précédente,  car  cela  reviendrait  à  introduire  immé- 
diatement un  terme  de  l'ordre  du  carré  des  masses;  on  voit  donc  que,  dans  la 

première  approximation,  on  pourra  prendre  ^ —  na-  =  —  n^a'^,  ce  qui  revient  à 

remplacer  partout  net  a  respectivement  par  /i,  et  «,  ;  mais,  dans  les  approxima- 
tions suivantes,  il  faudra  procéder  comme  nous  l'avons  indiqué  (^  ). 

Donnons  quelques  indications  sur  le  calcul  de  a,  par  la  formule  (i5);  nous 
appliquerons  cette  formule  au  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  en  met- 
tant deux  accents  aux  lettres;  nous  aurons  ainsi 

(17)  f(i  +  /n")  =  «7a';% 

2  a^ 

3  n\ 

En  éliminant  feutre  (i5)  et  (17),  il  vient 

3 


^1  V  7+"^  ~J' 


l'unité  de  longueur  étant  arbitraire,  nous  la  choisirons  de  manière  que  a]  =  i, 
ce  qui  nous  donnera 

2  a" 
à  n^ 

La  formule  (17)  montre  que  l'unité  de  longueur  se  trouve  être  actuellement  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  fictive  qui  ne  serait  soumise  qu'à  l'ac- 
tion du  Soleil,  et  serait  animée  d'un  moyen  mouvement  égal  au  moyen  mouve- 


('  )  Pour  ne  pas  multiplier  à  l'excès  les  notations,  nous  laisserons  /i  et  a  là  où  nous  devrions  mettre 
«1  et  rt). 
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ment  apparent  de  la  Terre.  On  a,  par  les  observations,  pour  le  moyen  mouve- 
ment de  la  Terre,  en  une  année  julienne  de  365^,25,  «'^  —  i  295977",38.  Le 

Verrier  adopte  m!'  =  ô-^t—'  fit  il  a  trouvé,  par  la  théorie  du  mouvement  de  la 

Terre,  a"—  h-  2", 507.  Les  formules  ci-dessus  deviennent  ainsi 

3 . _  2 

«1  =  (4, 0750645)  V  I  +  m  «j  ^, 

('8)  \n-n.l^+l^\ 


3  «1 
a"=;  1 ,000001  29; 

le  nombre  mis  entre  parenthèses  dans  la  première  de  ces  formules  désigne  un 
logarithme. 

Remarque.  —  Le  changement  de  n  en  n^  permet  de  tenir  compte,  avec  la 
même  forme  analytique,  des  inégalités  séculaires  du  premier  ordre  de  l'élé- 
ment £. 

Nota.  —  Outre  le  lome  X  des  Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  on  pourra  consulter 
avec  fruit,  pour  l'application  des  formules  de  ce  Chapitre,  un  travail  de  M.  Perrotin  sur 
les  perturbations  de  Vesta  {Annales  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  t.  I). 
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CHAPITRE  XXI. 

PERTURBATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  DES  COORDONNÉES 
HÉLIOCENTRIQUES. 


.  Quand  on  connaît  les  perturbations  des  éléments  de  l'orbite  d'une  planète  P, 
il  est  facile  d'en  déduire  les  perturbatibns  des  coordonnées  héliocentriqiies. 
Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  perturbations  du  premier  ordre  par  rap- 
port aux  masses. 

142.    Perturbations    de    la    longitude    héliocentrique.    —  Considérons 
d'abord  la  longitude  dans  l'orbite,  v.  L'anomalie  moyenne  est  égale  à 

/  —  5Î  =  X  ^ —  Cl), 

et  l'on  a,  en  se  reportant  à  l'expression  de  l'équation  du  centre,  y,  donnée  au 
n»  93, 


y  =  Ci  sin(>.  —  o))  -h  C2sin2(X— w)  +. .  .=:  CiSin(/ —  cr)  -+- C2sin2  (/  — gt)  -+-.  .  . , 


(0 

avec  ces  valeurs  de  C<,  Cj, 


On  voit  que  la  valeur  de  v  dépend  des  trois  quantités  /,  e  et  ct.  Il  n'y  a  qu'à 
remplacer  ces  quantités  par  leurs  valeurs  en  tenant  compte  des  perturbations 
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du  premier  ordre  déterminées  dans  le  Chapitre  précédent,  savoir 

/ -f- (5, /,     e-hdie,     m-hôiGT. 

On  trouvera  par  la  formule  de  Taylor,  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits 
de  S,  /,  S^  e,  S,  Gî  que  nous  laissons  actuellement  de  côté  comme  contenant  m'-  en 
facteur, 

âiP  =  ôi^H-  Cl  COS(A  —  &L>)ôi/-|-  2C2  C0S2  (X  —  0))  di/4-.  .  . 

dC  C 

+  —~  sin  (X—  ûj)  (5, e —  cos(X  —  co)  eô,GT, 

(3)  1  ^  ^ 

J  + -T— sm2(À  —  &)j  à,e cos2(â  —  w)  eô, GT, 


--t-. 


On  tirera  d'ailleurs  les  valeurs  de-—,  -j-,  ■  •  des  fbrmules(2),  savoi 


(4) 


^C, 

r=  2  • 

-•^1 

{- 

2 
)  + 

de 

K-^j 

r 

c/C» 

(''\ 

—  3  1 

—   1 

de 

UJ 

.  .  , 

ftt  I3& 


Les  formules  (y)  et  (A)  du  n°435  donnent  les  expressions  de  §,/,  S<e  et 
eâjCT.  Si  nous  considérons  spécialement  dans  ces  expressions,  ce  qui  con- 
cerne un  même  argument, 

D  =  il  +  i't+k(^  -r  k'm'^  iix\ 
et  si  nous  posons  d'une  manière  générale 

(0)  '     ^'  (5,e-2!'^'^cosD, 

[  /  —  e  ôi  CT  =  y  cDb  sin  D, 

la  formule  (3)  nous  donnera 

ôi(^  =  01/+  V  [2  ^siiiD  cosy  (A  —  oj)  +  DU  cosD  siny(X  —  w)  —  DX)  sinDcosy  (X  —  w)] 
ou  bien 
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On  peut  faire  une  remarque  utile  :  Cy  contient  des  termes  en  e^ ,  e^^-,  eJ^\  ...  ; 
e  étant  supposé  petit,  le  premier  de  ces  termes  sera  de  beaucoup  le  plus  impor- 
tant, et  l'on  aura  à  peu  près 

(7)  ^=/^>. 
^"'  de        '   e 

D'autre  part,  en  se  reportant  aux  formules  {d)  et  (/)  du  n"  135,  on  voit  que 
les  parties  principales  de  S,e  et  e§,cî  ont  pour  expressions 

Ô,e  =  a^rr:-.B  V   -r-    ^-.,      N  6^'-' c'^^' t/ COSD, 
Ji^   l-\-  l'-'J 

eà,m  =  ^^     B  y   ■    '\,    ^e''-'e"^'nfi\n\). 
Si  on  les  rapproche  des  formules  (5),  on  trouve 

fie  ■  le 

de       i  +  i  -J 
■^    c        t  H-  ï  '<v 

En  tenant  compte  de  l'équation  approchée  (7),  il  vient 

DZ,  _       h 

Or  les  valeurs  de  h  sont  égales  à  \k\  ou  | ^ |  +  2,  ...  ;  les  termes  les  plus  impor- 
tants correspondront  k  h  =  \k\,  ce  qui  donne 

dl>=±z  DYi. 

Donc,  dans  l'expression  (6),  l'une  ou  l'autre  des  quantités  OlL  +  dZ  et  D\L  —  DX, 
sera  voisine  de  zéro,  et  il  en  résultera  une  simplification  notable. 

On  calculera  de  même  les  perturbations  de  la  longitude  qui  répondent  aux 
inégalités  séculaires  de  e  et  rs.  Toutefois,  il  convient  de  dire  que  les  astronomes 
ont  l'habitude  de  ne  pas  faire  figurer  les  inégalités  séculaires  de  gï  dans  le  calcul 
de  §,^;  cela  tient  à  ce  qu'ils  calculent  l'équation  du  centre  par  les  formules  du 
mouvement  elliptique 

5 

(8)  y  =  2esinÇ -h -re^sin  2?  +  .. ., 

Ç  =  /  —  GT, 

mais,  en  y  introduisant  la  valeur  de  w  affectée  de  ses  inégalités  séculaires.  Ils 
emploient  généralement  aussi  dans  ce  calcul  la  longitude  moyenne  nt -h  i  du 
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mouvement  elliptique  augmentée  de  ses  inégalités  à  longues  périodes.  L'ex- 
pression (  8)  de  y  est  convertie  en  Table  d'argument  ^  ;  c'est  cet  argument  sur  le- 
quel on  fait  porter  et  les  inégalités  séculaires  de  cr  et  les  inégalités  à  longues 
périodes  de  /. 

On  voit  donc  que,  dans  la  formule  (3),  §,  cr  doit  représenter  l'ensemble  des 
inégalités  périodiques  décret  §,/  l'ensemble  des  inégalités  du  premier  ordre 
de  /,  en  omettant  celles  qui  ont  de  longues  périodes.  On  a  vu,  à  la  fin  du  Cha- 
pitre précédent,  que  /  peut  être  considéré  comme  n'ayant  pas  d'inégalités  sécu- 
laires du  premier  ordre;  la  variation  séculaire  de  l'équation  du  centre  ne  pro- 
viendra donc  que  de  la  variation  séculaire  de  l'excentricité.  On  la  calcule  comme 
il  suit  : 

On  a 


les  formules 


donnent 


ày       d{w  —  K)       div 

de             de              de  ' 

I               / 1  -1-  e            I 
tang-..==y/-3-lang-.., 

Il  —  e  sin  «  =  Ç 

du 
d^ 

sinu              .       i  +  ecosMP- 

I  —  e  cos  u                     I  —  e^ 

ÔiV 

sin«' 
sinu 

du        sin«p         .        i  +  ecostv        smw 

de 

de        i  —  e^                     1  —  e^            i  —  e^ 

ô.y: 

—  sm(p  —  m)  ■ ^ aie. 

On  aura  donc 


Si  l'on  attribue  à  o,  e  sa  variation  séculaire,  on  aura  pour  5, y  une  expression 
de  la  forme  at;  a  est  une  fonction  de  s^  ou  de  t;  on  donnera  sa  valeur  dans  la 
Table  même  dont  on  a  parlé  ci-dessus,  à  côté  de  la  valeur  de  l'équation  du 
centre  qui  résulte  de  la  formule  (8). 

Quand  on  aura  obtenu  le^  diverses  inégalités  périodiques  de  c^,  on  y  remettra 
l  -h  ':'  —  T  et  Gî  -h  t'  —  T  au  lieu  de  X  et  o).  On  réduira  ensuite  en  un  seul  tous 
les  termes  dépendant  d'un  même  arc  gt -h  (3,  et  l'on  construira,  une  fois  pour 
toutes,  une  Table  numérique  avec  t  pour  argument,  donnant  la  valeur  de  l'iné- 
galité en  question. 

On  passera  de  la  longitude  ^  dans  l'orbite  à  la  longitude  héliocentrique  i^, 
par  les  formules  (/)  du  n°  33, 

lang^-  tang* - 

p-= ; — rr  sin2((^—  0)+  —. — ^-  sin4(<'  —  9)—..., 

'^  sim"  ^  '        sin2"         ^  ^ 

i>i  —  ç-hp; 
T.  -    l.  45 
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les  inégalités  de  p  seront  généralement  insensibles,  et  on  les  atténuera  en  rem- 
plaçant ç^  par  sa  valeur  perturbée;  il  y  aura  lieu  toutefois  de  tenir  compte  de  la 
variation  séculaire  de  p  provenant  de  celles  de  9  et  0. 

143.  Perturbations  du  rayon  vecteur.  —  On  a,  en  se  reportant  à  la  valeur 
de  X  donnée  au  n°  93, 

(9)  /•  =  a  +  ax  =  rtAo4-  «Al  cos(/--  îît)  -r  «A,  cos2(/  —  gî)  +.  .  ., 

avec  ces  valeurs  des  coefficients. 


(10) 


An  =  I  +  2 


A.^--MfW3(f 


0      e 
6  Va 


3    U 


On  tirera  de  là  les  dérivées 

dAo       <^Ai       dk^ 
de  de         de 

après  quoi,  si  l'on  remplace  dans  la  formule  (9)  a,  e,  /  et  trr  par  «+  ^^a, 
e  +  ^,  e,  /  +  S<  /,  cr  -h  S,  tir,  on  aura,  en  négligeant  les  carrés  des  masses  pertur- 
batrices, l'expression  suivante  de  l^r, 

ôir  =  Aoôia  +  AiCOs(A—  m)  ôja  h- A2  cos2  (X  —  w)  à\a  +  .  . . 
—  aki  sin(}i  —  w)  ^^1—  ^ak^  sin2(>  —  oj)ôi/  — . . . 


('!) 


^ô.e  +  acos(X-(o)^^aie  +  acoS2(A-a))^^^ô,e+... 


de 


H sm(>.  —  w)  eôiCTH sin2(/  —  wjeôiCT  +  .  . . . 

Considérons  les  termes  qui  contiennent  un  même  argument  D,  et  posons 

-  Ay  ôi  a  =  ^  H  cosD, 
-  jakjà^l  — -  y  K  sinD, 


(12) 
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en  portant  dans  (i  i),  il  viendra 


(.3) 


^'''  ""  2  [     (h  +  K  ^^  —^-5)  cos(D  -hy/.  -,/G)) 

+  (H-K+Ç^)cos(D-yX-i-ya))J. 


On  verra,  comme  pour  §,  v,  que  l'une  ou  l'autre  des  quantités  P  h-  Q  et  P  —  Q 
sera  généralement  très  petite. 

On  construira  une  Table  numérique  donnant  la  valeur  de 

(i4)  -  — -  Aq  +  Al  cosC  +  A2COS2Ç +. . . . 

Dans  chaque  calcul  de  r,  à  l'aide  de  la  Table,  on  déterminera  la  valeur  de  l'ar- 
gument ^  =  /  —  rar,  en  affectant  cr  de  ses  inégalités  séculaires,  et  /  de  ses  inéga- 
lités à  longues  périodes.  Ces  inégalités  de  gt  et  /  devront,  bien  entendu,  être 
omises  dans  les  formules  (12).  La  variation  séculaire  de  r  proviendra  unique- 
ment de  celle  de  e;  on  la  calculera  comme  il  suit  : 

dr  .du  e  —  cos  u 

-T-  =  —  a  cos  u  +  ae  sm  m  -r—  r=  a =:  —  a  cos  w, 

de  de  1  —  e  cos  u 

èir=z  —  a  cos{v  —  uy)  die. 

Si  l'on  attribue  à  04  e  sa  variation  séculaire,  on  aura  §,r=  yt,  y  étant  une 
fonction  de  ço\i  bien  det;  on  inscrira  la  valeur  de  y  dans  la  Table  qui  repré- 
sente l'expression  (i4).  à  côté  de  la  valeur  de  -•  On  réduira  finalement  en  un 

seul  tous  les  termes  périodiques  de  §,  r  dépendant  d'un  même  argument  gt  +  p, 
et  l'on  construira,  une  fois  pour  toutes,  un  nombre  de  Tables  numériques  égal  à 
celui  des  arguments  gt  4-  [3. 

Remarque  importante.  —  Les  perturbations  du  premier  ordre  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur,  calculées  comme  on  vient  de  l'expliquer,  contiendront  des 
termes  dépendant  de  l'anomalie  moyenne^.  Nous  représenterons  ces  termes  par 
Ssin'C-l-  Tcos'C  pour  la  longitude,  et  par  S<sin'C -i- T,cosC  pour  le  rayon  vec- 
teur. Dans  le  mouvement  elliptique,  la  longitude  contient  le  terme  C,sin'C,  et, 
de  même,  le  rayon  vecteur  renferme  le  terme  a  A,  cosT;  on  pourra  donc  écrire, 
en  ne  considérant  dans  v  et  r  que  les  termes  en  sin^  et  cosT, 

(i5)  t^  =  .  .  .  +  (Cl  -+-  S)  sin(/—  !!»j)  -f-Tcos(/—  cj)  +.  . . , 

(iG)  /■  =  ...  Sisiii(/  — Gj)  i-  («AiH-  Ti)  cos(/  — nj)  H-. .  . . 
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On  a,  d'ailleurs, 

c, 

4 

A, 

3    3 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  remplace  les  constantes  e  et  cr  par  e  4-Ae  et 
m  4-  Aîrr,  les  petites  corrections  Ae  et  Act  étant  de  l'ordre  des  masses  perturba- 
trices m',  m",  . . .  ;  en  faisant  cette  substitution  dans  les  formules  (i5)  et(i6), 
on  pourra  laisser  invariables  S,  T,  S,  et  T,  (les  variations  de  ces  quantités  don- 
neraient des  termes  de  l'ordre  de  m"^);  on  pourra  de  même  négliger  les  produits 
tels  que  SAe,  SAgt,  .  .  . ,  et  l'on  prendra  simplement 


dCi  d'Aï 

de  '  de 


On  trouvera  ainsi 


(17)  ('  — .  . .  -h-  (Cl  +  S  4-  aAe)  sin(/—  ro)  +  (T—  2  e  Act)  cos(/—  5t)  4-  .  . 

(18)  r=...(Si—  ac  Agt)  sin(/  —  ct)  +  (aAi-h  t,  —  «  Ae)  cos(/—  rn)  -\- .  . 

Or  on  peut  disposer  des  indéterminées  Ae  et  Avs  de  manière  à  avoir 

S  4-  2  Ae  --  o,         T  —  2  e  Agt  —  o  ; 


d'où 


Ae  — S ,         e  Am  r=  h —  T, 

2  2 


et  les  formules  (17)  et  (18)  deviendront 

(19)  (^zr:.  .  .4-  C,  sinÇ-t-.  .  ., 

(■>.o)  /•  =  (a Al  +  TiH-  -  aS j  cosÇ+  (Si aT j  sinC  +  .  .  .  . 

On  voit  que,  grâce  à  l'artifice  employé,  la  longitude  r  ne  contient  pas  de 
terme  en  cos(^,  et  qu'en  outre  le  coefficient  C,  de  sin'C  est  le  même  que  dans  le 
mouvement  elliptique.  Mais  l'expression  du  rayon  vecteur  contient  un  terme 
en  sin'C,  et  un  autre  en  cos^;  le  coefficient  de  ce  dernier  n'est  plus  le  même  que 
dans  le  mouvement  elliptique.  Il  faudrait  encore  remplacer  e  et  cr  respectivement 

par  e Setcrn dans  les  autres  termes  de  v  et  r,  qui  dépendent  de  2.1, 

3^.  ...  ;  mais  ces  termes  contiennent  e^,  e%  . . . ,  et  la  modification  qu'il  y  aurait 
lieu  de  leur  apporter  serait  insensible.  Enfin  il  n'y  a  pas  lieu  de  faire  la  substi- 
tution en  question  dans  les  perturbations  du  premier  ordre  de  r  et  ç,  car  cela 
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reviendrait  à  tenir  compte  des  carrés  des  masses  perturbatrices.  On  se  bornera 
donc  à  prendre  dans  v  le  même  coefficient  de  sin^  que  dans  le  mouvement  ellip- 
tique, et  l'on  calculera,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  coefficients  de  sinC  et 
cos(^dans  r;  e  et  cr  resteront  des  constantes  dont  la  valeur  sera  fournie  par  les 
observations.  Ainsi  se  trouve  fixée  d'une  manière  précise  la  signification  des 
quantités  e  etrs  qui  n'étaient  jusqu'ici  que  des  constantes  d'intégration,  et  dont 
les  valeurs  pouvaient  dépendre  des  procédés  de  calcul  employés. 

144.  Perturbations  de  la  latitude  héliocentrique.  —  La  latitude  liéliocen- 
trique  s  est  donnée  par  la  formule 

(21)  sin5=:  sin9  sin(('  —  6), 

ou  bien,  en  introduisant  les  quantités/^  =  tangcpsinô,  q  =  tang^cosO, 

{22)  sin5=:  COS9  (^  sinp  —  pcosv). 

Nous  supposerons,  conformément  à  l'usage  généralement  adopté,  que  la  longi- 
tude ^soitaffectée  de  ses  perturbations,  quand  on  l'emploie  dans  la  formule  (21) 
au  calcul  de  la  latitude;  les  perturbations  de  s  ne  dépendront,  d'après  (22),  que 
des  perturbations  de/?,  q  et  ç,  et  l'on  aura 

ces  o 

Si  l'on  a  recours  aux  expressions  de  S,/?  et  S,^,  formules  (o,)  du  n*"  140,  il 
vient 


(23) 


1 S  --      >   •  sm ( ('  —  D  —  t) 


Î.?J 


sin,îâ,cp  I  —  tangjrtangcpôicp 


H+K    . 

cos 

H-K    . 


-  \^2  — ^—  sin(P  +  D-  T)  -  tang.lang  |  ô\<p. 


Le  dernier  terme  de  cette  formule  sera  presque  toujours  insensible,  et,  dans 

les  deux  premiers,  on  pourra  le  plus  souvent  réduire  à  l'unité  le  facteur  ---• 

cos  5 

Il  restera  à  mettre  dans  le  second  membre  de  la  formule  (23)  pour  {^  sa  va- 
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leur  elliptique  /+  2esin(/—  gt)  +...,  et,  le  plus  souvent,  il  suffira  de  rempla- 
cer V  par  /;  les  inégalités  périodiques  de  la  latitude  se  trouveront  donc  aussi 
dépendre  d'arguments  de  la  forme  gt-^^  et  seront  aisément  réduites  en  Tables. 

La  valeur  elliptique  de  .y  fournie  par  la  formule  (21)  sera  également  convertie 
en  une  Table  dans  laquelle  on  entrera  avec  l'argument  v  —  ^,  v  étant  affecté  de 
ses  perturbations,  comme  on  l'a  dit  plus  haut. 

On  trouverait  pareillement,  pour  la  planète  P', 

\  COSy   -^  2 

^'^^'^  1  '      V^  H'-K'    .    ,   ,      ,,        ,,       ,         ,^         9'  .     , 

/  4-^ >   sm(r' -h  JX  — t')  —  tangs' tang  —  Oi9'. 
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CHAPITRE  XXII. 

PREMIERS  TERMES  DES  PERTURDATIONS  PÉRIODIQUES 
DES  COORDONNÉES. 


145.  Les  perturbations  périodiques  des  coordonnées,  qui  sont  du  premier 
ordre  relativement  aux  masses,  déterminées  par  les  formules  du  Chapitre  pré- 
cédent, se  trouveront  développées  suivant  les  puissances  des  petites  quantités  e, 
e'  et  Y]. 

Nous  allons  chercher  les  expressions  analytiques  des  premiers  termes  de  ces 
développements,  en  ne  conservant  que  les  parties  qui  contiennent  linéairement 
e,  é  et  Tj.  Les  formules  auxquelles  nous  arriverons  ont  joué,  à  plusieurs  reprises, 
un  rôle  important  dans  la  Science,  notamment  à  l'occasion  de  la  découverte  de 
Neptune. 

Pour  obtenir,  dans  les  perturbations  des  coordonnées,  les  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  à  e,  6'  et  y],  on  doit  conserver  les  termes  du  second  ordre 
dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice.  Soit  toujours  R,  l'inverse 
de  la  distance  mutuelle  des  deux  planètes  P  et  P';  la  formule  (37)  du  n"  123 
donne  précisément  le  développement  de  R,  avec  les  termes  des  ordres  o,  i 
et  2.  Cette  formule  peut  être  condensée  ainsi  : 

+  ^  (e-  4-  e'-^)  2  N<''  cos/(^'-  >0  +  ^  ^^'  2  ^^'^  COS[i-(/'  -  \)  +  co-gt'] 
\  -'-n'^^^'-'^^^Q^iKy  -k)-^  ^r;2  2B('-')cos[i-(/'-X)  +-2X-2T']; 

l'indice  i  varie  de  —  oc  à  -4-  00;  p  et  fl'  ont  les  valeurs  o,  i  ou  2;  M^''^,,  N''^  et  P^'^ 
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ont  les  expressions  suivantes 


(2) 


■"■'^  0  , 0  —  -^       ' 


MV'.'o  =  -  2  fA(')  -  a 


âa 


m;/',',  =(2i— i)A('-i)+a 


(jAt'-') 


'''"4  2  ^«4 


da^ 


MV')i  •— —  («■  —  i)(2f-  i)A(''-i'  —  (2f  —  t)  a 


()A('-') 
da 


2  oa^ 


I  I  (?A('-2'        I       (?^A('--' 

M'",  =  7  (4t'-7«  +  2)A<'--^)  +  -  (2i-i)a^^^^ h  7  a'-      -:  ., 

""'4  2  da  4  <^a- 


1  ^A(') 

2  (;« 


P(')  =(f_i)(2i  — i)A(''-')  -a 


I     ^  a^A^' 
4""      da'' 

da 


j       <)2A"-i) 
-  a^  — r— - — : 
2  au' 


la  signification  de  A^'^  et  de  B^'~'^  est  la  même  que  dans  les  formules  (r5)  du 
n^  119;  on  voit  que  W^\  et  N''^  restent  les  mêmes  quand  on  change  /  en  —  i. 

On  pourra  remarquer  que,  pour  obtenir  la  formule  (i),  on  a  remplacé  «  par 
«  —  r,  ou  par  i  —  2,  dans  certains  termes  de  la  formule  (37)  du  n'^  123,  et  A"' et 
A2'  respectivement  par 

()A(''  I    ,  ^^A(') 

a  — r —      et     -  a^         ,    • 

da  2         da' 

Soit  Ro,i  la  fonction  perturbatrice  qui  correspond  à  la  planète  P;  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n**  124,  le  développement  de  R^,,  se  déduira  de  celui  de  R,,  en 

remplaçant  A^'^  et  A^-^'  par  A^^'  -  ^2'  et  B'")  par  B  «^  -  ^• 

Il  suffira  de  faire  ce  changement  tout  à  fait  à  la  fin,  dans  les  expressions  des 
perturbations  des  coordonnées. 

146.  Nous  allons  appliquer  les  formules  du  Chapitre  XX  aux  divers  termes 
du  développement  (i).  Les  expressions  (r/)  du  n"  135  pour  Q,  {?  et  V  contien- 
nent le  facteur  y],  comme  on  s'en  assure  aisément;  d'après  les  formules  (/)  du 
même  numéro,  il  en  sera  de  même  pour  S,  ç  et  sintpS,  G.  Si  l'on  néglige  le  second 
ordre,  ces  formules  (/)  deviendront 


(3) 


â,a=-<^,         (5,p=r;A, 


2 


/  ô,, 


4      a 


e(3iC7  =:  cf. 
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Les  formules  (^  du  n*^  135  combinées  avec  l'expression  (i)  de  R,  donneront, 
au  degré  de  précision  cherché, 

e  y   -  N('^  sinf(/'— X) e'  >   -  P^')  sin[i(/'  — X)  4-w  — gt'I, 

/X     1  —V       .^d   l  2     jJL      I  —  V        .^d   l  ■-    ^  '  -" 

H e'  >    V  PC)  C0S[i(/'— X)-hco  — Gj'l. 

2     p.     1  — •  V         Jéad  l  L     \  /  j 

On  a  posé  dans  ces  formules 


(-S  = a 

1    [i 


n' 

II 


On  a  maintenant,  d'après  la  formule  (i  i)  du  n*'  143, 

—  = ecos(A  —  (o) h  esin(/—  co)  (o, p  4-0, s)  -\-  eo^e 

—  [cos(A  —  w)  (5,e  -h  sin(X  —  co)  e ôj gt]  —  e [cos  (2  A —  20)  âje  -1-  sin(2A  —  2&))(?ô(Cj] 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  relations  (3), 

.^N    i-'^  =  ^~[^'cos(>i-a))+#sin(X-co)]-.  e:^cos(X-w) 

(  H-e(A  +  ^lo)sin(X  —  co)  +  e^X* —  e[9?cos(2A  —  2&))  +  #sin  (2X  —  2w)]. 

On  aura  ensuite,  d'après  la  formule  (3)  du  n*^  142,  l'expression  suivante,  pour 
la  perturbation  de  la  longitude, 

^i<'  =<5jP  +  âi£  +  2ecos(X  —  co)(â,p  +  ôi£)  -+-  2[sin(X — w)  âjC  —  cos  Çk  —  a))eôiCT] 

H —  e[sin(2A  —  2co)  ôje  —  cos  (2 A  —  2&))  eôicr] 
T.  -  I.  46 
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OU  bien,  en  tenant  compte  des  formules  (3), 

I     .<' 
5i(^  =  A-]-eil>4-2[fJE'sin(>L  —  (o)  —  d^cos(>L  —  «)]  —  -<?  —  sin(À—  w) 

<^''<  ,  5         '      "    ' 

-h  2e(A  +  al.)  cos(X  —  w)  H —  e^H —  e[^rsin(2>>  — 2co)  — -f  cos(2>i—  2  w)]. 

147.  Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer,  dans  les  formules  (5)  et  (5'),  4^,  A,  x,  ê,  ^ 
par  leurs  expressions  (4).  On  donnera  à  [3  et  (3'  les  valeurs  o,  1,2,  en  ne  rete- 
nant que  les  termes  du  premier  ordre;  on  aura  à  effectuer  des  transformations 
très  simples  par  des  relations  telles  que 

cos(X  -  w)  2  Q^''  ces/ (/'-  X)  =      -  2  [Q^''  +  Q(-')]  cos[i(^'-  À)  +  A  -(.)], 
sin  Çk  -  03)  2  Q"'^  sini-(/'-  >^)  =  -  ;  2  ^^^'^  ~  Q'-'^J  cos[/(/'-  /.)  +  A  -  c], 

qui  se  simplifieront  encore  si  l'on  a  Q^'^  =  Q''^  ou  Qt-"  =  — Q('\ 
Dans  le  calcul  des  quantités 

y?cos(X  —  0))  M-  #sin(X—  w), 
^I'sin{A  —  «)  —  .?cos(X  —  0)), 

les  deux  termes  multipliés  par  Mpjp.  se  réduiront  en  un  seul  ayant  pour  argu- 
ment 

f(^'-X)4-((3-i)(>,  — co)  +  [3'(X-gt'); 

les  deux  termes  multipliés  par  P''^  se  réduiront  aussi  à  un  seul  argument 

il  y  aura  des  réductions  analogues  pour  les  quantités 

^I'cos(2>i—  2  0))  +.f  sin(2A  —  2co), 
9:''sin(2>i  —  2co)  —  rfcos(2>i  —  aco). 

On  trouvera  ainsi  les  expressions  suivantes  dont  nous  donnons  le  détail  pour 
guider  le  lecteur  : 


i^  m'      a 

a         [i 


7^7,  2  Mi,%  COS. •(/'->,) 


(6)  -+-V^^  27T=7T7^M'/.'oCos[/(/'->)+X-(,)] 


fJ!.  'é'^  1  —  i  -\-  l^ 

m'      ,  v^        I  —  i 

—  «e'    >  ■ : r- 

/Jl.  ^^  I  —  l-\-  IV 


_l_  ^'  „e'  y  -  '  ■    '  .    Wl\  ces  [«■(/'-  A)  +  X  -cj'] 
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et 


jji    1  —  y -^J  |_2(i  —  v)      "'"  da     \  t  ^  ' 

(6')    I  -^«,  Vf    /"-'l     MV.+agMa.] '-^sinL^Xf-^j  +  X-,.] 

I  \x  XJ  L2(i  —  i  4-  iv)       *'"  (?a     J  I  —  f  -h  «y         ^   ^  '^  -■ 

\K         ^^  L2(i  — i  +  fy)      "'*  da    J  I  — f  +  fy        "-  ^  '  ^ 


[^cos(A  — w)  +  .fsin(>.— (o)] 

=  -  -  ~  a   y  4 ^  M</'o  cos i ( V  -\) 


(7)    { 


m 

—  ae 
F- 


^y= 


V) 


2  —  l  -i-  IV 


-  — ae' y  I  -—î — -PC)  H ;_^M'/\lcos[/(/'-}.)+>.-cî'], 

2     |Jl  .^^    [_l[l  —v)  2  —  f  +  fy         '''J  L    \  /  J' 


2  [(Psin(>.  —  (o)  —  Jcos(>,  —  &))] 
^--      —   a   y 1 r-M'/'o  sin/(^'-^) 


(7') 


4-  2  —  ae 


2d  [V(i  — y 


— ■  y  )  2  —  f  H-  i  y 


^M 


^^oj  sin  [.-(/' - 


l)-hl  —  oi] 


(8) 
(8') 

(9)   - 
(9')  ■ 

(10) 

(lo') 


(j.         .^j|_f(i  — v)  2  —  i  +  «y        '  J        L   V  /  j7 

3  '^  3    f7Z^         Cl  IKTl 

—  -.-  e  —  cos(>.  —  w)  =  —  7  — e    >  ML''   cos[i(/'  —1)  +  À  —  col, 

4  a  4   i^  I  —  ■'-'      "'" 

-  -  e  ^  sin(>.  -  co)  =  -  -  —  — —  e  Y  M'/'»  sin  [^■(^'->-)  +  >^  -  oj], 


e(A  +  =.1,)  sin(}.  —  w) 

ni'     a         'V'  r        ^ 

jy.    1  —  y      ^  L  2  (  i  —  y 


-  M"'' 


>0-hX-co], 


2e(A  4-  c^l")  cos(},  —  co) 

jjL    1  — y      j^     2(1  — y)      "'"  da    J  f  '-   ^  '  -^ 

eçt^^  -  —  ae  y ?-~^  M<'\  cos[«(/'-X)  -i-  ).  -  col, 

-  e  c?  =  7  —  ae  y ' r-  M'/'  sin  [/(  /'  —  X)  -t-  >.  -  co ] 


364 
et 

(•0 
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—  e  [ y? COS ( 2 >l  —  2C0)  -T-  ^sin(2>;  —  2W)] 

^  _  1  ^  ae  y  • 1 r-  M'/'o  cos[/(/'-  l)-{l-  co)] 

2      p  Ji^    1  —  l  -\-  IV 

^_i  '^aey 1 -M'r';^cos[t(^'->)  +  (^-")]; 


-  e  [4^sin(2>.  —  2w)  —  #cqs(2A  —  2w)] 


(II') 


5  »i 
4  F 


—  «e  y ^-^  M'/'o  sin[i(^'-  >)  -  (>^-  «)] 

On  n'aura  plus  maintenant  qu'à  faire  les  sommes 

^"  =z  (6)  H-  (7)  +.  . .  +  (M).         a,i^  =  (6')  +  (7')  +  . . .+  (I  i'), 
et  l'on  trouvera  sans  peine 

ÏiZ:  =3  —    «     y   [-^  M'o'\  - -. r-rM'i\'ol  COSi{l'-l) 

a  IX         ^[i  — V      "'"       2(i  — i  +  iv)      ^'^J 

k-"-"  1 ,  0 


■      ^''0         2(l  +  i-i^?) 


I  —  l  -\~  IV 


'-ae'y  \     \~\    M'/\ 


2  —  1  +  IV 
I 


^1  ^  =       —   a    y     — r— 


V)^ 


Ml 


i{i  —  v)         âa 


-  ae    y  \ —, 


3 _i^ 

)  2. 


''■       ^'"        t(i  —  v)  ) 

— î -P(')lcos[i-(/'->.)  +  >--'^']- 

;(l  — v)  J 

l—  1  +  IV         ''"J 

(?M'/.'o 


.       •     -tM/,',  ■ 

2(2  —  i  +  «v)  '  2i 


M("    j 


4  (  '  —  ^  +  ^^  ) 


1  +  6-^-^-^-1  M'/,'o 


I  —  i  4-  iv; 


«') 


dwi\ 


M'~'' 


I  — «H-fv         (?a       '    4(1  +  *^—^"^)'^'" 


2 


^'«,.yr_Jli^Ji_^M</',-- 


2  —  f  4-  i  V 
I 


M 


•2,0  '    i^ 


-^-—  NC)  î  sin  [i{ r- }.)  +  X-  «] 
I  —  v)  ) 


' ^  M/'i+  .,    '      ,  P(''l  sin[/(/'->.)  +X-m']. 

2  —  f  4-  fv       ^'^        i{i  —  v)  J 
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148.  Il  faut  maintenantremplaccr,danslesformules(«)et(«'),M|;'o,M';'o,. ..,?('■> 
par  leurs  valeurs  (2). 
Il  convient  de  poser 

(12)  i—iv  =  Zi, 

et  de  mettre  partout  — r^  au  lieu  de  v. 

A  > 
L'expression  de  -^  prendra  la  forme 


if^) 


i  (5,  /■ 1     m' 

a         2      IX 

m' 

H 

m' 


e  2D,cos[t(;'— >i)  +  >i  — w] 
e'  2  E,'  cos  [i(^' -  );)  +  A  -  57']  ; 


un  calcul  assez  long,  mais  qui  ne  présente  aucune  difficulté,  donne 

I        „  aA(') 


-- — '- aA('>  H 

.{ii  —  3  )  sf  +  2  is,-  —  3 


da 


(O 


;?(i-5n(2- 
tsf  +  izi  —  3 


^2^(0 


Sj(i  —  s^)(2  —  S,)         <?a  25,(2  —  ^/)  da^- 


(i—  i)  {-il—  0 

/::,  -  I 


aA('-i) 


^A('-i) 


^2^(^-1) 


On  peut,  si  l'on  veut,  changer,  dans  G,,  /  en  —  i,  par  suite  z^  en  —  s,,  et  rem- 
placer Ci  par^(C,  +  C_,)  ;  on  trouve  ainsi 


2iaA^'^  -+-  ztœ 


(c.) 


Q  = 


da 


Zi{l  —  Zl) 

L'expression  {a')  de  <5,  ç^  prendra  de  même  la  forme 

(Z^')  {  + —e  y  G,- sin  [/(/'->.)  + A- w] 

4_  !!i'.  e'  2  H,- sin  [ /(  l'-l)  H-  X  -  cî' ] , 
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et  le  calcul  direct  donnera 

F,-  —  i  ■ — ^ —  aAC)  -\ — -  a"  — r—  , 

'iZi{i—ZiY{\-^Zi){i~Zi)  da  Zi{i—Zi){i  —  zi)         Oa 


—  5 


H,  =  (/-i)(2.--i)-— ^ 


Zifi-Z-Zi) 


(i  — 1)^1-1-2  (i  + 1)^,-4    ,(?A('-i)  I  ,<?-A('-») 

I         J 1 i d^    Q*     > 

1  '2Zi{i—Ziy{-2  —  Zi)  da  Zi{i  —  Zi){2  —  Zi)  da^ 

On   peut,  si  l'on  veut,   changer,  dans  F,,  i  en   —  i,  et   remplacer  F/  par 
^(F/  —  F_/);  on  trouve  ainsi 

,   ,  .  ,,  oa 


zf  {l  — -S^) 

149.  Les  formules  («)  et  (a')  sont  en  défaut  lorsque  i  =  o,  car  certains  termes 
contiennent  «en  dénominateur. 

Il  y  a  lieu  de  reprendre  la  formule  (i),  d'y  faire  i  —  o  et  de  considérer  à  part 
les  termes  correspondants;  on  trouve  ainsi 


(12) 


'2  2  2  2 

+  "2  Mp;^.e^e'P'cos[|3(>.- (o)  +  (3'(X  — gt')]+  -  ri^fiC)  cos  (2},  -  2  r')  ; 


^  et  fl'  ne  devront  pas  être  nuls  simultanément,  puisqu'il  en  résulterait  une 
partie  constante  dans  R",  et  que  cette  partie  constante  a  été  mise  en  évidence 
et  désignée  par  J  A'*". 

On  tire  des  formules  (a)  du  n**  134,   en  y  remplaçant  Ro,,  par  l'expres- 
sion (12), 

^=:  —  aM<i'"oecos(X-co)  +  —  aM'<",  e' cos(X  -  cj'), 
a         jut,  '  jji         "''  ^  ' 

A  = «M'i«'„esin(}.-w)--  —  aM'»' e'sin(}.  -  gt'), 

cil.  — a^  —^ —  nt a-  —~-  e  sm  (A  -  w)  ■ a^      /  '  e' siii ( >.  —  cr'  ) 

y.  oa  [i.  oa  [x  da  ' 


et 
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j  —  —ïaW<^^e-\-  ~  aPC'e'cosCw  — 5t')  I  nt 

te  —  1  "il  aP(o;e'sin(to-cT')/if 
2    ij. 


1  m' 

2  ^j. 


^^■^^^f^^u'<^^-'^'^'^o^m'^-''^)  +  ^'{'>^--^')^^ 


Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  formules  (5)  et  (f)');  voici  les 
principaux  détails  du  calcul  : 

[a'cos(>.  —  (u)  +cfsin(?^—  w)]=—      —    aW^^e^m{\~(si)  -f-  -  aP(«)  e'sin(X  —  nr')    «^ 

-  ^  —  r «  M'i« 'o  +  a M'2«'o  e cos  ( X  -  w)  +  ^  a M',"'i  e'  cos  ( >.  -  cr'  ) 

[frsin(>.  — co)  — .f  cos(X— &))]^-—  2  —  raN(«'ecos(À  — co)-H  -  aP(«^e'cos(X— gj')!  nt 

—  —  raM(2%esin(X-oj)  +  ^«M',«\e'sin(>-nT')l» 

—  -  e  —  cos(>i  —  &))  =  o,  e— sin(X  —  (,))=ro, 

f 

m'  (^A*"^ 

e(A  +  .A,)  sin(X—  co)  =  —     —  nta-  —^ —  e  sin(X  —  gj), 

2  e  (A  +  --A,)cos(>i  —  &))  rn: —  2  —  «^a-  -^; —  ecosfX  —  w), 

ea''^: aM'«' ecosfX  — w), 

i  e,f  — -  i- —  aM'i% e  sin  (>.  —  w) , 
2  4    jUl  ''"  ^  ^ 

—  e[^cos(2>.  —  2co)-h.fsin(2X  —  2w)]  = aM'i°|,ecos(>  —  w), 

-e[œsin(2>.-2co)-.fcos(2X-2w)]  =  +5  —  aM',%esin  (X  -  co). 

2  A     /^ 
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On  trouve  finalement 


ô,  /■ m 

a  [x 


LV  ^^  J  ^  J     2  P 

i  aM<2%)  e  cos  (X  -  «)  -i-  —  Uw,'\  -  'y  aW^^^j  e'cos(A  -  tu'), 


4-  —  (  aM'^Vo 


^u-  \2        *'•*  (?a  2         ''  / 

Si  l'on  remplace  N'"^  P(»\  M,";,,  ...  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (2), 
on  trouve  aisément 

-!-  ~ «f      3  «2 h  -  a^      .  „      e  sin  (  A  —  (o) 

a  2    p.        1\  da         2  da^  / 

ne'sin(X-tn')J 


(i3) 


+    aA(')  —  a^  —5 «*  — T-s 

da         -2.         da^ 


(i3'){ 


^   [).  \  da         1         da^    J 

à.v  = -a-  ^^  nt nt       3«2^^ ^  -  a*  -v-^-    ecos(A  — w) 

'  IX  da  yL         l\  da  2         da^    J 

(    wn         ,^A(i)       I     ^d^A'i'X    ,        .,  ,, 

\  da         2         da^  / 

\        da          2         da^    / 


3  m; 

2      /J!. 

m'  /  dA(')        ^        d-  A(^''. 

'^   ^aA(i)-  2a^  -4 -ra^  -^    e'sin(A  -  î^'). 


da         4         <?<^^ 


-    e'sin(A 


150.  On  a  expliqué  dans  le  Chapitre  précédent  comment  on  peut  faire  dispa- 
raître de  S,  V  les  termes  en  sinX  et  cosX,  pour  les  reporter  uniquement  sur  §^r; 
nous  allons  opérer  ce  changement.  Soient c,  etc'^  les  coefficients  de  ecos(X  —  w) 
ete'cos(X  — trj')dans  —,  s,  et/,  les  coefficients  de  esin(X  —  co)  ete'sin(X  -  rar') 

dans  S,  V.  Si  nous  changeons  6?  et  ct  en  e  +  Ae,  et  gî h-  Act,  -^  et  0,  (^  deviendront 


â,r 


(i4)  -'-=...Ciecos(A— co)  +  c'ie'cos(A  — m')—    Aecos(A  — w)—    eAn7sin(A  — a))  +  ..., 
ôi(^:=...5iesin(A—  w)  +  5',e' sin(A  —  ttj')  -+- 2Aesin(A  —  00)— 2eAcTC0s(A  — (o)+.... 
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Si  Ton  égale  à  zéro  les  coefficients  de  sinX  et  de  cosXdans  S^ç,  on  a  deux  équa- 
tions d'où  Ton  tire  aisément 

^     Ae  = [^le  +  y,  e'cos(w— ccf')], 

eAGT:=      -s\e'sin((,i  —m'); 

en  reportant  ces  valeurs  de  Ae  et  eAw  dans  la  formule  (i4),  il  vient,  après  ré- 
duction, 


(.5) 


a 


•+  Ki+  -5ij  ecos(X  — co)  -h  fc',  4-  -5',  j  e'cos(/.  —  5j') 
On  trouve  d'ailleurs 


Cl -h  -  Si  =  j  —  a' 


2    '        4   i^          <?a' 
c,  +  -  5,  =  7  —    aAC)  —  «2  _^ a 


{d) 


4   /^   \  da  da- 

Il  convient  de  poser 

3         da         4         (?« 

da         2  (Ja^ 

T.          .,,,        ,(îA(i^       I    ^a^A^') 
—  D  =  aA(i)  —  «2  ^ ^3  ____; 

c'a  2  da^ 

alors,  si   l'on    tient  compte  des  changements  réalisés  par  l'introduction  des 
valeurs  (i5)  de  Ae  et  e  Acr,  les  formules  (i3)  et  (i3')  donneront 

àiV       I  ni'    „dA^"'        I  m'  /  ^Af"'\  i  m' 

-^  =  2  7^^^^+2  7(c-^^^-^>^^^^i»(^--)  +  i7i^«^-'«i»(^-^') 

m'  f         2       ^A^"^  \  jn' 

(16  )  ^i^'^-— -a2-^«i  +  — (C-2a^-^j/i;ecos(X-co)  +  — D/i^e'cos(X-ST'). 


(.6) 


Ces  valeurs  de  -^  et  o,  (^  devront  être  ajoutées  aux  valeurs  {h)  et  (è')  trouvées 
plus  haut. 

T.  -  1.  4, 
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Les  expressions  elliptiques  de  retv  sont  d'ailleurs 

(17)  -  =  i  — ecos(X  — w)+..., 

(17')  i>  =:  nt -]- s -\- 2es,in{'k — w)H-.... 

11  convient  de  poser,  comme  on  l'a  déjà  fait  au  n°  141, 

(18)  „(^.__«.__j  =  „,. 

On  calculera  a^  par  la  formule 


,  2  ^-,3  «2  nZ 


ce  qui  donnera 

(19)  a  —  aAi—^—a^  


3   |jt.  da 

Désignons  par  X,  ce  que  devient  X  quand  on  y  change  /i  en  n,  ;  nous  aurons 

cos(X  —  w)  =  cos[)ii —  a)H-(/i  —  /i,)i]  =  cos(Xi  —  0))  —  {n  —  ni)t  sin(>ii  —  w), 
sin(X  —  &))  =  sin[Xi—  w  +  (/i  —  «1)^]  :=  sin(Xi —  w)  -+-  (n  —  /îi)^cos(Ai  —  w), 


ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  (18), 

(2of 


cos(X  — w)  =  cos(>ii —  w) «^  ^ —  ntsinÇki—  w), 


sin  (X  —  co)  =  sin  (X.  —  co)  h a^  — :r —  ntco'&Çki  —  w). 

Si  l'on  effectue  les  substitutions  (18)  et  (20)  dans  les  formules  (17)  et  (17')» 
on  trouve 


(2i) 


(21') 


r  .-  ,       2  m'     ,  dA^«)        2  m'     ,  dA^»'  ,. 

—  =  I  —  ecos(/i —  co)  —  77  —  a^  — r h  0  —  «'  — ^i —  ecos(Ai  —  w) 

«1  3    /jt.  oa         6   [j-  da 

H a-  — T —  /if  e  sin  (A,  —  co)  +  . . . . 

r  =:  «1  <  4-  £  4-  2  e  sin  (  /,  —  w)  H a-  — r —  ni 

/i.  aa 

2  m'    ,  dA«»  ,^ 

4 a^  —^ —  nte  co?>(li—  w)  +.  . . . 

^  oa 


Les  trois  derniers  termes  de  l'expression  (21)  se  réduisent  avec  des  termes 
correspondants  de  la  formule  (16);  il  y  a  des  réductions  analogues  pour  v  et 
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B,v  et,  finalement,  on  peut  prendre,  en  supprimant  les  indices  de /2,,  a,  etX,, 


(/) 


O)/"  I  m'    ,  àA^"^        i  m'        ^     .    ,^  ,        i  m'  _        ,  .    ,^ 

—  ——  T  —  a^  —5 1 C/i^esin(/  — w)  H Hnte' smCk  —  V5') 

a  b   [1.  oa  1    [j.  2p.  ^  ' 

/ecos(X  — w) /'e'cos(X— gt'); 


(/')  5ir=  —  Cn;ecos(X—  w)  H Dn^e'  cos(>  —ts'). 

Les  expressions  de  -^  et  de  l^v  qui  résultent  des  formules  (6)  et  (/)  d'une 

part,  (è')  et  (/')  d'autre  part,  sont,  comme  on  s'en  assure  aisément,  identiques 
à  celles  que  Laplace  a  trouvées  par  une  autre  méthode  dans  le  n*'  50  du  Livre  II 
de  la  Mécanique  céleste^  si  l'on  a  égard  à  ce  que  Laplace  représente  par  —  A''^ 
ce  que  nous  avons  désigné  par  -h  A^'\  Nous  aurions  dû,  pour  nous  conformer  à 
l'usage  adopté  aujourd'hui  et  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  142,  ne  pas 
faire  sortir  des  signes  sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  de  S,  ret  §,  v  les  inéga- 
lités séculaires  de  w;  nous  l'avons  fait  cependant,  mais  uniquement  pour  retrou- 
ver les  formules  de  Laplace. 

151.  II  reste  enfin  à  tenir  compte  de  la  seconde  partie,  Ro,,  —  R,,  de  la  fonc- 
tion perturbatrice.  Il  suffira,  comme  nous  l'avons  dit,  de  remplacer  A'*^  par 

A'*' Y^'  Nous  pourrions  nous  en  tenir  à  cette  indication;  mais,  la  connais- 
sance des  perturbations  de  r  et  ^  provenant  de  la  seconde  partie  de  la  fonction 
perturbatrice  peut  être  utile  dans  certaines  recherches,  et  nous  allons  faire  con- 
naître les  expressions  de  ces  perturbations. 

Il  faut,  en  somme,  diminuer  aA^"  de  %,->  et  a}  -^ —  aussi  de  -^:  a'  ^^ — '-  res- 

a  oa  a'-  oa^ 

tera  le  même. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  chercher  dans  les  expressions  {h)  et  (6'),  (/)  et  (/')  les 
parties  qui  contiennent  A^'^  ou  A^~'^  ;  on  trouve  ainsi  sans  peine,  pour  —, 

(C,4-C_i)cos(r— >.) -H Diecos(r  — &))  H D_iecos(—  /'+  2>  — w) 

/?i'  77î' 

H E2e'cos(2/'  — ?.  —  ro') /'e'cos(X  —  gj'), 


et  pour  o,ç^. 


1  m  nx 

(F,-F_,)sin(/'-X)  +  —  Giesin(/'-w) 

2  p  '  ]X  ' 

H G_iesin(—  /'+  2X  —  co)  H Hac' sin ( 2 /'  —  >.  —  cj'), 
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Si  l'on  rjemplace /'  par  son  expression  {d),  et  C<,  C_,,  D<,  ...  par  leurs 
expression^(c'),  et  qu'on  fasse  en  même  temps  la  modification  indiquée,  on 
trouve 

= Ti\  —, TT r  COS(/'— A)  +  — ■ -eCOS(/'— gj) 

a         |JL   a^Lv(i — v)(2  —  v)  v(i  —  y)^(iH-v)(2  —  v) 


j3  r7  1)2  . 


{g)   {  -\-  —. ^ ..„    ^    .  ecos(— /  +  2A  — oj) 

^o  '   \  v(i  —  v)2(2  —  v)(3  —  v) 


2  V  —  3 


2V(l  —  V)(l  —  2V) 


e'cos(2Z' —  \  —  cTf')    ; 

ô,p  = j-A 1 w rsin(/'— X)H ^ ,,,    .     ,-  ^ — -esin(/'  — w) 

jjL   a ^  L      v(i  — v)-(2  — v)  ^       2v(i  —  v)-(H-v)(2  — v) 

/    ,x   /  3  v4-9v3+33v2— 5iv  +  3o      .    ,      „        , 

(5  )  {  "^ 1    T51 ^?Tô r- esin(— r+ 2/  — co) 

'"='''   \  2      v(i  —  v)2(2 — v)2(3 — v)  ^  ' 

e'sin(2Z'— X-  nj')!. 


2  V  -  —  4 1'  +  3 

V(l  —  v)  (l  —  2  v)' 


V  désigne  toujours  dans  ces  formules  le  rapport—- 

En  résumé,  les  valeurs  complètes  de  -^  et  §,(^  seront  données  : 

1°  Par  les  formules  {h)  et  (Z>')  dans  lesquelles  on  donne  à  i  toutes  les  valeurs 
entières  positives  et  négatives,  excepté  zéro; 
2°  Par  les  formules  (/)  et  (/"); 
3**  Par  les  formules  (^)  et  (^'). 
On  devra  ajouter  l'expression  de  S,  r  à  la  valeur  elliptique 

a  H —  e^—  ecos(X  —  w) e*cos(2>  —  2w)  +.  . .     , 

et  de  même  celle  de  S,  ç'  à  la  valeur  elliptique 

5 
/-h  2esin(X  —  w)  4-  7  e^'sXnhà.  —  2(0)  +. .  . . 
4 

152.  Nous  dirons,  pour  terminer,  quelques  mots  sur  le  calcul  des  perturba- 
tions de  la  latitude  5,  toujours  avec  la  même  précision. 

On  a 

sin^^sintp  sin(t' —  0); 


d'où,  en  supposant  v  affecté  de  ses  perturbations,  et  remplaçant  par  l'unité  les 

> 

ôj5=:  sin(r—  0)«5, 9  —  cos(('—  Ô)sin(p<5i0 


facteurs  — ^  et  — ^j 

COS*  C0S5 


(24) 
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OU  bien,  en  vertu  des  formules  (2)  du  n°  138, 

(23)  àiS  =  {^-ty)sin{i>  —  T)  —  gcos{v^z). 

Or,  quand  on  remplace  Ro,,  par  l'expression  (i)  dans  les  trois  dernières  for- 
mules (a)  du  n«  134,  on  trouve 

t  r^i'    .      i  j     nn^     .        I  m'     .      I   ,  (  I        x^   I 

^=-2y'^%J«^"'^^+^7^^%JJ-7^i;7«B('-)sin.'(/'_X) 

4-  -  aBti'sin(2X  — 2t')  j. 

Dans  ces  formules  (24),  ^  prend  toutes  les  valeurs  entières,  excepté  zéro. 
Il  n'y  aura  qu'à  porter  dans  la  formule  (28)  les  valeurs  précédentes  de  î^  +  V 
et  g;  on  devra  remplacer  A'*'  et  B'**'  respectivement  par 

A^i) ^,     B<»)— — • 


374  CHAPITRE    XXIII. 


CHAPITRE  XXm. 

DÉCOUVERTE   DE    NEPTUNE 


La  découverte  de  Neptune  a  marqué  une  époque  remarquable  dans  la  théorie 
de  la  gravitation,  à  laquelle  elle  a  apporté  une  confirmation  éclatante.  Aussi 
croyons-nous  devoir  lui  consacrer  un  Chapitre  spécial,  qui  trouve  ici  sa  place 
naturelle,  car  cette  découverte  prend  sa  source  dans  les  formules  du  Chapitre 
précédent. 

153.  Le  i3  mars  1781,  W.  Herschel  rencontrait  accidentellement  la  planète 
Uranus  dont  le  disque  sensible  avait  attiré  son  attention. 

Quand  l'orbite  de  cette  planète  fut  connue  approximativement,  on  constata 
qu'avant  sa  découverte  elle  avait  été  observée  vingt  fois  comme  étoile  fixe  de 
6^ grandeur,  depuis  1690  jusqu'à  1771,  par  Flamsteed,  Bradley,  Mayer  et  Lemon- 
nier.  Vers  1820,  Bouvard  entreprit  la  théorie  de  cette  planète,  en  prenant  pour 
point  de  départ  les  expressions  analytiques  que  Laplace  avait  données  quelque 
temps  auparavant  dans  le  tome  III  de  la  Mécanique  céleste,  pour  les  perturbations 
d'Uranus  causées  par  Jupiter  et  Saturne. 

Bouvard  disposait  donc  de  quarante  années  d'observations  régulières  mo- 
dernes (de  1781  à  1820),  et  de  vingt  observations  anciennes,  échelonnées  entre 
1690  et  1771.  Ces  dernières  étaient  évidemment  inférieures  aux  premières  en 
précision  ;  cependant  elles  rachetaient  cet  inconvénient  en  raison  de  la  grande 
extension  qu'elles  donnaient  à  l'arc  observé  de  l'orbite  d'Uranus. 

Bouvard  construisit  ainsi  les  Tables  d'Uranus  dont  les  astronomes  se  sont 
servis  pendant  un  quart  de  siècle;  mais  il  ne  put  pas  les  établir  d'une  façon 
satisfaisante  :  il  lui  fut  impossible  en  effet  de  représenter  à  la  fois  par  les  mêmes 
formules  les  anciennes  observations  et  les  modernes.  N'arrivant  pas  à  concilier 
les  deux  systèmes,  Bouvard  prit  le  parti  de  rejeter  entièrement  les  observations 
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anciennes,  et  il  fonda  ses  Tables  uniquement  sur  les  quarante  années  d'observa- 
tions méridiennes  : 

«  Laissant,  dit-il,  aux  temps  à  venir  le  soin  de  faire  connaître  si  la  difficulté 
de  concilier  les  deux  systèmes  tient  réellement  à  l'inexactitude  des  observations 
anciennes,  ou  si  elle  dépend  de  quelque  action  étrangère  et  inaperçue,  qui 
aurait  agi  sur  la  planète.  « 

Il  ne  fut  pas  nécessaire  d'attendre  longtemps  pour  prononcer;  dans  l'espace 
d'un  petit  nombre  d'années,  des  erreurs  sensibles  se  manifestèrent,  dont  la 
valeur  augmenta  graduellement,  si  bien  que,  vers  i845,  la  longitude  d'Uranus 
calculée  par  les  Tables  de  Bouvard  différait  d'environ  2'  de  la  longitude  ob- 
servée. Les  Tables  qui  ne  représentaient  pas  les  observations  anciennes  étaient 
donc  également  impuissantes  à  représenter  l'ensemble  des  observations  mo- 
dernes. Il  devenait  probable  que  la  planète  Uranus  avait  été  soumise  à  quelque 
action  <(  étrangère  et  inaperçue  ». 

La  question  de  l'irrégularité  des  mouvements  d'Uranus  se  trouva  ainsi  mise  à 
l'ordre  du  jour.  Dans  le  courant  de  l'été  de  i845,  Arago  la  signala  d'une  ma- 
nière pressante  à  Le  Verrier,  qui,  dans  ses  premiers  travaux,  venait  de  révéler  un 
talent  de  premier  ordre.  C'est  vers  cette  époque  que  Bessel  écrivait  à  de  Hum- 
boldt  : 

«  Je  pense  qu'un  moment  viendra  où  la  solution  du  mystère  d'Uranus  sera 
peut-être  bien  fournie  par  une  nouvelle  planète,  dont  les  éléments  seraient 
reconnus  par  son  action  sur  Uranus  et  vérifiés  par  celle  qu'elle  exerce  sur 
Saturne.   » 

154.  Le  Verrier  se  mit  à  l'œuvre;  redoutant  quelques  inexactitudes  dans  les 
calculs  de  Bouvard,  il  entreprit  d'abord  de  démontrer  d'une  manière  indiscutable 
que  l'ensemble  des  observations  méridiennes  d'Uranus  ne  pouvait  être  repré- 
senté par  une  ellipse  dont  les  éléments  varieraient  en  vertu  des  seules  actions 
perturbatrices  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Les  erreurs  de  la  latitude  tabulaire  d'Uranus  pouvaient  être  annulées  à  très 
peu  près  par  des  changements  dans  l'inclinaison  de  l'orbite  et  dans  la  longitude 
du  nœud,  assez  faibles  pour  n'avoir  aucune  influence  sur  la  longitude  d'Uranus. 

Soient  donc  n,  £,  e  et  tu  les  quatre  autres  éléments  elliptiques  adoptés  pour 
Uranus,  (^  la  longitude  calculée  avec  ces  éléments  pour  l'époque  t  ;  si  leurs  valeurs 
exactes  sont  représentées  par  n  -h  An,  s  -+-  As,  e  -h  Ae,  cj  +  Aw,  la  longitude 
elliptique,  calculée  exactement,  sera 

dv   .         dv  .         dv  .  dv   . 

t»  H-  3-  A/n-  -r-  As  +  -^  Ae  4-  -T—  Act; 
on  as  de  duj 

les  coefficients  -^,  ^'  3;'  ^—  "5ont  des  fonctions  connues  de  t  et  de  n,  e,  e,  cr. 
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Soit  $  la  perturbation  en  longitude  causée  par  Jupiter  et  Saturne;  désignons 
par  ^0  la  longitude  déduite  des  observations  pour  l'époque  /.  On  devrait  avoir 

^  '  an  d&  de  dm 

autant  d'observations,  autant  d'équations  de  cette  forme,  contenant  au  premier 
degré  les  quatre  inconnues  A«,  As,  Ae,  Acr. 

Le  Verrier  avait  repris  avec  un  soin  méticuleux  le  calcul  des  perturbations  de 
la  longitude  causées  par  Jupiter  et  Saturne,  de  sorte  qu'il  était  bien  certain  des 
valeurs  des  quantités  ^.  Il  eut  un  total  de  239  équations  telles  que  (i),  fournies 
chacune  par  une  observation  méridienne  faite  entre  1781  et  i845. 

Il  groupa  les  équations  voisines,  10  par  10,  à  peu  près,  de  façon  à  n'avoir 
que  26  équations  normales,  correspondant  à  un  nombre  égal  d'observations 
idéales  beaucoup  plus  précises  qu'une  observation  isolée. 

En  combinant  convenablement  ces  équations,  il  obtint  des  valeurs  plausibles 
des  inconnues  qui,  substituées  dans  les  équations  individuelles,  donnèrent  les 
résidus  suivants,  valeurs  de^^—  ^0  * 


Tableau  (A). 

1781-1782 

_f- 

■20,5 

1813-1815 

Il 
.      -^  4,5 

1783-1784 

-H 

10,8 

1816-1817 

-h  6,0 

1785-1788 

-+- 

2,0 

1818-1820 

,.   +  3,8 

1789-1790 

— 

8,1 

1821-1823 

..   +  1,7 

1791-1792 

— 

7,8 

1824-1827 

..   -7,6 

1793-1794 

— 

10,5 

1828-1830 

..   -7,3 

1790-1796.;... 

— 

10,1 

1833-1835 

,.   -4,5 

1797-1801 

— 

6,7 

1835-1836 

..   -4,7 

1802-1804 

— 

3,4 

1837-1838 

—  2,1 

180i-1806 

— 

0,4 

1839-1840 

^  0,7 

1807-1808 

-f- 

3,1 

1841-1842 

-t-  1 ,5 

1808-1810 

-+■ 

3,8 

1842-1844 

-1-3,1 

1811-1813 

-+- 

4,4 

1844-1845 

..   +  6,5 

On  voit  que  la  représentation  s'est  améliorée;  au  lieu  de  2',  le  plus  grand 
écart  n'est  que  de  20",  5. 

Mais  les  résidus  n'en  sont  pas  moins  inadmissibles,  par  leur  grandeur  et  par 
leur  allure  systématique,  surtout  quand  on  se  rappelle  que  chacun  des  nom- 
bres Vq  est  la  moyenne  de  dix  observations  méridiennes  très  précises. 

155.  Aussi  Le  Verrier,  plein  de  confiance  dans  l'exactitude  de  la  loi  de 
Newton,  aborda  résolument  l'hypothèse  d'une  planète  encore  ignorée,  et  chercha 
si  les  perturbations  produites  par  cette  planète  permettraient  d'expliquer  les 
irrégularités  du  mouvement  d'Uranus.  Soit  P  la  perturbation  correspondante  de 
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la  longitude  d'Uranus  à  l'époque  t-,  dans  chacune  des  équations  (i),  $  devra  être 
remplacé  par  (i?  +  P. 

Il  y  avait  lieu  d'apporter  quelques  simplifications  au  problème. 

Tout  d'abord,  on  sait  que  les  orbites  de  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranusfont 
avec  le  plan  de  l'écliptique  des  angles  petits,  inférieurs  à  2**3o';  il  était  donc 
naturel  d'admettre  que  la  planète  inconnue  se  mouvait  à  fort  peu  près  dans  le 
plan  de  l'écliptique,  supposition  d'autant  plus  plausible  que,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  les  latitudes  d'Uranus  peuvent  être  représentées  presque  exac- 
tement, en  tenant  compte  seulement  des  actions  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  second  lieu,  la  planète  inconnue  ne  peut  pas  être  supposée  placée  entre 
Saturne  et  Uranus,  car  elle  produirait  dans  les  mouvements  de  Saturne  des  dé- 
rangements qui  n'auraient  pas  passé  inaperçus.  Il  faut  donc  qu'elle  soit  au  delà 
d'Uranus.  Ici,  la  loi  de  Bode,  malgré  son  caractère  empirique,  va  jouer  un  rôle 
important;  elle  indique  que  la  nouvelle  planète  doit  être  aune  distance  moyenne 
du  Soleil  double  de  celle  d'Uranus.  Le  Verrier  s'est  donc  ainsi  trouvé  conduit  à 
poser  la  question  en  ces  termes  : 

«  Est-il  possible  que  les  inégalités  d'Uranus  soient  dues  à  l'action  d'une  pla- 
nète située  dans  l'écliptique,  à  une  distance  moyenne  double  de  celle  d'Uranus  ? 
Et,  s'il  en  est  ainsi,  où  est  actuellement  située  cette  planète?  Quelle  est  sa 
masse  ?  Quels  sont  les  éléments  de  l'orbite  qu'elle  parcourt?  » 

Soient  a' ,  n! ,  é ,  i\  x^'  les  éléments  de  la  planète  inconnue;  on  aura 

a         I  n'        i  a^ 

(2)  o.—  -—  --,  v=  — 

Les  excentricités  des  orbites  de  Jupiter,  Saturne  et  Uranus  sont  voisines  de 
0,06,  donc  petites;  il  est  naturel  de  supposer  qu'il  en  sera  de  même  de  e' .  Dans 
ces  conditions,  on  pourra  calculer  la  perturbation  P  de  la  longitude  d'Uranus 
par  les  formules  du  Chapitre  précédent,  qui  laissent  de  côté  les  quantités  du 
second  ordre  par  rapport  à  e  et  e' . 

Pour  l'intervalle  de  i55  ans,  compris  entre  1690  et  i845,  les  inégalités  sécu- 
laires de  V  données  par  la  formule  (/')  du  n*'  150  sont  négligeables,  comme  on 
s'en  assure  aisément. 

156.  La  formule  {b')  du  n"  148  donnera  donc  pour  la  perturbation  P,  en 
remplaçant  [a  par  l'unité  et  remarquant  qu'on  a  ici  't'  =  t,  X  —  /,  co  =  cr, 

P=  -    m'   2  F/sin«(/'— 0 

(3)  /  _^,„'e  2]  G/sin [/(/'- /)4-/  —  gt] 

+  m'e'  2]  H,sin  [/(/' -  /)  4-  /—  ro'] . 

48 
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Les  valeurs  des  coefficients  F,,  G,,  H,  seront  calculées  par  les  formules  (c') 
du  n*'  148;  elles  dépendent  de 


l  —  iV  =  Il    l  — 


quantité  connue,  et  de  aA''^  a"  -^  et  a^  -^^• 
Or  on  a,  avec  les  notations  du  Chapitre  XVII, 


aK^'^  —  aW^, 


a-  — ^ —  =  a-* 


da 


doK. 


cJyb^ 
dcn?- 


a  étant  supposé  connu,  on  pourra  calculer  ces  quantités.  On  tiendra  compte 
de  la  seconde  partie  Ro.,  —  Ri  de  la  fonction  perturbatrice  en  remplaçant  aè*'^ 

— T—  respectivement  par 


et  a' 


aU'^  -oc\ 


db^ 
dy. 


Donc,  dans  la  formule  (3),  les  coefficients  F,-,  G,  et  H,-  peuvent  être  supposés 
connus.  En  faisant  ce  calcul,  on  trouve  que  F,-  est  petit  par  rapport  à  F<  quand 
la  valeur  absolue  de  i  surpasse  3;  on  voit  aussi  que  les  seules  valeurs  à  conser- 
ver pour  G^  et  H,  sont  G, ,  G2,  Gg  et  H, ,  Ha,  H3. 

On  remplacera  /par  nt  -\-  £,  /'  par  n!t  +  £',  et  l'on  fera 

e' sin  Gj' :=  A',         e'cosc7'=  A'; 
,=      -  (F,  —  F_i)sin[(/i'— /i)^  +  £'— e] 

-h  -  (F2—  F_2)  Sin[(2/i'—  2«)  ^H-  2£'—  2£] 

(4)  .  \  +  1  (F3-F_3)sin[(3/i'— 3/0^-h3£'— 3e] 

+  eGiSin(/i'i  +  z' —  gt) 

+  eG2sin[(2n'—  n)«  +  2£'— £  —  gt] 

+  eG3sin[(3/i'—  2/i)<4-3£'— 2£  — gt], 

H  =  — HiCOs(/i'«  +  £') 

(5)  l  —  H2COS[(2/i'—  rt)^  +  2s'—  £] 

—  H3COs[(3n'—  2/0^  +  3e'—  2  e], 

K=      HiSin(/i'^  +  E') 

(6)  {  H-H2siii[(2/«'— n)^  +  2e'— e] 

H- H3  sin  [(  3 /i' —  2  «  )  ^  +  3  e' —  2  e]  . 
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La  formule  (3)  pourra  s'écrire  ainsi 
(7)  P  =  Lm'H-Hm'A'+Km'/r'; 

e,  n  et  i  sont  connus;  il  en  est  de  même  de 


n 

2^ 


£'  est  inconnu;  c'est  la  longitude  moyenne  de  la  planète  au  i*''' janvier  1800.  Les 
formules  (4),  (5)  et  (6)  montrent  que  L,  H  et  K  sont  de  la  forme 

Xi  cos  s'  +  JI02  ces  2  e'  -i-  X3  cos  3  s' 
H-aPoi  sine'+afija  sin2£'  +  ill>3  sinSe', 

OÙ  X,,  Jifl2,  <^3,  ^'>i,  ^î^a»  '^i'3  peuvent  être  considérés  comme  connus. 
Si  l'on  porte  la  valeur  (7)  de  P  dans  l'équation  (i),  on  trouvera 

(a)      -V-  An  -H  -s-  As  +  ^j-  Ae  H-  ^r-  Aro  +  Hm7z'+  Km'k'+  Lm' -+-  ç  -{- ^  —  ('o=o- 
^  an  os  de  ouy 

On  aura  autant  d'équations  de  cette  forme  qu'il  y  a  d'observations;  Le  Ver- 
rier, par  des  moyennes,  a  réduit  ces  équations  à  dix-huit,  qui  correspondent  aux 
époques  suivantes  :  1690,98;  1712,25;  i']i5,2.3;  1747,7;  1754,7;  1761,7; 
1768,7;  1775,7;  1782,7;  1789,7;  1796,7;  1803,7;  1810,7;  1817,7;  1824,7; 
i83i,7;  i838,7;   1845,7  ('). 

157.  Le  problème  dépend  donc  de  dix-huit  équations  à  huit  inconnues,  A/i,  As, 
Ae,  Acî,  m'h\  m' k' ,  m'  et  t';  les  sept  premières  figurent  linéairement  dans  les 
équations  de  condition  («);   la  huitième  entre  dans  ces  équations  sous  forme 

transcendante  par        (i\  2  s',  3i'). 
*        cos  V    '        '        / 

Si  les  observations  étaient  rigoureusement  exactes,  il  suffirait  de  prendre 
sept  des  équations  (a),  d'en  tirer,  par  des  éliminations  successives,  les  valeurs 
des  sept  inconnues  A/i,  . .. ,  m'  qui  n'y  entrent  qu'au  premier  degré,  et  de  porter 
ces  valeurs  dans  l'une  des  autres  relations  (a),  qui  deviendrait  ainsi  une  équa- 
tion transcendante  ne  contenant  plus  que  l'inconnue  i\ 

Mais  les  observations  anciennes  sont  peu  précises;  les  différences  ç'  +  ^  —  ç^o 
sont  en  somme  assez  petites,  et  il  arrive  qu'après  avoir  éliminé  six  des  incon- 
nues il  reste  pour  la  septième  m'  une  équation  de  la  forme 

(8)  Dm'-N  =  o, 

(  '  )  Ces  époques  sont  équidistanles,  sauf  les  trois  premières,  et  il  est  possible  de  profiter  de  cette 
circonstance  pour  abréger  les  calculs. 
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dans  laquelle  les  quantités  D  et  N  sont  très  fortement  affectées  par  les  erreurs 
des  observations,  d'autant  plus  que  les  coefficients  qui  figurent  dans  D  et  N  sont 
très  petits  par  rapport  à  ceux  qui  entraient  dans  les  équations  primitives,  de 
sorte  que  le  moindre  changement  apporté  dans  les  données  fait  varier  m' dans 
des  proportions  extraordinaires. 

Le  Verrier  avait  obtenu  cette  équation  (8)  et,  en  écrivant  que  m!  doit  être 
essentiellement  positif,  il  espérait  limiter  les  intervalles  dans  lesquels  il  fallait 
chercher  la  vraie  valeur  de  t' .  Il  avait  posé 

e' 
tang-=^, 

ce  qui  lui  avait  permis  d'exprimer  N  et  D  algébriquement  en  x\  il  était 
arrivé  à 

N<  et  D,  étant  des  polynômes  en  x  de  degrés  4  et  lo. 

Mettant  à  profit  le  théorème  de  Sturm,  Le  Verrier  avait  vu  que  les  ra- 
cines de  l'équation  N<  =  o  étaient  toutes  imaginaires,  tandis  que  l'équation 
D,  =  o  avait  quatre  racines  réelles.  Il  était  ainsi  amené  à  conclure  que  t'  devait 
être  compris  entre  96*^40'  et  iBg^SS',  ou  entre  263°8'  et  358*^4i'-  Or,  quand  il 
attribuait  à  s'  des  valeurs  comprises  entre  ces  limites,  et  qu'il  les  substituait 
dans  l'ensemble  des  équations  (a),  il  n'obtenait  jamais  une  représentation  sa- 
tisfaisante; de  sorte  que  la  vraie  valeur  de  €  transportée  dans  l'équation  (8) 
devait  conduire  pour  m'  à  une  s ^^VlX' négative. 

«  J'avouerai  sans  peine,  dit-il,  que  c'est  ce  qui  m'est  d'abord  arrivé:  long- 
temps j'ai  été  arrêté  dans  mes  recherches  par  cette  difficulté.  Aussi  croirai-je 
faire  une  chose  utile  en  insistant  encore  sur  cette  partie  de  la  question;  elle  est 
très  propre  à  montrer  par  ses  détails  combien  sont  délicats  certains  points  des 
recherches  numériques;  combien  il  est  souvent  plus  pénible  d'arriver  à  une  con- 
naissance rigoureuse  de  la  vérité  en  raisonnant  sur  des  nombres  entachés  des 
erreurs  d'observations,  qu'en  discutant  des  symboles  algébriques  susceptibles 
de  représenter  les  données  de  la  question  avec  une  exactitude  absolue,  et  de  se 
prêter  à  toutes  les  restrictions.  » 

Il  fallait  donc  opérer  autrement,  en  ayant  égard  à  toutes  les  observations. 
Voici  la  méthode  employée  : 

Le  Verrier  considère  les  quatre  équations  {h)  du  type  (a)  qui  correspondent 
aux  années  lyiS,  1775,  1810  et  i845  ;  il  représente  par  p  Qi  q  les  erreurs  com- 
mises dans  les  anciennes  observations  de  1715  et  177^;  il  suppose  nulles  les 
erreurs  en  1810  et  i845,  puisque  dans  chaque  cas  on  a  une  moyenne  d'un  assez 
grand  nombre  de  bonnes  observations  méridiennes.  Les  premiers  membres  des 
deux  premières  équations  {b)  devront  donc  être  augmentés  de/)  et  ^  respective- 


\to% 
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ment.  On  tirera  des  qu^re  équations  (b)  les  valeurs  des  quatre  inconnues  A/i, 
At,  Ae,  Acy  pour  les  substituer  dans  les  autres  relations  (a);  cela  donnera  des 
équations  (c)  dont  l/s  premiers  membres  seront  des  fonctions  linéaires  de/?,  q 
m' h',  m'k'  et  m'.  Lor  Verrier  fait  les  moyennes  des  équations  (c)  qui  répondent, 
d'une  part,  aux  aivnées  1817,  1824,  i83i  et  i838;  d'autre  part,  auxannées  1782, 
1 789,  1 796  et  i^M ,  et  il  en  tire  les  valeurs  des  inconnues  m' h'  et  m'k'. 

Il  connaît  donc  les  six  premières  inconnues  en  fonction  des  deux  dernières, 
£'  et  m\  et  des  erreurs  yo  et  ^  de  1716  et  de  1775.  On  peut  voir  qu'on  a  utilisé 
des  observations  de  sept  en  sept  ans,  à  partir  de  1773  jusqu'en  i845;  de  sorte 
que  toutes  les  observations  comprises  dans  cet  intervalle  de  soixante-dix  ans  se- 
ront représentées  presque  exactement  quelles  que  soient  les  valeurs  de  e',  m', 
p  et  q.  Mais  on  n'en  peut  pas  dire  autant  des  observations  de  1690  et  1747;  c'est 
en  essayant  de  représenter  ces  observations  qu'on  pourra  déterminer  £'. 

On  substituera  donc  les  valeurs  des  six  premières  inconnues  dans  les  équa- 
tions (c)  qui  répondent  à  1690  et  1747»  et  l'on  aura  des  résidus  de  la  forme 


(9) 


A-hBm'-^Cp  +  Bq. 


Le  Verrier  a  effectué  tous  les  calculs  qui  viennent  d'être  indiqués  pour  qua- 
rante valeurs  équidistantes  de  e',  entre  0°  et  Sôo''.  Voici  les  résidus  (9)  pour 
quelques-unes  des  valeurs  de  e'  : 


Tableau  (B). 

Erreur  de  la  théorie 

Erreur  de  la  théorie 

z'. 

en  1690. 

en  1747. 

0 

0.... 

-4- 

324  -+-  Sym'-t-  o,4/?  —  2,of/ 

—  261  — 

"            " 
i6m—  1 ,3/3  — 

f'\6q 

4S.... 

-4- 

207—    8  m'— 0,1  JE»  —  1,57 

—  167  — 

116m' —  I  ,op  —  : 

.,07 

90.... 

-1- 

148  —  ^Sm' —  0,2/J  —  I  jGgr 

-114- 

2m' —  o,8/>  — 

[,87 

435.... 

-+- 

i38  -+-  42 m' —  o,3p  —  i  ,5q 

—  106  -f- 

63  m'— 0,8/3 — 

[,87 

180.... 

^ 

79  +  iSm'—  o,5p  —  1 ,5q 

-    76- 

4m'— 0,7/3  — 

',9<7 

225.... 

-f- 

6  —  57m' —  0,0/5  —  2,07 

-    33- 

I  r  m' —  0,7/3  — 

[,67 

234.... 

— 

1  —  57  m' — 0,6/J  —  2,2(^ 

—    27- 

9m'— 0,7/3  — 

,57 

243.... 

— 

7    -  53m'—  o,6p  —  2.,-2q 

-  24- 

6m' —  0,7/3  — 

t,47 

252.... 

— 

8  —  45  m'—  0,5/1  —  2,37 

-   24- 

3m' —  0,7/3  — 

,37 

261.... 

— 

4  —  35  m' —  o,5p  —  2 , 5  f/ 

—   24  -f- 

1  m'— 0,8/3  — 

,iq 

270.... 

-f- 

4  —  2im' — 0,4/1  —  2,67 

—  29^ 

6m'— 0,8/3  —  1 

,27 

279.... 

-1- 

17  —    5  m' —  0 , 3/?  —  2,87 

—    38-+- 

12m' —  0,9/3  —  ] 

.ly 

288.... 

-1- 

37—  i4m'— o,2p  —2,97 

—    5i  -+- 

18  m'—  0,9/3  —  1 

,07 

315.... 

-+- 

144  -i-  73m'-i-  0,1/  —  3,07 

—  123  -1- 

37m'—  1 ,2/3'— c 

>,87'^ 

Le  Verrier  examine  ensuite  la  marche  des  erreurs  contenues  dans  le  Tableau 
précédent,  en  ayant  égard  aux  limites  dans  lesquelles  doivent  rester  comprises 
les  quantités  m',  p  et  q. 

La  discussion  des  observations  lui  a  montré  que/?  ne  peut  surpasser  i5"et 
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q  lo";  d'autre  part,  il  était  arrivé  à  reconnaître  (')  que  m'  ne  peut  être  supposé 
supérieur  à  4»  sans  quoi  la  planète  inconnue  exercerait  sur  Saturne  des  per- 
turbations appréciables  qui  n'ont  pas  été  constatées. 

Cela  posé,  on  voit  que  pour  £'==  o,  en  prenant  /?  =  —  i5,  q  =  —  lo,  l'erreur 
en  1747  serait  de  —226"—  iÇ>"m',  donc  en  valeur  absolue  supérieure  à  226"; 
l'erreur  de  1690  serait  encore  beaucoup  plus  considérable.  L'hypotbëse  £'=0 
est  donc  impossible;  les  valeurs  suivantes,  jusqu'à  225**,  sont  également  impos- 
sibles. Mais  on  remarque  que  les  parties  constantes  A  des  résidus  du  Ta- 
bleau (B)  atteignent  leur  minimum  absolu,  tant  en  1690  qu'en  1747»  dans  le 
voisinage  de  t'  =  iSi^;  c'est  là  seulement  qu'on  peut  avoir  une  solution  suscep- 
tible de  représenter  les  observations. 

158.  La  partie  la  plus  difficile  du  problème  est  maintenant  résolue;  il  n'y  a 
plus  qu'à  perfectionner  la  solution  et  à  lui  faire  acquérir  le  maximum  de  préci- 
sion. Le  Verrier  pose 

(10)  £'=252<'4-l8°[3, 

et,  pour  tenir  compte  de  ce  que  la  loi  dé  Bode  a  pu  assigner  à  a'  une  valeur 
inexacte,  il  fait  aussi 

(11)  ar=^  =o,5  +  o,2y, 

en  désignant  par  (3  et  y  deux  indéterminées. 

Il  reprend  tous  les  calculs  à  leur  début  et  se  propose  de  développer  les  résul- 
tats suivant  les  puissances  de  (3  et  y;  il  y  arrive  par  interpolation,  en  faisant  six 
calculs  correspondant  à 

(12) 

dans  chacune  de  ces  hypothèses,  il  calcule  les  équations  («),  qu'il  prend  même 
plus  nombreuses  que  précédemment,  en  formant  un  plus  grand  nombre  de 
groupes  avec  les  observations  modernes  (il  en  a  maintenant  33  au  lieu  de  18). 
Il  résout  chacun  de  ces  systèmes  de  33  équations  par  la  méthode  des  moindres 
carrés,  relativement  aux  6  inconnues  A«,  As,  Ae,  Acnr,  m' h'  et  m'k'  dont  il  trouve 
les  valeurs  exprimées  linéairement  en  m'.  Il  calcule  aussi  les  33  résidus  obtenus 
en  substituant  dans  les  équations  de  condition  les  valeurs  des  6  inconnues.  Il  a 
donc,  en  correspondance  avec  les  6  systèmes  (12),  6  systèmes  des  33  résidus 


(1)  m'  désigne  dans  le  travail  de  Le  Verrier  le  rapport  de  la  masse  de  la  planète  inconnue  à  la  dix- 
millième  partie  de  la  masse  du  Soleil. 


(3=o, 

y  =  o; 

(3  =  o, 

y=-  +  i; 

{3=o, 

y=-i 

(3  =  +  i, 

7=0; 

(3  =  -i, 

y=o; 

P=-i, 

7=+i 

exprimés  sous  la  forme 
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o.l>  +  ift)  m! , 
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où  X  et  Di.  ont  chaque  fois  des  valeurs  numériques  connues.  C'est  maintenant  un 
calcul  facile  que  d'obtenir  les  33  résidus  qui  correspondraient  aux  valeurs  géné- 
rales (lo)  et  (ii)  de  £'  et  a  sous  la  forme 


(i3) 


-f-  m'(A'+  B'i3  +  C'y  +  D'[32  4-  E'(3y  +  F'y^); 


les  quantités  A,  B,  ...,  A',  B',  ...  ont  actuellement  des  valeurs  numériques 
connues.  Le  Verrier  cherche  ensuite,  à  l'aide  de  certaines  simplifications  plau- 
sibles, à  déterminer  les  valeurs  de  ^,  y  et  m!  qui  rendent  un  minimum  la  somme 
des  carrés  des  33  résidus.  Il  trouve 


(i4) 

il  en  résulte 


o,65o  3o,        y  =: — 1,02925, 


rt'=  36,1689. 


-1,0727; 


En  introduisant  les  valeurs  (i4)  de  (3,  y  et  m'  dans  les  expressions  de  m! h'  et 
m!k'  mises  préalablement  sous  la  forme  (i3),  on  obtient  les  valeurs  les  plus 
précises  de  h!  et  k' .  On  en  déduit 


e'=:o,xo76r. 


284°  5 '48". 


Le  Verrier  est  ainsi  à  même  de  calculer  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la 
planète  inconnue  pour  le  1^'' janvier  1847;  il  obtient 

^''=326°32',         /•'==  33,06. 
Voici  comment  la  solution  précédente  représente  les  observations  : 


Tableau 

(A'). 

Calcul 

Calcul 

moins 

moins 

Dates. 

observation. 

Dates. 

observation, 

1781-1782.... 

■+- 

2,3 

1813-1815... 

-  0,9 

1783-1784.... 

-i- 

o,i 

1816-1817.... 

-+-  0,4 

1780-1788.... 

— 

1,2 

1818-1820.... 

..        4-0,4 

1789-1790.... 

— 

3,4 

1821-1823.... 

+  0,9 

1791-1792.... 

-H 

0,3 

1824-1827.... 

..        -5,4 

1793-1794.... 

— 

0,5 

1828-1830.... 

—  2,2 

1795-1797.... 

— 

1,0 

1835-1835.... 

..        -0,8 

1797-1801 . . . . 

-+- 

0,9 

1835-1836.... 

-f-    2,3 

1802-1804.... 

-h 

0,8 

1837-1838..    . 

-f-    2,5 

1804-1806.... 

-t- 

0,8 

1839-1840.... 

4-2,2 

1807-1808.... 

-T- 

2,1 

1841-1842.... 

—    0,2 

1808-1810.... 

-+- 

0,8 

1842-1844.... 

..           -0,4 

1811-1813.... 

..               — 

0,5 

1844-1845.... 

0,3 
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Toutes  ces  observations  sont  bien  représentées;  la  comparaison  des  Ta- 
bleaux (A)  et  (A')  parle  du  reste  d'elle-même. 

Voici,  d'ailleurs,  comment  la  solution  trouvée  représente  les  observations  an- 
ciennes : 

1690.        Une  observation  de  Flamsteed —  19,9 

1712  et  1713.  Quatre  observations  de  Flamsteed -1-  5,5 

1750.        Deux  observations  de  Lemonnier —  7,4 

1753  et  17o6.  Deux  observations  de  Mayer  et  Bradley —  4,0 

1764.        Une  observation  de  Lemonnier -+-  4,9 

1768  et  1769.  Huit  observations  de  Lemonnier +  3,7 

Ces  écarts  n'ont  rien  d'anormal. 

Le  18  septembre  1846,  Le  Verrier  écrit  à  M.  Galle,  astronome  de  Berlin,  pour 
lui  communiquer  la  position  de  la  planète,  et  le  jour  même  où  il  reçoit  cette 
lettre,  le  23  septembre,  M.  Galle  observe  la  planète  à  62'  de  la  position  assi- 
gnée. 

159.  En  même  temps  que  Le  Verrier,  et  même  avant  lui,  un  jeune  géomètre 
anglais,  devenu  depuis  un  astronome  illustre,  M.  Adams,  trouvait  de  son  côté 
une  solution  du  problème.  Son  attention  avait  été  appelée  sur  ce  sujet,  dès  1841, 
par  un  Rapport  de  M.  Airy  sur  les  progrès  récents  de  l'Astronomie.  En  1843, 
M.  Adams  faisait  un  premier  essai  en  supposant  circulaire  l'orbite  de  la  planète 
inconnue,  avec  un  rayon  double  de  la  distance  moyenne  d'Uranus  au  Soleil;  le 
résultat  qu'il  obtint  lui  montra  qu'il  était  possible  d'établir  un  accord  général 
et  satisfaisant  entre  la  théorie  et  l'observation.  Ayant  reçu,  en  février  1844»  les 
résultats  de  toutes  les  observations  d'Uranus  faites  à  Greenwich,  il  aborda  la 
solution  du  problème  avec  une  orbite  elliptique,  et  il  communiqua  en  sep- 
tembre et  octobre  i845,  à  M.  Challis  et  à  M.  Airy,  les  valeurs  qu'il  obtint 
pour  la  longitude,  la  masse  et  les  éléments  de  la  planète  supposée.  Ce- 
pendant l'excentricité  de  l'orbite  lui  parut  trop  grande;  les  dernières  ob- 
servations d'Uranus  lui  semblèrent  n'être  pas  représentées  avec  toute  l'exac- 
titude désirable.  Aussi  M.  Adams  se  décida-t-il  à  recommencer  les  calculs 
en  diminuant  la  distance  moyenne  de  j^;  il  communiqua  les  nouveaux  résul- 
tats, très  satisfaisants  cette  fois,  à  M.  Airy  dans  les  premiers  jours  de  sep- 
tembre 1846. 

Le  Verrier  avait  fait  connaître  dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  des 
Sciences,  dès  le  i^''  juin,  la  longitude  de  la  planète  inconnue,  et  le  3i  août 
sa  masse  et  ses  éléments.  Enfin,  c'est  sur  ses  indications  que,  le  23  sep- 
tembre, M.  Galle  trouvait  la  planète;  aucun  des  résultats  obtenus  par 
M.  Adams  n'avait  encore  été  publié.  Il  n'est  donc  pas  douteux  que  l'honneur 
de  la  découverte  appartient  à  Le  Verrier.  Mais  il  est  certain  que  M.   Adams 
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était  arrivé  de  son  côté  à  la  connaissance  de  la  position  très  approchée  de  la 
planète  ('). 

L'ensemble  des  recherches  de  M.  Adams  fut  communiqué  à  la  Société  Astro- 
nomique de  Londres,  le  i3  novembre  1846,  et  imprimé  immédiatement  dans 
l'Appendice  du  Naudcal  Almanac  pour  i85i;  une  traduction  française  du  Mé- 
moire a  paru  dans  le  Journal  de  Mathématiques ,  3^  série,  t.  II,  1876.  La  mé- 
thode employée  est  simple  et  élégante;  la  discussion  est  cependant  moins  appro- 
fondie que  chez  Le  Verrier;  la  position  calculée  diffère  de  celle  observée  par 
M.  Galle  de  i^'i-]'. 

160.  Quand  on  eut  observé  Neptune  pendant  un  certain  temps,  il  fut  possible 
de  déduire  des  observations  ainsi  faites  les  éléments  elliptiques  de  son  orbite, 
en  faisant  intervenir  une  ancienne  observation  deLalande,  qui  avait  catalogué  la 
planète  en  1793,  comme  une  étoile  fixe;  on  put  aussi  calculer  depuis  la  masse 
de  la  planète  en  partant  des  observations  de  son  satellite.  Nous  rapprochons, 
dans  le  Tableau  ci-dessous,  quelques-uns  de  ces  éléments  des  valeurs  corres- 
pondantes calculées  par  Le  Verrier  et  M.  Adams  : 

Observations. 

a' 3o,o367 

e' 0,008719 

w' 47° 12' 

m' o,oooo56 

Cette  comparaison  ne  fut  pas  sans  causer  quelque  étonnement  :  les  deux 
orbites  calculées  étaient  voisines  l'une  de  l'autre,  mais  elles  différaient  consi- 
dérablement de  l'orbite  réelle.  On  se  demanda  comment  des  éléments  aussi 
éloignés  de  la  vérité  avaient  permis  de  représenter  les  perturbations  d'une  ma- 
nière satisfaisante,  et  de  fixer  aussi  exactement  la  position  de  la  planète.  Un  peu 
de  réflexion  suffit  pour  faire  comprendre  la  chose. 

Remarquons  d'abord  que  les  perturbations  d'Uranus  par  Neptune  sont  surtout 
sensibles  aux  environs  de  la  conjonction  :  mettons  20  ans  avant  et  20  ans 
après  environ.  Les  conjonctions  arrivent  à  peu  près  tous  les  171  ans;  la  der- 
nière a  eu  lieu  en  1822,  la  précédente  en  i65i.  Donc,  dans  toute  la  période  com- 
prise entre  la  première  observation  de  Flamsteed  (1690)  et  le  commencement 
du  siècle  actuel,  l'action  de  la  planète  perturbatrice  a  été  presque  négligeable. 
Il  suffit  donc  de  voir  comment  les  éléments  de  Le  Verrier  représentent  la  posi- 
tion de  Neptune,  h  partir  de  1800;  c'est  ce  que  montre  le  Tableau  suivant;  la 


(*)  Pour  plus  de  détails  sur  la  découverte  de  Neptune,  je  renvoie  le  lecteur  à  un  excellent  Ouvrage 
intitulé  :  History  of  Phjsical  Astronomy,  par  Robert  Grant,  i852. 

T.  -  L  49 


Le  Verrier. 

Adams. 

36, 1539 

37,2474 

0,107610 

0, i2o6i5 

284° 6' 

299°  II' 

0,000107 

o,oooi5o 
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deuxième  et  la  troisième  colonne  donnent  les  coordonnées  héliocentriques  v 
et  r  de  Neptune,  déterminées  par  les  éléments  exacts;  dans  la  quatrième  et  la 
cinquième,  on  a  inséré  les  nombres  calculés  avec  les  éléments  de  Le  Verrier  : 

Neptune.  Le  Verrier. 

Dates.  V.  r.  ç.  r. 

1800 226?  4  3o,3  a3i!34  33,6 

1810 247.20  3o,3  25i.io  32,8 

1820 268.52  3o,2  271.28  32,4 

1830 290. 3 1  3o,i  292.  8  32,3 

1840 312.17  3o,i  312.36  32,6 

I80O 334.12  3o,o  332.25  33,3 

1860 356.14  29,9  351.17  34,3 

On  voit  que,  dans  tout  cet  intervalle,  l'erreur  en  longitude  des  formules  de  Le 
Verrier  reste  comprise  entre  ±5°,  5;  les  valeurs  assignées  aux  rayons  vecteurs 
sont  trop  grandes  d'environ  —  au  moment  de  la  conjonction.  Les  forces  pertur- 
batrices calculées  auront  donc  des  directions  très  voisines  des  directions  réelles, 
seulement  les  intensités  seront  trop  faibles;  mais  ce  défaut  sera  compensé  en 
partie  par  la  valeur  trop  forte  trouvée  par  Le  Verrier  pour  la  masse  de  Nep- 
tune. 

C'est  ainsi  qu'une  combinaison  convenable  des  éléments,  dont  chacun  est 
très  erroné,  peut  représenter  presque  exactement  le  lieu  héliocentrique  de  Nep- 
tune et  les  perturbations  d'Uranus,  pendant  tout  l'intervalle  de  temps  limite  oh 
ces  perturbations  ont  été  sensibles,  et  satisfaire  par  suite  aux  conditions  du 
problème. 

La  loi  empirique  de  Bode  a  donné  une  valeur  très  peu  exacte  de  a',  38  au 
lieu  de  3o;  le  calcul,  avec  sa  logique  inflexible,  va  au  plus  pressé;  il  assigne  à 
l'orbite  de  Neptune  une  forme  elliptique  très  prononcée,  où  le  périhélie  est 
dirigé  à  très  peu  près  suivant  la  ligne  de  conjonction  de  1822,  ce  qui  corrige  en 
grande  partie  l'erreur  provenant  de  la  valeur  inexacte  assignée  à  a',  en  rappro- 
chant Neptune  du  Soleil,  à  l'époque  de  la  conjonction,  presque  à  la  distance 
voulue,  32,4  au  lieu  de  3o,2;  la  forte  valeur  obtenue  pour  m'  fait  le  reste. 

Si  l'on  considère  que  la  valeur  réelle  de  e'  est  au-dessous  àe  -^,  on  est  fondé 
à  penser  qu'on  serait  arrivé  par  des  calculs  plus  simples  à  une  représentation 
satisfaisante  des  observations  avec  une  série  d'orbites  circulaires  dont  les  rayons 
auraient  été  en  diminuant  de  38  à  3o. 
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INÉGALITÉS  DU  SECOND  ORDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 


161.  Reprenons  l'expression 
nous  avons  donné  dans  le  n°  134  les  formules  qui  font  connaître  -j-,  -j->  — 

^  dt    dt 

On  a,  en  particulier, 

(2)  -^  — V  iNe''e'''''Tn-^  sin(iX+ i'/'+ ytw  4- /t'GT'+ mt'). 

On  a  intégré  l'équation  (2)  en  remplaçant  dans  le  second  membre  «,  a' ,  ... 
par  des  constantes,  ce  qui  a  donné  l'expression  de  S,a.^ 

Pour  obtenir  l'ensemble  des  perturbations  du  second  ordre  de  l'élément  a,  il 
faut  maintenant  remplacer,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2),  a,  a ,  e,  ... 
par  leurs  valeurs  a4-  §<  a,  a'  +  o,a',  e  +  S,e,  . . . ,  fournies  par  la  première  ap- 
proximation, et  développer  ce  second  membre  par  la  formule  deTaylor,  en  négli- 
geant les  carrés  et  les  produits  des  l^.  Si  Ton  écrit,  non  pas  le  second  membre 

lui-même,  mais  son  accroissement,  on  trouvera  ainsi  l'expression  de  —fr-' 
Les  valeurs  de  ^^  a,  o^  a',  ...  sont  de  cette  forme  : 

àyaz=           ^AcosD,  ô,a'=            ^  A'cosD, 

ôjg  — ^,^  +  ^EcosD,  <5,e' =^>'f  ^-^E'cosD, 

(3)  I     ô,X=^i+^LsinD,  0,/'=           ^^^'sinD, 
eày(^:=ct  4-2]PsinD,  e'^i^j'^:  c'^  +  ^  P' sinD, 

ôiY)  =  1^  +  ^  FcosD,         f]  (5it'  =zyt-^^  Q  sinl), 
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OÙ  D  désigne  l'un  quelconque  des  arguments  de  la  première  approximation, 

Le  terme  séculaire  gt  de  §,  \  provient  de  t'  —  t  qui  ligure  dans  X  =  /  +  t'  —  t  ; 
il  sera  le  plus  souvent  insensible.  Les  coefficients  A,  A',  . . .,  Q,,  b,  b' ,  ...  y^sont 
connus,  et  contiennent  tous  une  petite  masse  planétaire  en  facteur  dans  leurs 
diverses  parties. 

En  opérant  comme  on  l'a  indiqué  plus  haut,  on  trouvera 


dt 


[i     a'  ^  La  \2  da  J       a'  \  da  J 

+  N(^±iL±;'L'+-E  +  ^'E'  +  =^F±:-P±^'p'±"Q'\l 
\  e  e  n  e  e'  n     J  J 

i)    (  Xsin(A  +  i'Z'+ Aa)  +  A'cT'  +  Mr'±D) 

—  ^^^  nt  y  (-  b  -h '-^  b' -h -^  i)  iNe''e"''nf  sin(  A  +  i' l' +  Aco  +  A'gj'+  ut') 
\xa'         A^  \e  e'  r\  ' J  ' 

im' a^       -^r^  / k  k'    ,       u  ■  \  .^t   ,    ,,,    ^        ,  .^        .,  „       ,  ,,    , 
: 7-nt  y     -c4--7c'+-7  +  ig\i^e'''e"'-  -q-^  cos(iX+  i'/'-t- AcoH-  A'cî'+  u-'), 


formule  dans  laquelle  on  doit  prendre  ensemble,  d'abord  les  signes  supérieurs, 
puis  les  signes  inférieurs,  et  faire  la  somme.  Nous  ferons  observer  que  nous 

avons  remplace  a!  -r-,  par  —  a-r— 

On  en  déduira,  en  nommant  w  le  coefficient  de  t  dans  D, 

ixa'    ^^  in  -+-  V  n'  ±  w 

|_a  \2  da  J       <^f-'  \  àa  J 

+  (^E  +  ^  E'+  ^f")  N±  ^X  +  t'L'+  ^>  4-  ^'  P'  +  -  q\  n1 
X  ces  (A  +  i'  U  -^-  Aco  +  A'nT'4-  ux'  d=  D) 

>)    (  2jn'a^  \^  /h  J        h'     ,       f  J\        i       t^t   ,    ,, i    f 

'    ^^  \e  e'  Ti    J  i  -v-  IV 


[i.a 
X 

2m'a^  yfr^  /k  k'     ,       u  .   \        i 


t  cos(  A  +  i'l'-\-  koi  -h  k'm'-h  ux')  —  -. .,— ;  sin(A  +  i' l' -j-  Aw  +  A'gj'h-  ux') 

|_  in  -h  iri  J 

l'a^  Sr^  fk  k'    ,      u  •  \       i       -^j   ,    ,,,    f 

a'     ^d\e  e'  n  '^        ^  J  i  +  l' v 


X     ^sin(A4-  f'/'+  Aoj  4-  A'cj'4-  ux')  4-  - — ^— ,  cos(A  4-  i' U  +  Aw  4-  A'gj'4-  ^^t')    • 
L  in-\-i'n'         ^  '\ 

On  voit  que,  pour  le  calcul  de  <5^>«,  on  aura  à  faire  toutes  les  combinaisons 
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deux  à  deux  des  arguments  des  fonctions  perturbatrices.  Si  l'une  des  quantités 
m  H-  i'n'  ±  w  était  nulle,  il  faudrait  remonter  à  la  formule  (4),  dans  laquelle  le 
terme  correspondant  devrait  être  considéré  comme  constant.  Il  en  résulterait 
dans  §2^  un  terme  proportionnel  au  temps.  Le  théorème  de  l'invariabilité  des 
grands  axes,  relativement  aux  inégalités  séculaires,  n'aurait  donc  lieu  que  dans 
la  première  approximation,  et  pas  dans  la  deuxième.  Nous  verrons  dans  le  Cha- 
pitre suivant  qu'il  n'en  est  rien;  les  divers  termes  en  /  se  détruisent  dans  ^^a. 

162.  Si  l'on  considère  trois  planètes,  on  aura  dans  âa^t  des  arguments  de 
la  forme 

{jn+j'n'  +j"n")t-\-g, 

q  désignant  une  constante, y, y', y"  trois  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  S'il 
arrive  que,  pour  certaines  valeurs  dey, y', y",  la  quantité y/i  4- y' /i'+y"/i"  soit 
très  petite  par  rapport  à  chacune  des  quantités  n,  n\  n'\  il  en  résultera  dans  la 
distance  moyenne  a  des  inégalités  à  longue  période  qui  pourront  être  très  sen- 
sibles en  raison  du  petit  diviseur y/i -h y' /î' H- y" /i"  que  l'on  trouve  dans  la  pre- 
mière partie  du  second  membre  de  la  formule  (5).  Ces  inégalités  seraient 
encore  beaucoup  plus  fortes  dans  ^ç^l,  car  le  petit  diviseur  en  question  y  figure 
au  carré,  et  non  plus  à  la  première  puissance. 

Nous  nous  bornerons  aux  indications  précédentes  sur  le  calcul  des  perturba- 
tions des  éléments,  qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses,  et,  pour  ce 
qui  concerne  Sg/,  o^e,  o.,ts,  o.,p  et  ^aÇ'»  nous  renverrons  le  lecteur  au  tome  II 
des  Annales  de  V Observatoire,  p.  43-57,  et  au  tome  X,  p.  192  et  suiv.,  où  Le  Ver- 
rier a  traité  la  question  en  détail;  il  nous  suffira  d'avoir  indiqué  le  principe  du 
calcul  qui  ne  présente  d'autre  difficulté  que  sa  longueur  dans  la  pratique. 

Dans  les  théories  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  le  nombre  des  inéga- 
lités du  second  ordre  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  est  très  restreint,  et  encore,  le 
plus  souvent,  on  n'a  à  en  tenir  compte  que  dans  la  longitude  moyenne.  Il  n'en 
est  pas  de  même,  malheureusement,  pour  les  autres  planètes,  et  surtout  pour 
Jupiter  et  Saturne,  dont  les  théories  sont,  par  cela  même,  extrêmement  compli- 
quées; il  faut  même  tenir  compte  de  certaines  inégalités  du  troisième  ordre. 
M.  A.  Caillot  a  donné  dans  le  tome  V  du  Bulletin  astronomique,  p.  829,  les  for- 
mules générales  pour  le  calcul  des  perturbations  du  troisième  ordre. 

Nous  ferons,  en  nous  bornant  aux  inégalités  du  second  ordre,  une  remarque 

importante  :  les  expressions  générales  de  -^y-^^  'ïït''  'Jt  ^^  'h'  contiennent  toutes 
des  termes  séculaires,  c'est-à-dire  des  termes  de  la  forme 

^i  n 

cos 
la  dérivée  -r  étant  la  seule  à  n'en  pas  renfermer.  Or,  quand,  pour  obtenir  la 
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seconde  approximation,  on  remplacera  dans  ces  termes  séculaires  a,  e,   ..., 
respectivement  par«  +  S,a,  e  +  S,  e,  ...,  on  verra  apparaître  des  termes  en 


cos 

Dans  l'intégration,  comme  l'argument  kto  -h  k'xn'  -\-  wt'  doit  être  considéré 
comme  constant,  il  s'introduira  des  termes  en  t^. 

L'expression  de  l'un  quelconque  des  éléments  s,  e,  m,pGtq  fournie  par  la 
seconde  approximation  sera  donc  de  la  forme 

(6)  P  +  P't+P"t^  +  ^Al'^^^{^t  +  ^)  +  t^k'l^^{a't  +  ^'). 

Quand  il  s'agit  du  grand  axe,  P'  et  P"  sont  nuls;  nous  avons  dit  au  n*'  141 
que  l'on  peut  faire  abstraction  du  terme  P'^  dans  l'expression  de  £. 

Les  inégalités  du  second  ordre  des  coordonnées  héliocentriques  se  déduiront 
aisément  des  inégalités  du  même  ordre  des  éléments.  On  pourra  appliquer  pour 
cela  la  remarque  suivante  :  soit  r(/,  a,  e, ...)  une  fonction  quelconque  de  /et  des 
éléments  (ce  sera  le  rayon  vecteur,  la  longitude  ou  la  latitude  héliocentrique); 
il  faut  y  remplacer  l,  a, . . .  respectivement  par  /  +  §^  /  +  Oy^,  a  -h  S,  a  -t-  O2  a,  . . . , 
et  ne  conserver,  dans  le  développement  par  la  formule  de  Taylor,  que  les  termes 
du  second  ordre.  On  trouve 

Ô2  F  =  37  Ô2  ^  +  -7-  ^2  a  -f- . . . 
al  Oa 

+  -cy^  djdia  +.  .  . . 
aida 

Nous  ajouterons  enfin  que,  dans  les  théories  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'Uranus 
et  de  Neptune,  Le  Verrier  n'a  pas  calculé  les  perturbations  des  divers  ordres 
des  coordonnées  héliocentriques,  mais  seulement  celles  des  éléments.  Les 
Tables  font  connaître  les  valeurs  des  éléments  osculateurs  à  une  époque  quel- 
conque ;  on  calcule  ensuite  la  position  de  la  planète  avec  les  éléments  précé- 
dents, par  les  formules  ordinaires  du  mouvement  elliptique. 
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CHAPITRE  XXV. 

THÉORÈME    DE    POISSON. 

INVARIABILITÉ  DES  GRANDS  AXES  DANS  LA  DEUXIÈME  APPROXIMATION 

PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 


163.  Il  nous  sera  avantageux  d'employer  ici  la  forme  symétrique  que  nous 
avons  donnée  dans  le  Chapitre  IV  aux  équations  différentielles  du  mouvement  des 
planètes. 

Soient  x^,  y^,  z^  les  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  de  l'une 
quelconque  des  planètes,  m^  sa  masse,  /Wq  celle  du  Soleil;  nous  avons  posé  dans 
le  Chapitre  IV 

(i)  |Ho  =  mo,         ]n,=:  mo+ mi-h.  .  .-1- m,-; 


(2) 


^1 

=  x,; 

m, 

a^2—  Xj  4-  — 

xi; 

m«           m. 

^3=X3H XjH ■ 

xi; 

/l 

=  .Vi  ; 

yi: 

m.,            m, 

7,  =  y«^-y,-.--; 

Ji; 

^1 

=zz,  ; 

m, 

.,  =  ..+  - 

z,; 

m,           m, 

-3  -    Zs  -f-   -^  Zj  M •' 

^2              H-i 

zi; 

C'est  la  définition  des  nouvelles  variables  X/,  y,,  z  ; 

A  2       ^,2  _i_   ,,2  _i_    _2 

o,y  —  "^y  "T~  j  y  ~r-  "j , 
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et  nous  avons  trouvé,  d'une  manière  générale,  les  équations  différentielles. 


(4) 


^i  dt-        aZi 


On  peut  développer  U  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  petites  quan- 
tités m,,  mo,  ...  ;  nous  désignerons  par  U'  l'ensemble  des  termes  du  premier 

ordre;  U'  proviendra  seulement  de  la  première  partie  de  U,  savoir  îm^  V  ^•, 
en  ayant  égard  aux  formules  (2)  et  (3),  et  posant 


x)+-yj  +  ZJ=r;-J, 


on  trouve  aisément 

"j 


U'  =  fm.2^' 


La  différence  U  —  U'  sera  du  second  ordre,  et  il  en  sera  de  même  de  la  quan- 
tité 

(5)  V  =  U-fym,.(mo  +  m,)f^^. 


Or  on  tire  de  là  ' 

et,  en  portant,  dans  (4),  il  vient 


rf^X;  „.  .    X,-  U,-        I      dN 

Ce  sont  les  équations  d'un  mouvement  elliptique  troublé  par  une  force  per- 
turbatrice; la  fonction  perturbatrice  est  ici 

(7)  K,=  -^— V; 
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les  fonctions  analogues  qui  correspondent  aux  divers  corps  m,  ne  diffèrent  de  R, 
que  par  des  facteurs  constants. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  petit  dénominateur  mi  qui  figure  dans  l'expres- 
sion  (7)   disparait   dans    les   seconds   membres    des    équations   (6),   parce 

que  les  dérivées  partielles -r-'  -^^  -r-  contiennent  précisément  ce  facteur;  il 

nous  suffira  pour  cela^de  prouver  que  -t~  s'annule  avec  t/z,,  quelles  que  soient 
les  autres  masses  m,,  m^,  .... 

Remarquons  d'abord  que,  pour  nii  =  o,  x^  disparaît  de  la  partie 

i 

de  l'expression  (5)  de  V;  il  suffit  de  montrer  que  la  même  chose  a  lieu  pour  U. 
Or  nous  voyons  sur  les  formules  (2)  que,  pour  m/  =  o,  toutes  les  quantités  Xj, 
sauf  a?/,  deviennent  indépendantes  de  x,;  donc  A^j  ne  contient  pas  x^  si  j  est 
différent  de  i,  et  Ay,/t  ne  contient  pas  x^  si  aucun  des  indices  y  et  k  n'est  égal  à  i. 
Si  donc  on  suppose  m,  =  o  dans  l'expression  (3)  de  U,  on  fait  disparaître  d'un 
coup  tout  ce  qui  contenait  x,-. 

Il  en  résulte  que  si,  dans  le  développement  de  V  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  /??,,  m.^,  m^,  ...,  on  représente  un  terme  quelconque  par 

m}m^m). ...  A, 

A  ne  contiendra  que  les  coordonnées  x,-,  xy,  X/t,  . . . ,  y,,  yy,  y^,  . . . ,  Z/,  Zy,  z,,,  ... 
des  masses  m^,  rrij,  m^,  . . .  qui  entrent  en  facteur  dans  ce  terme;  car  autrement, 

dV 
si  ce  terme  contenait  par  exemple  x^ ,  la  dérivée  -r—  ne  s'annulerait  pas  pour 

mi  =  o,  quelles  que  soient  w,,  mj,  m,,, 

164.  Cela  posé,  quand  on  supprime  les  seconds  membres  des  équations  (6), 
ces  équations  représentent  un  mouvement  elliptique  dans  lequel  nous  désigne- 
rons par  ai  le  demi  grand  axe,  n^  le  moyen  mouvement,  /,•  la  longitude  moyenne 
et  £,  la  longitude  moyenne  de  l'époque;  nous  aurons 

nfaj  =î{ nio  H-  m^ ) ,         liz=:nit  +  e,-. 

Pour  passer  du  mouvement  elliptique  au  mouvement  troublé,  nous  conser- 
verons pour  X/,  y/,  Zi,  — ?  ~)  -^  les  mêmes  expressions  analytiques  en  fonc- 
tion de  /,•  et  des  autres  éléments;  seulement  nous  prendrons  li  =  fnidt-\-  s^; 
nous  supposerons  que  l'on  fasse  de  même  pour  les  autres  planètes. 

Ayant  développé,  comme  nous  l'avons  dit,  V  suivant  les  puissances  des 
T.  -  I.  5o 
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masses, 

on  substituera  dans  cliaquo  partie  pour  x,,  y,,  z,,  Xa,  y2,  Zo»  •••  leurs  valeurs 
en  fonction  de  /, ,  4»  •••  et  des  éléments,  et  l'on  développera  le  résultat  en 
sinus  et  cosinus  d'arcs  de  la  forme  a/,  h-  [3/y  +  Y4+  . .  • ,  a,  [3,  y,  . . .  étant 
des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  Si  a  n'est  pas  nul,  le  coefficient  de 
(a/j+  (3/y+  Y^-f  ...)  contiendra  nii  en  facteur;  de  même  pour  ^,  —  Donc 

la  partie  V  de  V,  qui  est  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses,  contiendra 
au  plus  deux  longitudes  moyennes  //,  /y,  dans  chacun  des  arguments  qu'elle 
renferme;  la  partie  Y"  du  troisième  ordre  en  contiendra  au  plus  trois,  etc. 
Nous  aurons,  pour  déterminer  le  demi  grand  axe  dans  le  mouvement  troublé, 

dat  _     2      dV^i  _     2       |UL,-      I    dV  _     2     /  mi\    i    (9(V'+ V"  +  .  . .) 


dt         tiiai  dti        niai  \j.i-x  f^^i  àsi       «;«;  \         P-i-iJ  ^^i  àsi 

OU  bien,  en  développant  et  n'écrivant  dans  le  second  membre  que  les  termes 
qui  sont  des  ordres  i  et  2, 

dûi  2       I    (?V'  1       A    d\'  21    d\" 

(8)  — -  r= H -.^ 1 1- 

dt         ii-iCii  i^t'i  Oîi         niai  m^  oti         iiiai  nii    os.i 

Nous  représenterons  la  valeur  d'un  élément  quelconque  dans  le  mouvement 
troublé  par/>j -f-  ^^pl  +  ^^Pi  +  •  •  • ,  pt  désignant  une  constante,  §,/?,-,  §2/?/,  . . . 
des  fonctions  du  temps  qui  soient  des  ordres  respectifs  1,2,...  par  rapport  aux 
masses;  le  demi  grand  axe  dans  le  mouvement  troublé  sera  représenté  en  par- 
ticulier par 

le  moyen  mouvement  devra  également  être  remplacé  par 

Hi  4-  ày  rii  4-  (^2  /«i  + . . .  ; 
Ui  et  Œi  sont  deux  constantes  liées  entre  elles  par  la  relation 

on  doit  avoir  aussi 


d'où 


(9)  {  ^  3  ni  15  ni     .     - 

d^ni  =  — - —d^ai-h  —  —  {diai^, 

2    Cl;  O      UT 


En  faisant  la  substitution  indiquée  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (8), 
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tant  pour  les  éléments  de  m^  que  pour  ceux  de  mj,  et  continuant  à  n'écrire  que 
les  quantités  des  deux  premiers  ordres,  il  viendra 


dt  dt  nitti  irii  dsi         riiûi  m,       dsi        m,    dsi        niai 

niai  lUo   dSi        niai  rrii    dei  ''  , 

d'où,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  termes  du  premier  ordre  et  ceux  du 
second,  et  remarquant  qu'on  a,  à  cause  de  (9),  §< = j  ^i^/, 

it  î  Cl  l  2i  tX  i  ci .' 

,     ^     dè.ai  2       1    dY' 

'         dt  iiiai  rrii   ozi 

,     ,     dh.ai  1       1    .   dY'  \       \    àY'  ^  21    dY'  2       I    dY" 

(11)  "       — Oi -T 1 ^  —  3— diajH -3 i 3—. 

dt  Uitti  nii       dSi        riiaf  /W/  dsi  niat  m^  d&t         niai  nii    dsi 

dY'  .     ■  dY' 

6,  -T-  représente  la  variation  de  la  fonction  -r—  quand  on  augmente  les  éléments 

de  TTii  et  de  mj  de  leurs  perturbations  du  premier  ordre. 

La  formule  (10)  donne,  pour  les  perturbations  du  premier  ordre  de  a^, 


.  2      I     rdY'   . 

0,  ai  =1 I    -TT —  dt  ; 

riiac  TTii  J    dSi 


'dY' 
niai  nii  J 

-y- ne  se  compose  que  de  termes  périodiques,  et  ^^a^  n'a  pas  de  partie  sécu- 
laire; passons  à  l'examen  des  perturbations  du  second  ordre  ;  les  deux  dernières 
parties  de  l'expression  (11)  ne  pouvant  donner  que  des  termes  périodiques, 
nous  devons  nous  borner,  dans  la  recherche  des  termes  séculaires,  à 

dà^Gi  -i      \    .   dY'  I        I    ^V' 

— 7 —  ^=^  —  à,  -r 1 r —  Oia,-. 

dt  iiiUi  irii        dSi        Hitti    nti  ds/ 

Considérons  d'abord  la  dernière  partie  du  second  membre;  pour  obtenir  un 
terme  non  périodique,  il  faudra  combiner  deux  termes  de -j-  et  de  §,«,  dont 
les  arguments  contiennent  les  mêmes  multiples  des  longitudes  moyennes;  soit 

(12)  A  sin(a//-h  j3/y) -I- Bcos(a/,- -i- j3/y) 

l'ensemble  des  termes  de  V  qui  renferment  a/^+ (3^^;,  nous  écrirons,  suivant 
les  cas,  ces  deux  termes  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes 

Asiin];4-B  cos^J;, 
C  sin(4'  +  w); 
en  posant 


f    =ocli+^lj. 
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et  nous  remarquerons  que  A,  B,  C  et  w  sont  indépendants  de  £/  et  de  £y;  ce  sont 
des  fonctions  des  éléments  elliptiques  autres  que  £^  et  tj. 
On  aura,  en  réduisante  à  ces  deux  termes, 

5,  laQ,    \      r        .  .  .  j^  2aC  •    /    I       o  1  \ 

û,  ai  = /  cos  (  0»  +  0) )  cfi  = -p. — -  sin  (  a /;  +  p  /,•  4-  w ), 

nitti  nii  J  '^  miniai{ani~{-^nj) 

d\' 

-—-  =3  a C cos {ali-h  ^ Ij  4-  w) ; 

OSi 

les  deux  termes  considérés  donneront  donc  dans  le  produit  —j—  ^t  ai  la  partie 

sin 2  {a.li-\-^lj  H-  w), 


miniai{cxni-\-^nj) 


laquelle  est  essentiellement  périodique;  il  nous  reste  donc  seulement,  au  point 
de  vue  auquel  nous  nous  plaçons,  à  considérer  l'équation 

(*^)  ^f      —  ,^  „  ^   Qi  ^^- 

cil  /n  irisai       osi 

Soient  pi  et  çi  deux  quelconques  des  éléments,  autres  que  s^-,  du  corps  m^-,  pj 
et  Çj  les  éléments  correspondants  pour  m^;  posons 


pr- 


-  I  ni  dt,  Pj  =r  /  fij  dt, 


de  manière  que 


li  =  Pi  H-  £n  Ij  =  Pj  +  £y, 

(?p;  de,     ~~     dli  '  (?py  (?£y  dlj 


Nous  aurons 


Considérons  d'abord  le  terme 
nous  aurons,  en  considérant  dans  les  deux  facteurs   y^  et  /  ^faidt  les  parties 
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qui  dépendent  du  même  argument  j»  déjà  défini, 

-^  =_a2Csin(4^-f-w), 

/ôi  tti  dt  ■=. ; ^ ^ — -  /  sin  (  a  /,•  -h  S  /,•  +  w  )  o?i  = 
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^l9i  — 


Sa'C^ 


2 rui af  {cxni-h^  njY 


2aCcos(d;4-  w) 
Tniniai{(xni+  ^njY 

sin  2  (  a  /,  +  (3  /y  +  w  ) , 


quantité  essentiellement  périodique. 

Nous  allons  nous  occuper  maintenant  des  autres  termes  de  la  première  ligne 
de  la  formule  (j4)- 

On  a  les  formules  connues  pour  exprimer  -^' -^'  -jj',  dans  leurs  seconds 
membres  figurent  les  dérivées  partielles  de  R^;  en  se  reportant  à  (7),  on  voit 
qu'on  peut  réduire  R/  à  —  Y',  quand  il  s'agit  d'obtenir  les  perturbations  du  pre- 
mier ordre,  S,  £,,  ^^p^ D'après  les  formules  (A )  du  n**  62,  on  aura  des  expres- 
sions de  cette  forme 

dt  dpi  dqi 

dt  dsi  dqt       '  *  '  ' 

dt  dsi  ôpi       "  *  '  ' 

G,  H,  K,  ...  sont  ici  des  constantes;  quelques-unes  d'entre  elles  peuvent  être 
nulles;  on  en  conclut 


ôj  £,•  =      G  /  -r —  û?^  -H  H  /  -T —  dt-]-. . . , 
J    àpi  J   dqt 

-dt^Kf'^^dt^..., 


(i5) 


d'Y'    .        ^   d'Y'    . 


âeiâqi 

~         \  dsf     J  âpi  dsiâpij   âsi      J 

\  àef     J  'dq'i       ~  dsidqtj   de" 


^  /  d'Y'    rôY^  ^^ _  d'Y'    r  dY^  ^\ 

\di.idpij  dqt  dtidqij   'dpt      ) 
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Or,  en  réduisant,  dans  toutes  les  parties  du  second  membre,  Y'  aux  deux  mêmes 
termes  Asin^  +  B  cosï];  considérées  plus  haut,  ce  qui  est  la  seule  manière  d'ob- 

tenir  un  terme  séculaire  dans  les  produits  tels  que  -jj-  j  -^  dt,  ...,  on  trouve 

dV  dY'       dS.  dB 

— —  z=  aCAcosJ;— B  sinJ^),  --- = -.r— sinJ;  + -;r— cosJ/, 

d£i  ^  ''  dpt       dpi        ^       dpi 

/-,—  dtz=      ■ ^ — (A  siniL +BcosJ;), 

l  dt  —  — ^ —     -r— cosài— -r— sinù   , 

J    dpi  a.ni  +  <^nj\dpi         ^       dpi        ^J 

I     r  d\'  a}  /(?4.  dV>  \ 

-    I   -^ — dt=: ^ — (A  sind; +  B  cosJ^)     -r— cosd; ^— sinJ;    , 

J    dpi  an,-i-(3ny'  ^  ^    \dpi        ^       dpt        ^) 

r — r—   /  -^- dtz=. ;= — ^— -  cosJ; r— sinJ;    ( Asm d;  + Becs U;). 


de 


de 


Chacun  de  ces  termes  donnerait  une  partie  séculaire 


jyàk       ,  dB 


2(a«,-l-|3ny)  \     âpi  àpj' 

mais  les  deux  termes  en  question  se  détruisent  identiquement  dans  le  coefficient 
de  G,  au  second  membre  delà  formule  (i5);  on  trouvera  de  même,  pour  le  coef- 
ficient de  K, 

a  /dk  ,        dB     .     ,\  fdk         .        ^B    .     A 

ocni^^nj\dpi  ^        Ôpt         ^ J  \dqi  ^        Ôqt  '/ 

a         rdk         ,        dB    .    ,\(dk         ,       dB    .    ,\ 
OLni^^nj\dqi         ^        dqt  )  \dpi         ^        dpt         ^J 

dY' 
Donc  les  termes  de  §,  -r-  provenant  des  perturbations  du  premier  ordre  des 

oei 

éléments  du  corps  m,  ne  donnent  aucun  terme  séculaire  dans  So<^/;  il  nous  reste  à 

montrer  qu'il  en  est  de  même  pour  les  termes  analogues  provenant  du  corps  mj. 

165.  Nous  allons  donc  considérer  la  seconde  ligne  de  la  formule  (i4).  et 

d^Y' 
d'abord  la  partie  ^—,~-^,pj;  or,  en  prenant  toujours  les  deux  mêmes  termes 

AsintJ;  +  Bcos^  de  V,  on  a 

2        rdY'  _,  2 se  •   /    7      o  ,        N 

(5.  a,-  =  /  -r—  dt  = — !- ^ sin  (  a  /;  +  p  /,•  +  w), 

•^        mjfijajj    dej  rajUjUj^arii-^  pnj) 

r.        J  3/1,-    r.         -  3SCcos(J;  +  a)) 

'^'      J         ^  2«yJ         '  nija   [ccni+^njY- 
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et 


=  —  Ga(3  sin(4'  +  co), 


dsi  dej 


^ipy  =  - 


3oc^'0 


2  ntj  aj  (a n,-  -h  (3  rij)' 


sin  2  (a  //  -i-  j3  /y  H-  w), 


quantité  périodique. 

On  aura  ensuite,   sans  qu'il  soit  nécessaire  d'expliquer   en  détail  les  for- 
mules, 

dt  opj  oijj 


dpj^ 
dt 


dej  dcjj 


dt  dsj  dpj 


d'où 


^  r    CàY'  _,       „  rdW  _, 

Oie/  =      L   /  -T—  dt-hM  I  -^ —  dt  -h. . . , 
'  J    àpj  J    dqj 

J    àsj  J    dpj 


d'où  encore 


/    d-Y' 
dzi  dsj 


(.6) 


Ôi£y 


M 


N 


dcidpj 
d'-Y 


dzidqj 

d^Y' 
dst 


idij  J  dpj  dBidpjJ   dsj  J 

\dzidtj  J   dqj  dzidqjj   dej  ) 

)'Y'     fdY^^  à' Y'     fàY'  \ 

^iàpjj   dqj  detdqjj  dpj  ) 


Or  on  a,  en  mettant  toujours  en  évidence  ce  qui  concerne  l'argument  ^, 

rav  .  I       fd\.      ,     dB  .  ,\ 

I  3 —  "^  = ô —    -5 —  cos  d)  — r —  sm  4^    , 

J   dpj  (xni-h^nj\àpj         ^       âpj         7' 

rdY'  3 

\-rr—dt^=z      ^  ^      (A  sindi  H-  B  cosd') 


4oo 
et 
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■  a(3(Asirn|;+  Bcos^^), 

d^idpj  ~ 

CL     -X —  cosdi  —  -T —  sin  'h 
\àpj        ^       àpj 

On  en  conclut  que  le  coefficient  de  L  dans  l'expression  (i6)  est  identiquement 
nul  ;  il  en  est  de  même  de  M  et  N. 

Il  est  donc  démontré  que    ^   '  ne  contient  que  des  termes  périodiques  et 

que,  par  suite,  Sj^,-  ne  renferme  aucun  terme  séculaire;  ainsi  : 

ai  n'a  pas  d'inégalité  séculaire,  quand  on  tient  compte  des  premières  et  des 
secondes  puissances  des  masses. 

Mais,  pour  le  corps  m^  en  particulier,  a,  est  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  dé- 
crite autour  du  Soleil,  et  l'on  peut  prendre  pour  ce  corps  m<  telle  des  planètes  que 
l'on  voudra.  On  a  donc  démontré  le  théorème  de  Poisson  : 

Les  grands  axes  des  orbites  décrites  par  les  planètes  autour  du  Soleil  ri  ont  d'iné- 
galités séculaires  y  ni  à  la  première  ni  à  la  seconde  approximation. 

Remarque  I.  —  Bien  que  l'expression  de  ^^^i  ne  comprenne  pas  de  termes 
séculaires,  elle  n'est  cependant  pas  non  plus  composée  uniquement  de  termes 
périodiques.  Reportons-nous,  en  effet,  aux  formules  (i3)  et  (i4)»  et  rempla- 
çons-y ^iPi,  ^iÇi,  . . .  par  leurs  parties  séculaires,  lesquelles  sont  de  la  forme 

àiPi  —  Pi t,       ^iqi  =  q'it,        . . . , 
^iPj  ==  p'j  t,       ^1  qj  =  ^;  ^       •  •  •  ; 

si  l'élément/?/  coïncide  avec  ai,  on  aura  p'.  =  o;  il  n'y  aura  pas  non  plus  à  consi- 
dérer les  variations  séculaires  des  éléments  z^  et  £y,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  dans  le  n*'  141.  Cela  posé,  si  nous  envisageons  toujours  dans  V  la  partie 

^2  y/ 

Asin<|'-i-Bcos^,  l'expression  .    ,    ô</?fnous  donnera 


Nous  trouverons  donc  dans  §2^/  la  portion  suivante 

2ap'i  /JA   r        ,   ,,      àB   r.    .  ,  \ 

— ^-^     -s^ —  /  i  cos didt  —  ^-~   I  t  smdi dt  ]  ; 
iifhai\àpij  ^  opij  ^      J 


2< 

mi 
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or  on  a 


^  oc  n,-  +  [3  fij       {(Xfii-h^  HjY 

.     ,    ,  ^cosdi  sind; 

tsmdidt^z ^ 1- ^ — — . 

^  a  Hi  -\-pnj       (a  iii  +  p  nj)- 


II  y  aura  donc  dans  §2^t  des  termes  en  /sin^  et  ircos'j»,  savoir 

—  -—  t  >   > . —    -r—  sin  d;  +  -T—  cos  4>    . 

a.    p 

Ces  inégalités  des  grands  axes,  qui  sont  de  la  forme  ^sin^  ou  /cos'|',  sont  en 
quelque  sorte  intermédiaires  entre  les  inégalités  séculaires  et  les  inégalités  pé- 
riodiques; elles  s'annulent  pour  des  valeurs  du  temps  qui  forment  une  progres- 
sion arithmétique  de  raison -f=, — ;  mais  leur  valeur  maxima  va  sans  cesse 

^  a  «j -h  p  rij 

en  augmentant. 


Remarque  II.  —  La  quantité 


:   /  llidt, 


qui  figure  dans  la  longitude  moyenne  du  corps  m^,  devra  être  remplacée  par 

Pi  -+-  ^\ Pi -i-à2pi  =  n-it  -h  I  di  Hi dt  -\-  /  (5, Tii  dt, 

expression  qui  devient,  à  cause  des  relations  (9), 

3  H:    r^        ,         ih  rii    f.  ^      .,  ,        s  rii    I ^ 
(17)  n-it /  à^aidt+  -„-  —^  I  {ô^aiydt /  à-iaidl. 

"2    cil  J  "    ^i  J  "^    ^i  J 

D'après  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut,  les  intégrales  f^fûidi  et  f^^aidi  ne 
contiennent  pas  de  termes  séculaires;  quant  à  l'intégrale  /(BfaiYdt,  elle 
comprendra  des  termes  périodiques  et  un  petit  terme  proportionnel  au  temps 
dont  l'origine  est  la  suivante  :  quand  on  élève  au  carré  l'expression  de  <5,a,, 
laquelle  est  composée  uniquement  de  termes  périodiques,  et  qu'on  transforme 
par  les  formules  connues  les  carrés  et  les  produits  de  sinus,  on  trouve  un  en- 
semble de  quantités  périodiques  et  une  partie  constante  qui  donne  naissance  à 
un  terme  proportionnel  au  temps  dans  l'intégrale  /(^fa^ydl.  Il  en  résultera 
donc  que,  en  ayant  égard  aux  deux  premières  approximations,  le  coefficient  du 
temps  dans  l'expression  (17)  de  pi  sera  égal  non  pas  à  n^  mais  à  W/(i  +  o-,). 
Si  la  quantité  o-,-  était  sensible,  il  en  résulterait  pour  «,•  un  changement 
appréciable  analogue  à  celui  que  l'on  a  rencontré  quand  on  a  réuni  à  nit  le 
T.  -  I.  ^ ^_      .  5i 
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terme  provenant  des  inégalités  séculaires  de  £/;  mais,  en  considérant  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  lequel  est  très  favorable  pour  augmenter  a,,  on  verra  aisé- 
ment que  cette  quantité  a^  ne  dépasse  guère  0,000  01 ,  de  telle  sorte  que  le  chan- 
gement qui  en  résulterait  pour  a,  est  à  peu  près  négligeable. 

Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  précédent,  que  les  perturbations  du  second 
ordre  introduisent  dans  l'élément  ii  un  terme  proportionnel  au  carré  du  temps, 
qui  se  reporte  sur  la  longitude  moyenne  /^;  mais  ce  terme,  qui  joue  un  grand 
rôle  dans  la  théorie  de  la  Lune,  est  presque  insensible  pour  les  planètes. 

Historique.  —  Laplace  a  le  premier  énoncé  (*  )  le  théorème  de  l'invariabilité 
des  grands  axes;  mais  il  ne  tenait  compte  que  des  premières  puissances  des 
masses  et  des  quantités  du  premier  et  du  second  ordre  par  rapport  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons.  Lagrange  démontra  (^)  ensuite,  d'w/i  trait  déplume, 
pour  employer  l'expression  de  Jacobi  (^),  que  le  théorème  subsiste  quand  on 
a  égard  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  mais  en  se 
bornant  toujours  aux  premières  puissances  des  masses.  Dans  un  beau  Mémoire  (^) 
Poisson  réussit  à  étendre  le  théorème  en  tenant  compte  des  termes  qui  sont  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses;  mais  son  calcul  était  long  et  compliqué. 
Lagrange  (^)  a  cherché  à  le  simplifier,  en  considérant  les  mouvements  des  corps 
célestes  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun  ;  mais  il  avait  commis  une  faute 
de  calcul  qui  réduit  sa  démonstration  à  néant;  cette  faute  de  calcul,  signalée  d'a- 
bord, croyons-nous,  par  M.  Houél,  a  été  indiquée  par  M.  Serret,  dans  le  tome  VI 
de  son  édition  des  OEuvres  de  Lagrange.  C'est  la  remarque  de  M.  Serret  qui  m'a 
engagé  à  étudier  de  nouveau  la  question,  et  j'ai  réussi  (^)  à  donner  à  la  démon- 
stration la  forme  exposée  dans  ce  Chapitre.  Je  dois  dire  que  M.  É.  Mathieu  est 
arrivé  de  son  côté  (')  à  une  démonstration  presque  identique.  Dans  une  Thèse 
soutenue  àlaSorbonne  en  1878,  M.  SpiruC.Haretu  a  suivi  la  voie  que  j'avais  indi- 
quée ;  il  a  repris,  en  outre,  une  ancienne  démonstration  dans  laquelle  Poisson  (*) 
croyait  avoir  prouvé  que  les  grands  axes  n'ont  pas  d'inégalités  séculaires  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses,  quand  on  a  égard  seulement  aux  varia- 
tions des  éléments  de  la  planète  troublée.  M.  Haretu  arrive  à  montrer  que  les 


(1)  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1778. 

(2)  Mémoires  de  l' Académie  de  Berlin  pour  1776. 

(3)  Forlesungen  iiber  Djnamik,  p.  29,  édition  de  Clebsch. 
(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XV^  Cahier,  p.  i-56. 

(5)  OEuvres  complètes  de  Lagrange,  t.  VI,  p.  74 1 -749- 

(6)  Mémoires  de  l'Académie  de  Toulouse^  7®  série,  t.  VII,  et  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  LXXXII. 

C)  Journal  de  Borchardt,  t.  LXXX. 

(8)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  I,  p.  55-67,  année  1816. 
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grands  axes  ont  des  inégalités  séculaires  du  troisième  ordre  par  rapport  aux 
masses;  mais  il  n'a  pas  cherché  à  se  faire  une  idée  de  la  grandeur  de  ces  inéga- 
lités. Enfin,  dans  le  tome  XI  des  Annales  de  V Observatoire  (Additions  au  Cha- 
pitre XXI,  p.  126),  Le  Verrier  a  trouvé  un  petit  terme  du  troisième  ordre  en  i^ 
dans  le  développement  de  la  partie  fndt  de  la  longitude  moyenne  de  Saturne 
troublé  par  Jupiter,  ce  qui  confirmerait  le  résultat  de  M.  Haretu.  Toutefois,  Le  Ver- 
rier n'obtient  le  terme  en  question  que  par  un  calcul  d'interpolation,  calcul 
purement  numérique.  Il  y  aurait  lieu  de  chercher  l'expression  analytique  du 
terme  en  question;  peut-être  pourrait-on  y  arriver  en  partant  des  formules  de 
M.  Haretu. 
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CHAPITRE  XXVI. 

EXPRESSIONS  GÉNÉRALES  DES  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES. 


166.  On  a  vu,  dans  le  n°  162,  que  les  inégalités  séculaires  de  cinq  des  élé- 
ments elliptiques  se  présentent  sous  la  forme 

(0  P'i  +  P"<2+      . 

grâce  à  la  petitesse  des  coefficients  P",  les  formules  obtenues  peuvent  être  éten- 
dues à  un  assez  grand  nombre  de  siècles,  dans  le  passé  et  dans  l'avenir.  On  peut 
toutefois  se  demander,  et  cette  question  intéresse  à  un  haut  degré  nos  connais- 
sances sur  la  stabilité  du  système  planétaire,  si  les  expressions  générales  des 
éléments  elliptiques  osculateurs  d'une  planète  contiennent  effectivement  des 
termes  de  la  forme  (i),  ou  bien  si  leur  introduction  dans  les  formules  ne  pro- 
vient pas  uniquement  de  la  marche  qu'on  a  suivie  pour  l'intégration.  Admettons, 
en  effet,  que  les  termes  qui  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement  dans  les 
équations  différentielles  introduisent,  par  l'intégration  rigoureuse  des  équa- 
tions, des  termes  périodiques  dont  les  arguments  varient  proportionnellement 
aux  masses  perturbatrices  :  ces  termes,  quand  on  développera  les  intégrales 
suivant  les  puissances  des  masses  perturbatrices,  feront  apparaître  dans  la  so- 
lution approchée  du  problème  des  expressions  de  la  forme  (i). 

Dans  cet  ordre  d'idées,  en  l'absence  d'une  intégration  complète  et  rigoureuse 
qui  est  impossible,  il  serait  très  intéressant  de  chercher  à  intégrer  les  équations 
différentielles  dont  dépendent  les  éléments  des  diverses  planètes,  en  y  réduisant 
les  fonctions  perturbatrices  à  leurs  parties  séculaires,  c'est-à-dire  aux  termes 
qui  ne  contiennent  pas  le  temps  explicitement.  Mais,  même  dans  ce  cas,  on  se 
butte  à  des  difficultés  analytiques  qui  n'ont  pas  encore  été  surmontées  ;  Lagrange 
n'a  pu  résoudre  la  question  qu'en  négligeant,  dans  les  parties  séculaires  des 
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fonctions  perturbatrices,  les  termes  qui  sont  du  quatrième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  mutuelles  supposées  être,  à  un  moment 
donné,  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  comme  cela  arrive  en  réalité  pour 
les  anciennes  planètes. 

167.  Considérons  d'abord  la  fonction  perturbatrice  Ro,,  relative  au  mouve- 
ment de  la  planète  P,  en  tant  qu'il  est  troublé  par  la  planète  P'.  On  a  vu  au 
n*'  125  que  la  différence  Rq.,  —  R,  ne  contient  pas  de  partie  séculaire;  on  peut 
donc  prendre  ici  Ro,,  =R,.  D'ailleurs,  la  formule  (37)  du  n°  123  donne,  en  ne 
prenant  que  la  partie  séculaire  de  R,  et  négligeant  dans  cette  partie  les  termes 
du  quatrième  ordre, 

/  I  I  I  /    (?\(o'       I       (î^Afo^X 

Ri=  -  A«»-  -  Y]2R(i)  +  j  (e2+  e'2)  (a-^-  +  -  a^  ^-- 
1  2  2  4  '  \      aa         2         aa^   / 

f  +-    A(*>  — a— T a^ —:r-T-]ee'co'S,i(x)  —  Ts'). 

\  2  \  aa         1         oa^    J 

Puisqu'on  néglige  le  quatrième  ordre,  on  pourra  remplacer  w  par  gt.  On  a 
d'ailleurs 

cosJ  =  COS9  0059'+  sincp  sin9'cos(©  —  B'), 

et  l'on  pourra  prendre,  avec  la  même  précision, 

4Yi^=4sin2-  =2  —  2  cosJ=:  4sin*  --  -f-  4sin^  —  —  2sin9sin9'cos(5  —  B') 

ou  même 

4y]2  — iang-9  +  tang29'—  2tang9  tang9'cos(9  —  B'). 

11  convient  de  transformer  les  coefficients  de  e^ -\- e'^  et  de  ee'cos(a)  —  gj') 
dans  la  formule  (2)  ;  on  a,  en  introduisant  les  notations  du  Chapitre  XVII, 

aA«"       I     ^f^^Afo^X  ^6(0)       I    .rfî^o) 


da      '    2  dà^   J  da         1         dot.^ 

a'    A'*)—  a  —z a^  — ^^—     =^  b'-^>  —  oc  —, </} 


da  2         da^    J  doc         "i         doc^ 

Remplaçons  ¥^'^  et  è^''  par  leurs  développements  en  séries 

I  ,,„,  /i\'  ,     /i-3\'-  ,  ri.3...(2/-i)"i«  ,. 

24  2.4.  ..2t  \.<0.  .  .{ll-^'2) 
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et  nous  trouverons,  après  des  réductions  faciles, 


aa         2  oa^ 

3    ,r        35    „  3.5...(2i  +  i)  5.7...(2/+3)    ,.  "1 

2  L  24  2.4.  ..2i  4-6.  .  .(2i  H-  2)  J 

a'    A<^^  —  «  ^i a^      -■  „ 

\  oa         1         oa^ 

3.5     ,r         37    „  3.5. .  .(2i+i)  7.0.  .  .(2i+ 5)     ,. 

2.4         L  20  2.4. ..2i  6.8.  ..(2^  +  4) 

on  en  conclut,  en  se  reportant  aux  formules  et  notations  du  Chapitre  XVII, 

-  a- — 3-^   =       — -  ac("=       -  B('^ 


ôa  2  (^a^  2  a'  2 

(?A(*)        I       ^^A'i'  I  I 

aa         2         a«^  2  a'  2 

La  formule  (2)  deviendra  donc 

R,  =  -  A^o)  _^  ^  B(i)  [^2 _|_  gn _  tang2 (^  _  tang^ 9' 4-  2  lang9  tangcp'  cos ( Q  —  0' )] 

(3)  : 

—  7B(2)ee'cos(m  — cî' 

4 

On  obtiendra  la  fonction  perturbatrice  R  qui  doit  être  substituée  dans  les 
équations  différentielles  en  multipliant  l'expression  (3)  de  R,  parfm',  et  ajou- 
tant à  l'expression  obtenue  les  quantités  analogues  qui  répondent  aux  actions 
des  planètes  P",  P"', Il  convient  de  poser 

(4)  iA(o)  =  Mo,t,         ^B(i)  =  No.„         ^B(^)^Po,.; 
on  pourra  écrire 

(5)  I  +  ^^f'^î^^^No.vLe^-f  (6(^0^— tang^9  -  tang29M  +  2tang9  tangcp'^)  cos(9—  d^"^)] 
\  —  2  2]f/w(^^Po,vee(^)cos(cT  — cj(^)). 

168.  Il  faut  substituer  cette  valeur  de  R  dans  les  équations  (A)  du  n°  62;  la 
première  de  ces  équations  nous  donnera 

da 
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ainsi  a,  a  ,  a",  . . .  sont  constants;  il  en  sera  de  même  de  n,  n',  n",  ...  et  des 
quantités  Mo,v>  No,vet  Po,v 

Jl  convient  de  faire  le  changement  de  variables  indiqué  au  n°  63,  en  posant 


(6) 
(7) 


esinGT=A,  e' sinvs' =^  h' , 

eCOSGT=/,  e' COSTTS' =:  l' , 

tangtp  sin9  =7?,  langcp' sinô'=/>', 

lang<p  cos9  =  ^,  tang9'cos0'=:^', 


dh 

I     dR 

dl 

I     ^R 

dt  ~ 

na-  dl 

dt  ~ 

na^  â/i 

dp  _ 

I     <?R 

dq 

I     (?R 

dt  ~~ 

na''  dq  ' 

dt  ~ 

na'^  dp 

Les  nouvelles  variables  dépendront  des  équations  différentielles  (i6)  et  (19) 
dun°63;  en  négligeant  dans  ces  équations  les  quantités  du  troisième  ordre, 
ce  qui  revient  à  négliger  le  quatrième  dans  R,  on  peut  les  écrire  simplement 


(8) 


L'expression  (5)  de  R  devient  d'ailleurs 

[R^^fmWMo.v 

\  -  2  2]  ^m^"^  Po,v  (  hh^-^)  -i-  W^)  ) . 

Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  R  dans  les  équations  (8);  si  nous 
posons    . 

/     X  2fmMNp,v       ,       ,  2fmWPp,v       ,-       -, 

nous  trouverons  sans  peine 
dh 


^^        j  (0,1)  +  (0,2)  -/...}/+  [o,,]  /'  +  [0,2]  l"+...^o, 
dt   "^ 


-,-  -i-  I  (0,1)  4-  (0,2)  +. . .  j  /^  —  [0,1]  h'—  [o,2]/i"  +  . .  .r=o, 


(A) 


^  -  j  (1,0)  +  (1,2)  V. . .  !  /'  +  [1,0]  /  +  [1,2]  /"+...= o, 

dl' 

1^  +  I  (T,0)  +  (1,2)  +.  .  .  j  A'-  [1,0] /*  -  [1,2]  A"  +  .  .  .  =  0, 
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et 

dp 


-jj    +|(0,l)+  (0,2)+...   }^  —  (0,l)^'-(0,2)/-, 


dt 


o, 


-^    -i(0,l)  +  (0,2)+...   \p   +(0,l)/?'4-(0,2)/?"+...  =  0, 

^^'^  i  ï'  +  !  ^''°^  ^  (i'2)  +  .  .  .\q'-  (i,o)  ^  -  (1,2)^"-  .  .  .  =  o, 

dn' 

-Jj  -|(^,0)  +  (l,2)+...   j;?'-f-(i,o)/>  +  (l,2)/>"  +  ...  =  0, 


Les  quantités  (o,i),  (0,2),  (1,2),  . . . ,  [0,1],  [0,2],  [1,2],  . . .  définies  par  les 
formules  (10)  dépendent  des  masses  et  des  grands  axes;  ce  sont  des  constantes 
qui  sont  positives,  parce  que,  toutes  les  planètes  tournant  dans  le  même  sens, 
/i^P^  est  réellement  positif;  elles  vérifient  les  relations 


(•0- 


m^P^  /i(p)  ( a(p) )2  (p,  V )  =  /w(^)  /i(^) ( a(^)  y  (v,  p ), 
m(Phi(P^{a(P^y  [p,  v]  =  mWn^y)(a^y)y  [v,  p]  ; 


on  le  voit  immédiatement  en  partant  des  formules  (10)  et  remarquant  que  Np,v 
et  Pp,v  sont  des  fonctions  symétriques  de  a^P^et  a^'^K 

Soit  N  le  nombre  des  planètes;  la  détermination  de  e,  e',  ...,  xs,  tu',  ...  est 
ramenée  à  l'intégration  d'un  système  (A)  de  2N  équations  linéaires  simultanées 
du  premier  ordre,  à  coefficients  constants. 

De  même,  la  connaissance  de  cp,  9',  ...,  G,  G',  . . .  dépend  du  système  ana- 
logue (A'). 

169.  Occupons-nous  d'abord  du  système  (A).  Posons,  pour  effectuer  l'inté- 
gration, 

aymn  asjmn 

(ii^  l  M'  W 

a's/m'n'  a'sjm'n' 


en  désignant  par  g,  (3,  M,  M',  ...  des  constantes. 

Si  nous  substituons  ces  expressions  dans  les  2N  équations  (A),  nous  ne  trou- 
verons que  N  conditions  distinctes;  en  les  multipliant  respectivement  par 
—  a  \lmn,  —  a'  sjm' n' ,  . . . ,  il  viendra 

(o,i)  +  (o,2)  +  ...-g-|M--^^^..^[o,i]M^-       ]  [o,'i]W-...^o, 

-V=-  [ï»o]M  +    (1,0)  +  (1,2)  +.  ..-g\  M'-    /,— — ■  [1,2]  M"-  . .  .  =  0, 

asjmn  a"  \J m"  n" 


ou  bien  encore 

(i3) 

OÙ  l'on  a  posé 

(i4) 
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(Ao,o ~g)M-h  Ao.i M'  +  Ao.aM"  + . . .  —  o, 
Ai,oMh-(A,,i-^)M'+A.,2M"+...  =  o, 
A2,oM  + A2,iM'  +  (A2,2  — ^)M"  +  . .  .  =  o, 
> 

Ao,o  =  (o,l)  +(0,2)+.  .  .  , 

Ai,i  —  (i,o)  +  (1,2)  +. .  . , 
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A;  ^.  = =:  [i,  k]. 


La  définition  précédente  de  A^,^  suppose  les  indices  i  et  k  essentiellement  dif- 
férents; si  l'on  remplace  [i,  ^]  par  sa  valeur  (10),  il  vient 


(i5) 

on  en  conclut 

(16) 


^i,k  ~ 


P,-.A-; 


Cela  posé,  considérons  le  déterminant 


(17) 


G 


^0,0' 

Ai,o 
Aa.o 


g     Ao,i 


An. 2 


Ai.i  — ^    A,, 2 

A2,l  A2,2—  ^ 


An-1,0  Ajj-i,!  A-v_i,2 


Ao,N-l 

Ai,\-i 

An-i,n-i—  g 


il  est  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale,  d'après  la  relation  (16).  Si  ce  dé- 
terminant n'est  pas  nul,  la  théorie  des  équations  homogènes  du  premier  degré 
montre  que  l'on  ne  pourra  satisfaire  aux  équations  (i3)  qu'en  prenant  en  même 
temps 

MrzrM'— M"rr:...=  0, 

ce  qui  ne  saurait  nous  convenir,  puisque  notre  solution  (12)  disparaîtrait 
alors. 

Pour  que  cette  solution  existe,  il  faut  donc  que  ^vérifie  l'équation 


(B) 


G=:0. 


Le  degré  de  cette  équation  est  égal  au  nombre  N  des  planètes;  car,  dans  le 
produit  des  termes  de  la  diagonale  du   déterminant  (17)  se  trouve  le  terme 
(—  i)'"*^^  qui  ne  peut  être  détruit  par  aucun  autre.  Nous  représenterons  par  g, 
T.  -  L  52 
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gi,  g'-2^  ...,  g^_f  les  racines  de  cette  équation;  ces  quantités  seront  des  constantes 
dont  les  valeurs  dépendront  de  m,  m',  ...,  m'^~*',  a,  a',  ...,  a"^~";  N—  i  des  équa- 
tions (i3)  détermineront  les  rapports  de  N  —  i  des  quantités  M,  M',  ...  à  la 
jvjième.  cette  dernière  sera  l'une  des  constantes  arbitraires  qui  figureront  dans  la 
solution  (12);  l'autre  sera  p.  A  la  racine  ^,  correspondront  des  équations  que 
l'on  déduira  de  (i3)  en  changeant^,  |3,  M,  M', ...  en  ^,,  p<,  M,,M',,  ...;  de  là  une 
seconde  solution  renfermant  deux  constantes  arbitraires,  p,  et  l'une  des  quan- 
tités M,,  M',,  ....  On  trouvera  ainsi  N  solutions  particulières,  chacune  avec  deux 
constantes  arbitraires;  les  équations  (A)  étant  linéaires,  on  aura  une  nouvelle 
solution  composée  avec  les  précédentes  en  ajoutant  les  diverses  valeurs  de  h,  /, 
h',  /',  —  Ce  sera  donc 

ahsi'mn   r=  M  sin(^/+  (3)  +  Mi  sin(^,f  +  (3i)  4-. . .  + Mn-i  sin(^N_ii  +  (3n_i), 
al  \Jmn   =  M  cos(^f -f- [3)  +  Mi  cos(^if  +  [3i)  +.  .  .  +  MN_iCOs(^.N_ii-h  [3>-_i), 
(^')   {  a'A'v^mV  =:M'sin(^i+  (3)  4- m;  sin(^ii+  (3,)  +•••  4- Mn-,  sin(^N_i«  4-  [3.v_i), 
/  a' l'slm'n'  —  M'cos {gt^^)  +  M'iCOs(^i^  +  (3,)  -h.  . .  + Mk-iCOs(^N-i«  +  Pji_,), 

Cette  solution  comprend  2N  constantes  arbitraires  et  donne  les  intégrales 
générales  des  équations  (A). 

Remarque.  —  En  différentiant  par  rapport  à  g  l'expression  (17)  de  G,  en 
trouve  évidemment 


dg    '      \<?Ao,o       <?Ai,, 

On  en  conclut  que,  si  la  racine  g  n'est  pas  une  racine  multiple,  on  ne  peut  pas 

avoir  simultanément 

^G  ^G 

r=0, 


(?Ao,o         '  <?A,,i  " 

Donc  les  N  déterminants  que  l'on  déduit  de  G  en  supprimant  la  ligne  et  la 
colonne  qui  aboutissent  à  chacun  des  éléments  de  la  diagonale,  ne  peuvent  pas 

être  tous  nuls  en  même  temps.  Supposons  par  exemple  -t\ —  <o;  alors,  en  sup- 

primant  la  première  des  équations  (i3),  il  en  restera  N—  i  autres  qui  détermi- 

M'    M" 
neront  les  N  — i  inconnues  tï-'  -tt?  •■•'  car  le  dénominateur  commun  de  ces 

inconnues  n'est  autre  chose  que  -vr — >  et  il  est  essentiellement  différent  de 
zéro. 

170.  Lagrange  a  remarqué  que,  si  quelques-unes  des  racines  de  l'équation 
G  =  o  étaient  imaginaires,  les  expressions  de  h,  l,  h' ,  /',  ...  contiendraient  des 
exponentielles  qui,  en  croissant  indéfiniment,  auraient  pour  effet  de  rendre  les 
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orbites  très  excentriques,  et  de  détruire  la  stabilité  du  système  planétaire.  Les 
planètes  connues  alors  étaient  au  nombre  de  six  (Herschel  n'avait  pas  encore 
découvert  Uranus)  ;  les  influences  de  Mercure,  de  Vénus  et  de  Mars  sur  Jupiter  et 
Saturne  étant  faibles,  Lagrange  a  pu  remplacer  très  approximativement  l'équa- 
tion G  =  o  par  deux  autres,  l'une  du  second  degré,  l'autre  du  quatrième.  Avec 
les  valeurs  numériques  dont  il  disposait  pour  m,  m',  ...,  a,  a',  ...,  il  trouva  que 
les  deux  équations  ci-dessus  avaient  leurs  racines  réelles  et  inégales.  Mais  cer- 
taines des  masses  employées  étaient  entièrement  hypothétiques  :  ainsi,  celles 
de  Mercure,  de  Vénus  et  de  Mars  avaient  été  calculées  en  partant  de  leurs  vo- 
lumes et  tirant  leurs  densités  d'une  loi  empirique  d'après  laquelle  les  densités 
des  planètes  seraient  inversement  proportionnelles  aux  grands  axes  de  leurs 
orbites.  On  pouvait  donc  se  demander  si,  avec  d'autres  données  notablement 
différentes,  on  trouverait  encore  seulement  des  racines  réelles  :  «  Il  faudrait, 
disait  Lagrange,  pouvoir  démontrer  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  masses, 
pourvu  qu'elles  soient  positives,  les  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit  sont  tou- 
jours nécessairement  réelles  et  inégales,  et  il  ne  paraît  pas  impossible  de  par- 
venir, par  quelque  artifice  particulier,  à  résoudre  cette  question  d'une  manière 
générale  (*).  » 

Laplace  répondit  bientôt  au  desideratum  exprimé  par  Lagrange  ;  il  prouva  en 
effet  que,  quelles  que  soient  les  données  numériques  supposées  pour  les  masses 
et  les  distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil,  l'équation  G  =  o  a  tou- 
jours toutes  ses  racines  réelles,  pourvu  que  les  planètes  tournent  toutes  dans 
le  même  sens.  Nous  allons  reproduire  la  démonstration  de  là  Mécanique  céleste. 

Ajoutons  les  équations  (A),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
mna^h,  mna^l,  m'n'a'-/i',  m' n'a'-t,  ...  ;  nous  trouverons 

dt  dtj  \      dl  dt 

H-  (/i/' —  Ih')  {  mna'-\o,i\  —  m' n'  a'^\\,6\  \-\- .  .  .r=.o, 

OU  bien,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (ii),  et  remarquant  que  n  et  a 
sont  constants, 

(i8)  -^  \mna'-{h^-^V-)-\-jn'n'a"-{h"'+l"')+...  {  —  o. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  G  une  constante  arbitraire, 

(D)  mna'-{Ji^-\-  P) -^- m' n' a"{h'^ -+  l'^)  +...=:  C 

OU  bien 

(  1)  1  )  mna-  e-  +  m' n'  a'^e'-  -{-  ■  .  .  =:  C  ; 

(1)  roir  les  Mémoires  de  Lagrange  sur  les  inégalités  séculaires  des  planètes,  t.  V  et  VI  de  ses 
OEuvres. 
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on  a  ainsi  une  intégrale  des  équations  (A).  On  peut  l'écrire  comme  il  suit,  en 
prenant  la  masse  du  Soleil  pour  unité, 

m  \Ji  -\-  m\Ja  e^+  m'  \Ji  +  m'  \Ja'  e'^H-.  .  .  =  const.,- 

OU  bien,  en  négligeant  m-,  m'^,  ..., 

(Dj)  my/ae^— m'\/«'e'2-j-.  .  .1=  const. 

Supposons  maintenant  que  deux  des  racines  de  l'équation  (B)  soient  imagi- 
naires, ^  et  ^,  ;  on  aura  donc 

M  et  (7  étant  réels,  et  a  >>  o.  Si  l'on  pose 

-(Mcos[3  +  MjCOsPi)  =  011  cosy,  -  (M sin[3  +  Misin[3i)  —  Dit  siny, 

2  2 

-  (Mcosp  —  MiC0s(3i)  ==:  OlLiCOS-/,,         (Msinj3  —  MiSinPi)  =:  DULisinyï, 


on  voit  aisément  que  le  résultat  de  la  substitution  des  valeurs  (19)  de^et^, 
dans  les  deux  premières  formules  (C)  est  le  suivant 

a/v/m7i  =  01Lcos(«^  +  -/)(E^'-hE-^0  — 3r^'iSin(af  +  y,)(E'^'— E-^0+M2COS(^2^  +  [3.)-t-.... 

OÏL,  dXLi,  7  et  y,  sont  quatre  constantes  arbitraires  qui  doivent  être  réelles  pour 
que  A  et  /le  soient  aussi.  On  aura  des  expressions  analogues  pour  A',  /',  h",  l",  ... 
en  mettant  des  accents  aux  lettres  DXi,  OYit ,  y  et  y, . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  h,  l,  h',  l' ,  ...  dans  l'équation  (D),  on  trou- 
vera un  résultat  de  la  forme 

(  20)        (  Drt2  +  dM^l  +  OTl'2  +  DlL'i^  +  .  .  .  )  E^-^'  4-  X E*^'  +  ilî>  +  aE-<^'  -i-  ©E-^'^'  =  C. 

Or,  si  la  quantité  positive  a  n'est  pas  nulle,  quand  t  croîtra  indéfiniment,  le 
terme  en  E^"^  arrivera  à  être  infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres,  et 
comme  il  croit  au  delà  de  toutes  limites  et  que  son  coefficient  Dlo'^-h  UïC^  -f  . .. 
est  essentiellement  positif  si  toutes  les  planètes  tournent  dans  le  même  sens 
(auquel  cas  n,  n' ,  ...  sont  positifs),  la  relation  (20)  ne  pourra  pas  être  vérifiée. 
On  doit  donc  avoir  a  =  o,  et  les  racines  g  et  ^,  ne  peuvent  pas  être  imaginaires. 

Si  l'on  admettait  plusieurs  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  (B), 
il  y  aurait  d'autres  quantités  a',  a",  ...  analogues  à  cr;  en  supposant 

cr  >  7'  >  !3^'  >  .  .  . , 

on  verra  sans  peine  que  le  premier  membre  de  l'équation  analogue  à  (20)  fini- 
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rait  par  grandir  indéfiniment  avec  le  terme  en  E^*^';  on  devra  donc  avoir  a  =  o; 

on  démontrera  ensuite  que  a'  =  o, 

L'équation  générale  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  (17) 
a  toutes  ses  racines  réelles,  quelles  que  soient  les  quantités  réelles  A,,^  et  A,  y^; 
parmi  les  démonstrations  qui  ont  été  données  de  ce  beau  théorème,  nous  cite- 
rons celle  de  M.  Sylvester  (voir  Baltzer,  Théorie  des  déterminants) ,  et  celle  de 
Borchardt  (^Journal  de  Mathématiques,  t.  XIII). 

171.  Voici  maintenant  comment  Laplace  prouve  que  l'équation  G  =  o  ne  peut 
pas  avoir  de  racines  égales;  supposons  en  effet  ^  =  ^V  Les  expressions  de 
h,  l,  h! ,  /',  ...  seront  de  la  forme 


ahsimn  —  {^t^^T=^)  sin(^i4-  (3)  -+- M2  sin(^2^  +  P2)  +  •  •  •  > 

En  substituant  dans  la  formule  (D),  on  aura  une  équation  dont  le  premier 
membre  contiendra  un  terme  prépondérant  en  t^,  avec  le  coefficient  essentiel- 
lement positif  x^  H-  3^'^  + . . .  ;  ce  premier  membre  ne  pourra  donc  pas  conserver 
une  valeur  constante,  et  il  est  impossible  que  les  racines  g  et  g^  soient  égales. 

Cette  démonstration  de  Laplace  prouve  seulement  que  les  expressions  de  A,  /, 
A',  /',  ...  ne  peuvent  pas  contenir  le  temps  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus, 
comme  le  supposaient  les  formules  (21),  et  qu'elles  sont  formées  par  la  réunion 
de  termes  périodiques;  c'est  là  l'essentiel  au  point  de  vue  de  la  stabilité  du 
système  planétaire.  Mais  il  n'en  résulte  pas  nécessairement  que  l'équation 
G  =  o  ne  puisse  jamais  avoir  de  racines  égales,  car  on  sait  aujourd'hui  (') 
qu'il  peut  arriver  dans  ce  cas  que  les  intégrales  générales  des  équations  (A)  ne 
renferment  pas  le  temps  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus. 

On  peut  donc  se  poser  la  question  suivante  : 

Pourrait-on  disposer  des  masses  des  planètes  et  de  leurs  distances  moyennes 
au  Soleil  de  manière  que  l'équation  (B)  ait  des  racines  égales? 

Cela  est  impossible  quand  il  n'y  a  que  deux  planètes.  En  effet,  l'équation  (B) 
se  réduit  à 


-*o,o  ■      A'         '*o,i 


-o, 


A  1,0  Ai,i~~ 

et,  pour  que  ses  deux  racines  soient  égales,  il  faut  qu'on  ait 

(Ao,o  — A,,i)'4-4A^,i  =  o; 


(')  Voir  Thomson  et  Tait,  Treadse  on  natural  Philosophj ,  2*  édit.,  t.  I,  Partiel,  p.  38i  ;  — 
E.-J.  RouTH,  Stabilitx  of  a  given  State  of  Motion,  1877;  —  OEiwrex  de  Lagronge,  t.  XI.  Note  Vfll  de 
M.  G.  Darboux. 
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en  remplaçant  Ao,o,  A,,,  etAo,,  par  leurs  valeurs  qui  résultent  des  formules  (lo), 
(i4)  et  (i5),  il  vient 

No ,  etPo,,  étant  essentiellement  différents  de  zéro,  la  condition  précédente  ne 
peut  pas  être  remplie;  il  pourrait  en  être  autrement  si  les  planètes  se  mou- 
vaient en  sens  contraire,  car  alors  le  produit  n^i'  serait  négatif. 

M.  Seeliger  a  examiné  le  cas  de  N  =  3  dans  le  n°  2231  des  /tslronomische 
Nachrichten,  t.  93,  1878,  et  il  a  réussi  à  prouver  directement  que,  si  l'équation 
G  =  o  avait  deux  racines  égales,  une  certaine  équation  de  condition 

cl>  m  +  cl,'  m'  -f-  clo"  m"  =  o 

devrait  être  satisfaite,  dans  laquelle  .1,,  A,',  X"  sont  des  quantités  essentielle- 
ment positives;  cela  est  impossible  (').  Je  ne  sache  pas  qu'on  ait  encore  démon- 
tré la  même  impossibilité  pour  N  >  3. 

172.  Laplace  a  tiré  de  l'intégrale  (D,)  une  conséquence  importante  au  point 
de  vue  de  la  stabilité  du  système  planétaire  :  puisque  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  sont  de  même  signe,  l'une  quelconque  des  excentricités,  e  par 
exemple,   ne  pourra  jamais  acquérir  une  valeur  supérieure  à  celle  qui  serait 

donnée  par  la  formule 

mno}  e'-  =  C, 

d'où 

C 


A  cause  de  la  petitesse  actuelle  des  excentricités,  la  constante  C  a  une  valeur 

(1)  Le  cas  de  m  —  o  doit  être  excepté;  car  alors,  d'après  la  formule  (i5),  on  a 

Ao,l  =  Ai^o  =  o,  Ao,2  =  A2,0  =  O) 

et  l'équation  (B),  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

§•  — Ao,o  =  o, 
(^'■  — A,,i)(g-  — A2,2)  -  Ai,2A2,i  =  0, 

aura  des  racines  égales  si  l'on  peut  déterminer  a  par  la  condition 

(Ao,o  —  Ai^i)(Ao,o--  A.. 2)  —  Ai^2  Aa,!  =  o, 
qui  équivaut  à 

j(0,r)-^(0,2)  -(l,2)j    j(0,l)  +  (0,2)  —  ('>.,l)]—  [l,a][9,,l]  ^O. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  les  planètes  P'  et  P"  soient  Jupiter  et  Saturne,  et  qu'on  remplace  «', 
a",  m'  et  m"  par  les  valeurs  numériques  correspondantes,  on  trouve  que  la  condition  ci-dessus  est 
satisfaite  par  n  —  r  ,85. 


EXPRESSIONS    GÉNÉRALES    DES    INÉGALITÉS    SÉCULAIRES.  lilD 

très  petite.  Par  conséquent,  l'excentricité  e  elle-même  restera  toujours  fort 
petite,  si  la  masse  m  correspondante  constitue  une  partie  considérable  de  la 
somme  des  masses  du  système.  Mais  on  ne  peut  tirer  de  l'intégrale  (D,),  aucune 
conclusion  analogue  pour  les  planètes  dont  les  masses  sont  faibles.  Pour  savoir 
si  leurs  excentricités  resteront  toujours  comprises  entre  d'étroites  limites,  il 
faut  avoir  recours  aux  formules  (C).  On  en  tire 

nina^e-=M-^  +  M"^  4-  M^  +  .  .  .  -+-  2MM,  cos[(^  —  gi)t  +  ^  —  ^i] 


la  plus  grande  valeur  de  e-  répond  au  cas  où  tous  les  cosinus  sont  égaux  à  ±  i, 
de  manière  que  les  termes  où  entrent  ces  cosinus  soient  tous  positifs;  on  aura 
donc 

(..)  ^.,^|M|_t|M,l-K|M,|  +  ..,. 


a  \Jmn 

on  trouvera  ainsi  une  limite  supérieure  de  l'excentricité  e.  Cette  limite  pourra- 
t-elle  être  réellement  atteinte?  C'est  une  question  d'analyse  indéterminée  que 
nous  ne  chercherons  pas  à  approfondir.  Il  paraît  vraisemblable  qu'on  pourra 
trouver  des  époques  où  les  différents  angles,  tels  que 

approcheront  autant  qu'on  voudra  de  certains  multiples  pairs  ou  impairs  de  ii; 
alors  e  atteindrait  sa  limite.  On  n'a  pas  d'expressions  générales  des  quanti- 
tés (22),  susceptibles  d'une  discussion  analytique,  et  l'on  ne  peut  se  prononcer 
sur  les  limites  des  excentricités  qu'après  avoir  effectué  tous  les  calculs  numé- 
riques. 

173.  Nous  avons  à  montrer  maintenant  comment  on  pourra  calculer  les  va- 
leurs des  2N  constantes  qui  figurent  dans  les  formules  (C),  en  fonction  des 
données  initiales;  ces  données  seront  les  valeurs  e^,  e'^,  ..  ,  cy„,  ©1,,  ...  des  excen- 
tricités et  des  longitudes  des  périhélies  à  l'époque  ^—  o.  On  en  déduira  d'abord 
les  valeurs  correspondantes  A„,  l^,  h'^,  l'^,  ...  de  h,  l,  h' ,  /',  ...  par  les  formules 

(  Ao=  eo  sincjo»         fh  =  ^'0  sincr'y,         . .  . , 
(23)  j   ,  ,,  ,  , 

Si  l'on  fait  /  =  o  dans  les  formules  (C),  il  vient 

(  M  sin  [3  +  Ml  sin  [3,  + .  .  .  -+-  M>_i  sin  (3j<-i  =  ah^  y'inn , 
(^4)  \  M'sin[3 +M'iSin(3i-+-. .  .-(-M'N-isin[3j;_i  =  a7t;\//?îV, 
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et  '  tos 

i  M  cos(3  +  M,  cosj3i  + . . .  -^  Mj<_i  ^[3>_i  =  «/q  ym/i, 

(^^)  j  M'cos(3 +  M'iCos[3iH-. .  .  +  M>-_iCos|3N_i  =  a7oV'«i'/i', 

Nous  supposons  que  l'on  a  calculé  les  racines  g,  gt,  ...  de  l'équation  (B) 
dont  tous  les  coefficients  ont  des  valeurs  numériques  connues. 

M'    M" 
N  — I  des  équations  (i3)  donnent  les  rapports  -;r|-j  -^)  •  ••;  en  changeant 

dans  ces  équations  g  en  g,,  on  aura  de  même  les  rapports  ~,  -^^  •  •  •?  et  ainsi 

de  suite,  de  telle  sorte  que  les  N  équations  (24)  contiennent  au  premier  degré 
les  N  inconnues  Msin^,  Mjsin^,,  .  . . ,  Mjv_,  sin[3N_,  ;  de  même,  on  a  le  sys- 
tème (23)  pour  déterminer  les  N  inconnues  M  cos^.  M,  cosp<,  ...,  Mjy_,  cos(3jj_<. 
Nous  allons  établir  des  relations  qui  rendront  très  facile  la  résolution  des 
équations  précédentes.  Reprenons  la  première  des  formules  (i3)  et  celle  qu'on 
en  déduit  par  le  changement  de  ^  en  ^,, 

(Ao,o-^)M  +Ao,iM'  +  Ao,2M"+...  =  o, 
(  Ao,o  —  ^1)  Mi+  Ao,i  m;  4-  Ao,2M';  H- .  . .  =:  o  ; 

on  en  déduit,  par  l'élimination  de  A(,,o» 

(26)  {g,  -  g)  MMr--=  Ao,i(MM',  -M'M,)  +  Ao,2(MM';  -M"MO  +  •  •  •  • 

La  seconde  des  formules  (i3)  et  les  suivantes  donnent  de  même 

^    ^        (  (^,-^-)M'm;  =  a,,o(m,m'-mm;)  +  a,,,(M'm';-m"xm;)+..., 
(27) 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (26),  (27),  ...  et  que  l'on  ait  égard  à  la  rela- 
tion (16),  il  vient 

{g,  -  g)  (MMi  +  m'm;  +...)  =  o. 

On  peut  supprimer  le  facteur  g\  —  g  qui  est  différent  de  zéro,  et  l'on  trouve 
ainsi,  en  supposant  maintenant  que  g  et  gt  représentent  deux  racines  quel- 
conques gr  et  gs  de  l'équation  (B),  la  relation 

(28)  M,M,  +  M,Mj-hM';M:  +  ...  =  o, 

dans  laquelle  r  et^  désignent  deux  indices  différents  quelconques  de  la  série 
o,  1,  2,  ...,  N  —  I. 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  les  équations  (24)  après  les  avoir  multipliées  par  les 
facteurs  M^,  M^.,  M)'.,  ...  et  qu'on  fasse  de  même  pour  les  équations  (25),  on 
trouve,  en  ayant  égard  à  la  condition  (28), 

(M^  +  M;^  +  M";  + . . . )  sin j3,.=  ahôs/T^iM,.  +  a'Ji^ sjl^' M;  + . . . , 
(M^  +  M;^ -I-  M;^ -f- . . . ) CCS  ^r—  ah  \lm7i  M,.  +  a' l'^  /?^IV  M;,  + . .  . , 
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ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi 

]yf '_ 

ah^s/mn  -4-  a' h'^^  \jm!  f^'  -rr-  -+-••• 
M,sin(3,^^ — - 


al^  \J ma  -\-  a'  l\  \/ m' n' 

M,.cos(3,.=:  ■ '■ 


Les  rapports  ^p'  vT'  "  "  '  ^^"^  connus  par  ce  qui  précède;  ils  seront  donnés 
par  la  résolution  de  N  —  i  des  équations 

A  4    m;      .     m; 

Ao,o  —  .^c -t- Ao,i  1^  -I- Ao,2  î^  +  •  •  •  =.o, 

(F)  (     A  /A  ^^'r  K  M'; 

A,,o+(A,,i  — #V)  j^  +A,,2  ^  H-...  =  o, 


L'ensemble  des  calculs  numériques  à  exécuter  correspond  donc  : 

i''  A  la  résolution  de  l'équation  (B)  du  degré  N; 

2°  A  la  résolution  des  N  systèmes  d'équations  du  premier  degré  àN--  i  in- 
connues, que  l'on  déduit  de  (F)  en  attribuant  à  l'indice  r  les  valeurs  o,  1,2,..., 
N-i. 

Après  quoi  la  solution  sera  fournie  par  les  formules  (C)  et  (E). 

174.  11  est  souvent  possible  d'avoir  une  donnée  importante  sur  la  manière 
dont  varient  les  longitudes  cr,  m',  ...  des  périhélies. 

Les  deux  premières  des  formules  (C)  peuvent,  en  effet,  s'écrire 

j  =  N-l 

a\Jnineco'S,-G5^=   ^  M/COs(^,-^  +  (3;-). 

i  -0 

On  en  conclut,  en  désignant  par  j  l'un  des  nombres  o,  i ,  2,  . . . ,  N  —  i , 

(29)  a  s/'mnecos (rn  ~gjt  —  [3y)  =  My  4-  ^J]  M.cos l{gi—gj) ^  +  (3,—  (3y]  ; 

dans  le  second  membre,  la  valeur/ est  maintenant  exceptée  de  celles  que  doit 
prendre  l'indice  i, 

T.  -  \.  53 
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Supposons  que  la  valeur  absolue  de  My  soit  supérieure  à  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  M,  M,,  ...,  My_,,  My^,,  ...,  M.^_,  ;  la  formule  (29)  montre  que 
cos(gt  —  gjl  —  Py)  ne  pourra  jamais  s'annuler  quel  que  soit  /.  On  pourra  donc 
poser 

(3o)  ■  m—.k-K  +  gjt-^f^j-^j, 

la  valeur  deu  ne  pouvant  qu'osciller  entre et  +  -;  kr:  +  gjt-\-  ^j  sera  donc 

la  valeur  moyenne  de  cr,  dont  le  moyen  mouvement  sera,  par  suite,  égal  à  gj-, 
m  oscillera  autour  de  cette  valeur  moyenne  et  l'écart  sera  compris  entre  les 

limites et  h 

2  2 

La  formule  (29)  donne  ensuite 

(—  i)^av^m/iecos'j=:-My4-  ^  MiCOs[(^;—  gj)  t  -t-  (3/— (3;]; 

le  signe  du  second  membre  est  celui  de  My;  cosu  est  essentiellement  positif. 
Donc,  l'entier  k  pourra  être  pris  égal  à  zéro  si  My  est  positif  et  égal  à  i  si  My  est 
négatif. 

Donc,  si  le  cas  en  question  est  réalisé,  le  périhélie  tournera  toujours  dans  le 
même  sens,  sauf  les  oscillations;  si  ce  cas  n'a  pas  lieu,  on  ne  peut  pas  dire 
d'avance  le  sens  du  mouvement  du  périhélie. 

Supposons  maintenant  que  la  même  chose  ait  lieu  pour  une  autre  planète,  la 
seconde  par  exemple,  et  que  la  valeur  absolue  de  My  soit  supérieure  à  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  M',  M'^ ,  . . . ,  My_^ ,  M}+, ,  . . . ,  M^_, ,  j  étant  le  même  que 
précédemment;  on  aura  de  même 

(3i)  m'-^k'Ti+gjt  +  i^j+-j', 

la  valeur  absolue  de  u'  étant  inférieure  à  -•  On  tirera  des  formules  (3o)  et  (3i) 

Ts  —  w'  =z{k  —  k')Tz  -^-^j  —  d' ; 

donc  la  valeur  moyenne  de  or—  ci'  sera  égale  à  {k  —  k')7:',  d'après  ce  qui  pré- 
cède, elle  sera  nulle  si  My  et  My  sont  de  même  signe,  et  égale  à  u  si  My  et  My  sont 
de  signes  contraires. 

175.  Les  intégrales  (C)  peuvent  donner,  à  la  rigueur,  toutes  les  circonstances 
des  variations  des  éléments  e,  xs,  e' ,  m',  ...  ;  mais  elles  sont  d'une  discussion 
difficile  à  plusieurs  égards.  On  peut  trouver  N  intégrales  distinctes  des  équa- 
tions (A),  ne  contenant  pas  explicitement  le  temps  t,  mais  seulement  les  excen- 
tricités et  les  positions  relatives  des  périhélies  pour  l'époque  t.  L'intégrale  (D) 
est  dans  ce  cas  ;  c'est  l'une  de  celles  que  nous  allons  faire  connaître. 
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Remarquons  que  les  équations  (C)  ne  diffèrent  des  équations  (24)  et  (23) 
qu'en  ce  que  h^,  l^,  h[^,  l'^,  ...  sont  remplacés  par  h,  l,  /?/,  /',  ...  et  M^sin[3^, 
M;.cos|3,.  par  M^sin(^^i -t- ^;.)  et  M^cos(^^/ +  (3^).  On  pourra  donc  appliquer 
les  formules  (E)  en  y  faisant  les  changements  indiqués  ci-dessus,  ce  qui  don- 
nera 

m; 


ahJmn  +  a'  h'  Jm'  n'  — ^ 
M 


M', 


al  sjmn  +  a'  i  ^m' n'  ^-  + 
M,cos(^,^4-(3,)— 


M', 

Si  l'on  ajoute  ces  équations  après  les  avoir  élevées  au  carré,  le  temps  dispa- 
raît, et  il  reste  l'intégrale 

[  ah  sJmn  4-  a'  h'  sjm'  n'  :—  +  •  .  .  )  -^-  [al  sJmn  -t-  a'  V  \Jm'  n!  ~  +  . . .  ) 


hm'-m--ï 


dans  laquelle  M^  est  la  constante  arbitraire  ;  les  valeurs  des  rapports  —^  ^^  ■  ■  • 

sont  déterminées  par  les  formules  (F)  en  fonction  des  données  a,  a',  ..., 
m,  m',  ...  et  ne  contiennent  rien  d'arbitraire.  L'intégrale  précédente  peut 
s'écrire 

/]VI'\2  ]yj' 

mna^e^H-m'/i'a'^e'-l  ^  I  -^  ...■\- i\Jmm' nn' aa'  ^^ee' ZQ^i^  —  nT')  +  ... 

(G)     Mf.= ^^^'"^  ^^'- 


h(i;)^(^r-T 


il  n'y  figure  plus  que  les  positions  relatives  des  périhélies. 
Si,  entre  les  N  intégrales  (G),  on  élimine  les  N—  i  différences 


on  tombera  sur  une  intégrale  indépendante  des  périhélies,  et  qui  devra  coïnci- 
der avec  (D<). 

Les  intégrales  (G)  permettent  de  calculer  directement  les  valeurs  des 
excentricités  qui  répondraient  à  un  état  déterminé  des  positions  relatives  des 
périhélies,  sans  avoir  à  se  préoccuper  de  l'époque  à  laquelle  le  phénomène  peut 
arriver. 
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176.  Venons  maintenant  à  l'intégration  des  équations  (A');  nous  poserons, 
en  gardant  les  mêmes  lettres  M,  M',  . . . ,  p  et  ^,  afin  de  ne  pas  trop  multiplier  les 
notations, 

M         .    .  ..  M 


(12') 


/>  =    — p=    siii(^^  +  (3),  q=    -^-=   cos(^i+[3), 
a  y  mn  a  \/m/i 

M'  M' 

P'=  — ^==sin(^^+[3),  q'^      -^^  cos(é-«+(3), 

a  \/m  /i  asjin'n' 


En  substituant  dans  (A'),  il  viendra 


(i3') 

on  a  fait 

('4') 

d'où 
(i5') 

(i6') 

On  posera 

iM') 


( Ao,o  +  ^)  M  +  Ao,i M'  +  . . . ^  o, 
A,,oM  +  (Al,,  +  ^)  M'+  . . .  —  o, 


Ao,o=  (o>0  +  (0.2)  +.  . .  , 
A,,i  =  (i,o)  +  (i,2)+..., 


A/z.rr: ^,_  Al,k)\ 


a('')  \J m^i^'i  n 


^i,k=-- 


af  y/A«^'^m(^') 


^^i,k  —  ^k,i' 


N 


i,k 


G'  = 


Ao,o+^    Ao,i 
A,,o  A,,i  +  ^ 


et  l'on  devra  prendre  successivement  pour  g  les  N  racines  de  l'équation 
(B')  G'^o. 

Les  intégrales  des  équations  (A')  seront 

ap\imn  —  M.  sin(^i4-  (3)  +Mi  sin(é'-i^+  (3,)  +.  .  . , 
aq\/mn=^M  cosig-l  -}-  f3)  H- M,  cos(^i  i  H-  ,3i  )  + .  .  . , 
(^^)  j  a'jj'  \/m'H'=M'  s'mÇgt  -t-  (3)  +  M',  sin(^,  ^  -t-  j3, )-+--.. , 

[  a'q'^m'H'.z:^M'cos{gt-h^)  +  M'iCOs(^,^  +  (Sj)  +. . ., 
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177.  Il  y  a  ici  une  simplification  tenant  à  ce  que  l'équation  (B')  a  une  racine 
nulle.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  dans  les  formules  (i3'), 


g  =  o, 


asjmn        a'\Jjn'n' 


en  ayant  égard  aux  relations  (i4').  on  tombe  sur  des  identités  telles  que 

[(0,l)  +  (0,2)  +  ...]  —  (o,l)—  (0,2)  — ...  =  0. 

Les  formules  (33)  peuvent  donc  s'écrire 

/  j  =  N  -  1 

ap  sjinn  —  M  sin  [3  +    V   M^  sin  (^j  t  +  (3,-), 

i  —  \ 

«^  V^'m/î  =  M  cos[3 -I-    V   MtCOs(^j^ -H  (3,-), 

i  —  \ 
ji=N  — 1 

a' p'  \//wV=:  M'sin[3  +   V  Mi  ^\w{git  +  (3,-), 
1=1  - 
i=i\-i 

a'^'vW/i'r=M'cos|3  4-    V   M;cos(^j^  + (3,-), 


(C 


Si  l'on  ajoute  les  équations  (A')  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  mna-p,  mna-q,  m' n'a'^p' ,  m'n'a''^q' ,  ...,  on  trouve,  en  vertu  de  la  première 
des  relations  (ii), 


(,8') 


~  [mna^p^-\-cf)  +  m' n' a'-^{p'^ -h  q'^) -h  .  .  .]  =  o. 


On  a  donc  l'intégrale 

(W)  mna^p-^-hq'-)  4-  m' n' a"- {p"-  +  q"-)  -\-  .  .  .=  C 

OU  bien 

(1)',)  mna^  lang^9  +  m' n'a'^  tang-9'  +  .  .  .  =  C' 

OU  encore,  en  négligeant  m'^,  m'-,  ..., 

(D'à)  m  y/a  13118-294- m  Va' iang>'  +  - .  .—  const.  y 

La  démonstration  de  Laplace,  pour  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (B'), 
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se  fait  en  partant  de  l'intégrale  (D');  elle  est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée 
pour  l'équation  (B).  Il  va  sans  dire  que  les  démonstrations  de  Sylvester  et  de 
Borchardt  sont  aussi  directement  applicables. 

Les  valeurs  actuelles  des  inclinaisons  des  orbites  sur  le  plan  de  l'écliptique 
de  i85o  étant  petites,  il  en  est  de  même  de  la  constante  C  de  la  formule  (D'J. 
L'une  quelconque  des  inclinaisons,  9  par  exemple,  ne  pourra  jamais  acquérir 
une  valeur  supérieure  à  celle  qui  serait  donnée  par  la  formule 

mna^  tang^9  ::=  C, 

d'où 

C 

tang^o  -z  :• 

°   ^        mna- 

Donc  l'inclinaison  cp  restera  toujours  très  petite;  tel  est  le  raisonnement  de 
Laplace. 

Mais  cette  conclusion  n'est  légitime  que  pour  les  planètes  dont  les  masses 
constituent  une  fraction  notable  de  la  masse  totale  du  système.  Pour  savoir  si 
leurs  inclinaisons  resteront  toujours  comprises  entre  d'étroites  limites,  il  faut 
avoir  recours  aux  formules  (C)  qui  donnent 

m/îanang2cp=:M2+M?  +..  .+  2MM1  cosO^i^  +  iSj  — (3) 
+  2M1M2  cos  [(é-i  —  ^2)  ^  4-  (3,  —  (32]  + ...  ; 

on  en  conclura 

M  1  +  I  M  J -h . . . 


(22')  tang9  < 


a  sjinn 


On  pourra  fixer  ces  limites  des  inclinaisons  quand  on  aura  fait  tous  les  calculs 
numériques. 

La  détermination  des  constantes  arbitraires  à  l'aide  des  données  initiales  se 
fera  par  les  formules 

r^     ,  ,  /-,—/ m;. 

ap(,\/m/i -h  a' p^ym  n' ~ -V- . .  . 
lM,sin(3,= 


(F) 


aqo  s/m/i  H-  a'  q'^  \fmj~n'  irr  +  •  •  • 

les  rapports  ^  sont  donnés  par  des  équations  analogues  à  (F),  que  nous  nous 
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dispensons  d'écrire.  On  a  d'ailleurs 

/)o=--tangcposin0o,        /?'„  =  tang9;  sinô'o,         ..., 
^o  =  tangcpocos0o,        7o=  tangcp'yCosÔ'o,         

Pour  r=  o,  les  formules  (E')  se  simplifient.  On  a  vu,  en  effet,  que  l'on  a  dans 

ce  cas 

M'  _  aV^TT?  M^  _  a!'  \ni^r^[ 

M  a  \Jmri  ^  a  \mn 

il  vient  ainsi 


(E'o) 


a  \l~rnn  mna"  ■+■  m' n' a'^  +  .  . . 

M  „       m«aHangcpoCOs9o  + "^''^'«^'"tangcp' cosô'o -h. . . 

cosp  = -^ - 


V' 


mna^  +  m  n' a^  +  .  . 


178.  Il  est  possible  de  donner  une  représentation  géométrique  très  simple  de 
M  et  (3,  en  introduisant  \eplan  invariable  du  système  planétaire. 

Reportons-nous  aux  intégrales  des  aires  dans  les  mouvements  relatifs  des 
planètes  autour  du  Soleil,  telles  qu'elles  sont  données  par  les  formules  (d') 
du  n°  17.   Soient  a',  b',  c'  les  constantes  de  ces  formules;  le  plan  invariable 

aura  pour  équation 

a'.r  +  b'/+ c'^ -— o. 

Si  l'on  néglige  les  carrés  et  les  produits  des  masses,  les  formules  que  l'on  vient 
de  rappeler  se  réduisent  à 

dxi  dzi 

~dt  '  ~di 

En  les  appliquant  à  l'époque  ^  =  o  et  ayant  égard  aux  relations  {k)  du  n°  38, 
on  trouve 


b'=  2  '"'(^' 


a'  --  mna^  sfï^  ^l  si"  ?o  sin  0o  -H  ^'  t^'  «'^  y/ 1  —  e'^  sin  cpô  sin  ô^  + .  . . , 


(34)         '   —  b'=   mna}\Ji  —  el  sin9ocos9o+  ni' n'a'^\^ i  —  é^  sincp'oCOS^o 


\        c' —  m/m^y/i  —  e^cosoo  H-  m' n' a''^^i  —  ey'coscpé  H-.  .  .  . 

Or,  si  l'on  désigne  par  II  la  longitude  du  nœud  ascendant  du  plan  invariable 
sur  le  plan  fixe  des  xy  et  par  y  son  inclinaison,  on  a 

a'                                       b' 
langy  sinïlzi^ -,  )         langycosll;^ ,- 
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Remplaçons  a',  b',  c'  par  leurs  valeurs  (34)  et  négligeons,  comme  nous  l'avons 
fait  jusqu'ici,  ej;,  e'^ ,  .  . . ,  ^^,  ç'^',  . . .  devant  l'unité;  nous  trouverons 


(35) 


tangy  si 


mna''  \-  m' n' a'-  -\-  .  .  . 


tangycosll 


m«a^lang9ocos9o+  /w'/i'a'-tang9'(,cos0'(, 


nina^-\-  m' n' a'^-\-.  .  . 
La  comparaison  avec  les  formules  (E,,)  donne 

/=  TT  M 

P  —  n,         —- — .  =  tangy. 
ay  mn 

Telle  est  l'interprétation  cherchée. 

179.  Nous  allons  rapporter  les  orbites  au  plan  invariable;  soient,  en  se  re- 
portant à  la^^.  2o  du  n°  117,  NM  l'orbite  de  la  planète  P,  N'G  le  plan  invariable. 

Nous  ferons 

N'G  =  0,         NGN'r=:4»; 
nous  avons  déjà 

^N'=n,        NN'G:=y,        x^=.Q,        jNG^©. 

Le  triangle  sphérique  NN'G  donne 

sin4>sin0=:      sin(psin(0  —  (3), 

sin^cos©  =—  COS9  siny  +  sincp  cosycos(0  -  -  (3); 


on  peut  prendre 

sin^sin©  =  tangcp  sin(9  —  (3)  =r/?cos|3  —  <7sin|3, 

M 

sin^cos©  —  —  siny +  tang9COS(5— ;3)  :n4»ffc    — -—  +/>sin{3  +  5- cos[3; 

u  ymn 

en  remettant  pour /?  et  q  leurs  valeurs  (C),  on  trouve  la  première  des  formules 
suivantes  : 

Y/n/isinO  sin©  =  V   MjSin(^;«  4- j3,— (3), 

i—ï 
i=K-  1 

!y/m«  sinO  cos©  =   V   M,'COs(é''i^  +  (3/— (3), 

«'v/m^ï'sin4»'sin©'=  V   M;  sin(^,<  4- (3,—  (3), 
j  =  1 

i  =  N-l 

«'v/m^7I'sin4>'cos©'t:=  ^  M;cos(^,^  4- (3,- —  (3), 
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On  démontrera,  comme  au  n**  174,  que  si  la  valeur  absolue  de  My  est  supérieure  à 
la  somme  des  valeurs  absolues  de  M,,  ...,My_,,  Mj+t,  ...,  M,,_,,  la  valeur 
moyenne  de  0  sera  égale  à  gjt  +  [3y  —  ^  -h^u;  le  nœud  de'.la  première  orbite 
sur  le  plan  invariable  se  mouvra  donc  toujours  dans  le  même  sens,  sauf  les  os- 
cillations, et  son  moyen  mouvement  sera  égal  à  gj. 

S'il  arrive  que  la  valeur  absolue  de  M^  soit  supérieure  aussi  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  de  M',,  . . . ,  M)_,,  M}^,,  ...,Mn_o  gjt-h^j  —  ^-h  k'-K  sera  la 
valeur  moyenne  de  0'.  On  aura  ainsi 

(36)  &::^g.t^^.-^^kT:-hV, 

(37)  0':=^^.;  +  j3,.-[3  +  ^'7r+u'. 

u  et  u'  sont  deux  quantités  qui  oscillent  de  part  et  d'autre  de  zéro  entre  des 
limites  dont  les  valeurs  absolues  sont  inférieures  à  -•  On  aura 

2 

la  valeur  moyenne  de  la  distance  des  nœuds  des  deux  planètes  sur  le  plan  inva- 
riable sera  donc  égale  à  zéro  ou  à  ir,  suivant  que  Mj  et  M'j  seront  de  même  signe 
ou  de  signes  contraires. 

180.  Nous  avons  dit  que  les  calculs  numériques  effectués  par  Lagrange  repo- 
saient sur  des  valeurs  fort  peu  exactes  des  masses;  de  plus,  Uranus  n'y  figurait 
pas.  Le  Verrier  entreprit  en  iSSq  de  reprendre  avec  toute  la  précision  désirable 
la  détermination  numérique  des  inégalités  séculaires  des  sept  grosses  planètes 
connues  alors.  Je  me  bornerai  à  quelques  indications  sur  la  marche  suivie  et 
sur  les  résultats  obtenus,  renvoyant  pour  les  détails  au  tome  II  des  Annales  de 
r Observatoire,  p.  loS-iyo. 

Si  l'on  remplace  f  par ,      ,    ,  ••■,  les  formules  (lo)  donnent 

(o,i):=2  —  /iaNo,i,  [0,1]  =  2  —  naPo,i, 


les  quantités  aNo,,,  «Poj»  •••  ne  dépendent  que  des  rapports  -;  on  prend  pour 

unité  de  temps  l'année  julienne;  on  devra  mettre  pour /«,  n',  ...  leurs  valeurs 

correspondantes  exprimées  en  parties  du  rayon.  A  cause  de  la  petitesse  des  rap- 

T.  -  I.  54 
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ports  — j  les  valeurs  numériques  de  (o,t),   [0,1],  ...  seront  très  petites.  Il 

est  préférable  de  les  exprimer  en  secondes  sexagésimales,  et  alors  il  en  sera  de 
même  à^  g,  g^,  .... 

Quand  on  a  calculé  tous  les  coefficients  numériques  A^,,  et  A/,/f,  on  forme 
les  sept  équations  (i3);  on  constate  que  dans  les  trois  dernières  les  coeffi- 
cients de  M,  M',  M"  et  M'"  sont  très  petits.  On  peut  les  négliger  dans  une  pre- 
mière approximation,  et  l'on  a  ainsi  trois  équations  homogènes  entre  lesquelles 
on  élimine  M",  M''  et  M",  ce  qui  donne  une  équation  du  troisième  degré  en  g 
que  l'on  résout.  On  trouve  de  la  sorte  les  valeurs  approchées  de  trois  des  racines 
de  l'équation  G  =  o,  celles  qui  proviennent  de  la  présence  des  planètes  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus.  Ces  trois  grosses  planètes  ne  peuvent  être  que  très  peu  dé- 
rangées par  les  quatre  autres;  on  peut  donc,  dans  les  quatre  premières  équa- 
tions (i3),  négliger  les  termes  en  W\  M^  et  M".  On  a  ainsi  quatre  équations 
homogènes  entre  lesquelles  on  élimine  M,  M',  M"  et  M'";  il  en  résulte  une 
équation  du  quatrième  degré  en  g  que  l'on  résout,  ce  qui  donne  des  valeurs 
approchées  des  quatre  racines  de  G  =  o  qui  proviennent  de  la  présence  des 
quatre  premières  planètes. 

Avec  ces  valeurs  approchées,  Le  Verrier  détermine  les  valeurs  exactes  par  un 
système  d'approximations  successives  aisé  à  concevoir;  il  arrive  à 

/  g  =    2",  2584,  gk=    i'^'^lkl, 

,3g.  \  gx—   3",7i36,  ^5=17",  1627, 

g^~  22",[^2^Z,  g^=  17", 8633; 
g3—    5",  2989, 

les  valeurs  approchées  trouvées  d'abord  n'en  diffèrent  pas  de  o",ooi. 

Quelques-unes  des  masses  planétaires  pouvant  recevoir  dans  la  suite  certaines 
corrections,  Le  Verrier  a  voulu  que  tous  les  résultats  de  ses  calculs  pussent 
être  utilisés  encore  ;  il  a  représenté  les  vraies  valeurs  des  masses  par  w  (i  +  v), 
m'(i  -h  V),  . . .  ,  et  il  a  développé  les  résultats  suivant  les  premières  puissances 
de  V,  v',  ...,  de  sorte  que,  si  l'on  vient  à  corriger  la  masse  de  Mercure,  par 
exemple,  il  suffira  d'introduire  dans  les  formules  la  valeur  correspondante  de  v, 
pour  obtenir  le  même  résultat  que  si  l'on  était  parti  de  la  masse  exacte.  Les  rap- 

M      M'  M 

ports  j^j  1^5  '•-,  ~,  •• .  sont  exprimés  de  la  même  manière  (*). 

Le  Verrier  donne  ensuite  les  expressions  numériques  des  formules  (G)  et  (C), 
et  l'on  peut  y  lire  immédiatement  les  limites  supérieures  des  excentricités  et  des 


(1)  Au  sujet  de  la  résolution  des  équations  (i3),  le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit  un  Mémoire 
de  Jacobi,  Zur  Théorie  der  Sœcular-Storuiigen  {Journal  de  Crclle,  t.  XXX). 
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inclinaisons;  les  voici  : 

Limites 
des  excentricités.        des  inclinaisons. 

O  ' 

Mercure 0,226  9.17 

Vénus 0,087  5.18 

La  Terre o  ,078  4  •  52 

Mars 0,142  7.9 

Jupiter 0,062  2,   I 

Saturne o,o85  2.33 

Uranus 0,064  2.33 

On  voit  donc  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons,  qui  sont  actuellement 
petites,  resteront  toujours  très  petites. 

Ce  résultat  et  l'invariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvements  con- 
stituent la  stabilité  du  système  planétaire. 

Si  l'on  substitue  les  expressions  ci-dessus  de  esincr,  ccosrar,  tangjpsinô, 
tangçcosG,  ...  dans  les  coordonnées  héliocentriques  de  chaque  planète,  ces 
coordonnées  ne  contiendront  que  des  termes  périodiques.  Ainsi  les  inégalités 
séculaires  sont  en  réalité  périodiques;  elles  ne  diffèrent  des  inégalités  pério- 
diques ordinaires  que  par  la  durée  de  la  période,  qui  est,  pour  elles,  extrême- 
ment grande;  c'est  ce  qui  résulte  des  nombres  (38)  qui  donnent  les  très  petits 
angles  dont  les  arguments  augmentent  en  une  année;  le  terme  s'in(gt  -\-  ^)  a 
une  période  de  574000  ans  environ. 

181.  Le  Verrier  n'avait  pu  faire  entrer  dans  ses  calculs  la  planète  Neptune 
qu'il  ne  devait  découvrir  que  six  ans  plus  tard.  M.  Stockwell  a  publié  en  1873, 
dans  le  tome  XYIII  des  Smithsonian  contributions  to  knowledge,  un  Mémoire  im- 
portant sur  les  variations  séculaires  des  huit  principales  planètes,  dans  lequel  il 
a  tenu  compte  de  l'action  de  Neptune.  Ce  travail,  dont  les  calculs  paraissent 
faits  avec  soin,  renferme  des  remarques  curieuses.  Ainsi  M.  Stockwell  trouve 
que,  dans  les  formules  (C),  la  valeur  absolue  de  M^"  est  supérieure  à  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  M'%  M!J,  ...,  M'/;  il  en  est  de  même  pour  M7  comparé 
à  M",  M^',  ...,  M^;  enfin  M'/  et  W^  sont  de  signes  contraires.  II  en  résulte  donc, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  174,  que  : 

Le  moyen  mouvement  du  périhélie  de  Jupiter  est  exactement  égal  au  moyen 
mouvement  du  périhélie  d'Uranus,  et  que  les  longitudes  moyennes  de  ces  péri- 
hélies diffèrent  exactement  de  180''. 

Suivant  les  calculs  de  M.  Stockwell,  le  périhélie  de  Jupiter  peut  osciller  au- 
tour de  sa  valeur  moyenne,  g^t-i-^^,  entre  les  limites  =b  24^  10',  et  celui  d'Ura- 
nus, autour  de  la  même  valeur  moyenne,  entre  les  limites  ±47°33'.  Les  péri- 
hélies des  deux  planètes  peuvent  donc  se  rapprocher  jusqu'à  la  distance 
i8o«-(24°io'-i-47«33')  =  io8°i7'. 
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M.  Stockwell  trouve  de  même,  en  partant  des  formules  (C'j),  que  : 
Le  moyen  mouvement  du  nœud  de  Jupiter  sur  le  plan  invariable  est  exacte- 
ment égal  à  celui  du  nœud  de  Saturne,  et  que  les  longitudes  moyennes  de  ces 
nœuds  diffèrent  exactement  de  180°. 

Il  trouve  aussi  que  le  nœud  de  Jupiter  peut  différer  de  sa  valeur  moyenne  de 
±  i9°38';  pour  Saturne,  ces  limites  deviennent  ±  7*^7'.  Les  deux  nœuds  pour- 
raient donc  se  rapprocher  jusqu'à  1 53^  1 5'. 

182.  Parmi  les  inégalités  séculaires  importantes,  il  y  a  lieu  de  signaler  celle 
qui  concerne  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  Cette  excentricité  est  actuelle- 
ment décroissante;  elle  continuera  à  diminuer  pendant  24000  ans,  après  quoi 
elle  augmentera  pendant  très  longtemps.  Nous  verrons  dans  le  tome  III  de  cet 
Ouvrage  que  c'est  là  la  cause  d'un  phénomène  resté  longtemps  inexpliqué, 
l'accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

Nous  n'avons  pas  parlé  encore  des  inégalités  séculaires  du  sixième  des  élé- 
ments elliptiques,  £.  La  dernière  des  formules  {h)  du  n^  62  est 

dt"       na  da        „^2  (  i  4.  ^711^)   de    '    na'sji  —  e''  <^9  * 
On  peut  prendre,  au  degré  de  précision  adopté, 

ds. 2    ^R  e      <?R       lang  tp  ()R 

dt  na  da        2  na'^   de         2  na^    d<û 

formule  dans  laquelle  il  faut  remplacer  R  par  son  expression  (5). 

Si  l'on  fait  cette  substitution  et  si  l'on  met  pour  e-,  e''^,  ...,  esinw,  e'sincî',  ..., 
ccoscï,  e'cosGï',  ...,tang^ç,  tang^cp',  ...,  tangcp  sin6,  tangop'sinG', ...,  tangcpcosô, 
tangcp'cos6',  ...  leurs  expressions  séculaires  fournies  par  les  formules  (C) 
et  (C),  on  trouve  finalement  une  expression  de  la  forme 

^  =^H  +  2Kcos(x^-h)c'), 
d'où 

£  =r  £0 4- H  <  +  \^  -  sin  (x ^  +  x' )  ; 
la  longitude  moyenne  sera  donc 

£0+  («  +  H)«  + V  —  sin(xi  +  x').. 
A  cause  de  la  petitesse  des  coefficients  x,  on  pourra  développer  les  termes 
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sin(x^4-  x')  en  séries  très  convergentes  suivant  les  puissances  de  /;  le  terme 
en  t"^  sera  très  petit  et  le  plus  souvent  négligeable. 

183.  On  a  vu  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  des  pla- 
nètes doivent  toujours  rester  très  petites.  Cette  conséquence  importante  ne  se 
trouve  toutefois  établie  que  pour  les  valeurs  numériques  adoptées  pour  les 
grands  axes,  et  nous  ignorons  ce  qui  se  produirait  pour  d'autres  distances 
moyennes  des  grands  axes.  Il  est  à  regretter  qu'on  ne  puisse  pas  discuter  facile- 
ment les  variations  des  limites  (22)  et  (22'),  quand  on  fait  varierez,  a",  ....  Toute- 
fois, quand  on  ne  considère  que  trois  planètes,  l'équation  (B'),  qui  a  une  racine 
nulle,  s'abaisse  au  second  degré;  la  discussion  devient  facile.  Le  Verrier  a  mon- 
tré {Annales  de  V Observatoire  de  Paris,  t.  II,  Addition  III)  «  qu'il  existe,  entre 
Jupiter  et  le  Soleil,  une  position  telle,  que  si  l'on  y  plaçait  une  petite  masse, 
dans  une  orbite  d'abord  peu  inclinée  à  celle  de  Jupiter,  cette  petite  masse  pour- 
rait sortir  de  son  orbite  primitive,  et  atteindre  de  grandes  inclinaisons  sur  le 
plan  de  l'orbite  de  Jupiter,  par  l'action  de  cette  planète  et  de  Saturne.  Il  est 
remarquable  que  cette  position  se  trouve  à  peu  près  à  une  distance  double  de  la 
Terre  au  Soleil,  c'est-à-dire  à  la  limite  inférieure  où  l'on  a  rencontré  jusqu'ici 
les  petites  planètes  ». 

J'ai  moi-même  cherché  à  étendre  les  conclusions  de  Le  Verrier,  en  tenant 
compte  de  termes  négligés  par  lui,  dans  un  Mémoire  auquel  je  renvoie  le  lecteur 
{Annales  de  V Observatoire,  t.  XVI). 

184.  Il  ne  faut  pas  se  faire  d'illusion  sur  la  généralité  des  conclusions  énon- 
cées ci-dessus  relativement  à  la  stabilité  du  système  planétaire.  En  premier  lieu, 
les  équations  différentielles  (A)  et  (A')  ont  été  obtenues  en  négligeant,  dans  les 
parties  séculaires  des  fonctions  perturbatrices,  les  termes  du  quatrième  ordre; 
Le  Verrier  a  cherché  à  tenir  compte  de  ces  termes  en  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires  des  formules  (C)  et  (C)  (t^o«>  l'Addition  III  du  tome  II  des  Annales 
de  r Observatoire).  L'une  des  conséquences  auxquelles  il  est  arrivé  est  qu'on  ne 
peut  obtenir,  par  la  méthode  des  approximations  successives,  aucune  conclu- 
sion sur  la  stabilité  du  système  formé  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  à 
cause  des  incertitudes  qui  régnent  sur  les  valeurs  des  masses  et  peuvent  modi- 
fier du  tout  au  tout  les  petits  diviseurs  qui  interviennent  dans  les  formules. 

En  second  lieu,  il  n'est  pas  prouvé  que  l'on  obtienne  toutes  les  inégalités  sé- 
culaires des  éléments  en  réduisant,  dans  les  équations  différentielles,  les  fonc- 
tions perturbatrices  à  leurs  parties  séculaires;  le  contraire  est  même  certain. 

La  théorie  exposée  dans  ce  Chapitre  est  importante,  si  je  ne  me  trompe,  sur- 
tout parce  qu'elle,  nous  met  sur  la  trace  d'une  forme  analytique  générale  des 
perturbations  où  le  temps  ne  sort  pas  des  signes  sinus  et  cosinus,  et  dont  l'usage 
s'impose  dans  les  théories  des  satellites,  notamment  dans  la  théorie  de  la  Lune. 
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Les  termes  en  ^^  t        (cet  -+-  (3)  trouvés  dans  les  théories  usuelles  des  planètes 

sont  introduits  par  les  procédés  de  calcul  ;  ils  n'existent  pas  réellement.  Dans 
cet  ordre  d'idées,  quelques  travaux  importants  ont  été  faits,  et  je  crois  devoir 
les  signaler. 

En  généralisant  la  belle  méthode  employée  par  Delaunay  dans  sa  théorie  de  la 
Lune  et  considérant  le  cas  de  deux  planètes  seulement,  Jupiter  et  Saturne  par 
exemple,  on  arrive  à  se  convaincre  (')  que  les  éléments  a,  e,  cp,  a',  e',  ç'  peu- 
vent en  général  être  exprimés  par  des  séries  de  la  forme 

V  Acos(a?i  H-  «1^1  +  a2)^2 "•!-••  •)> 

dans  lesquelles  a,  a,,  a.^, ...  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 
et  "k,  X,,  Xa,  ...  des  fonctions  linéaires  de  t.  La  forme  même  de  ces  expressions 
assurerait  la  stabilité,  si  la  convergence  des  séries  était  démontrée. 

Les  autres  éléments  £,  xrs,  G,  £',  cr',  6'  s'expriment  par  des  séries  telles  que 

y.t  -+-  x'  +  V  B  sin  {al  +  aj  Xj  4-  ag ?i.2  H-  . . .  )  • 

Enfin,  M.  S.  Newcomb  est  arrivé  à  des  résultats  du  même  ordre,  très  curieux 
et  importants,  pour  un  nombre  quelconque  de  planètes,  dans  son  Mémoire  On 
the  gênerai  intégrais  ofplanetary  motions  (Smithsonian  contributions  to  knowledge, 
t.  XXI,  1876). 

Il  faut  dire  toutefois  que,  si  l'on  essayait,  dans  la  pratique,  de  mettre  sous 
cette  forme  les  théories  planétaires,  on  aurait  des  calculs  presque  inextricables, 
en  raison  du  nombre  immense  de  termes  qu'il  faudrait  considérer.  Il  est  bien  à 
désirer  que  les  géomètres  s'occupent  de  ces  questions  et  cherchent  à  faire  béné- 
ficier l'Astronomie  des  progrès  récents  qu'a  faits  l'intégration  des  équations 
différentielles. 

D'autre  part,  nous  souhaitons  vivement  de  voir  couronnés  de  succès  les  efforts 
persévérants  de  M.  Gyldèn  pour  l'introduction  efficace  des  fonctions  elliptiques 
dans  les  formules  de  la  Mécanique  céleste. 


(1)  Voir  mon  Mémoire  sur  le  problème  des  trois  corps  {annales  de  l'Observatoire,  t.  XVIII). 
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SUR  LA  MÉTHODE  DE  GAUSS  POUR  LE  CALCUL  DES  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES. 


Gauss  a  publié  en  1818  un  Mémoire  remarquable  ayant  pour  titre  :  Delermi- 
natio  attraclionis  quam  inpunctum  quodvis  positionis  data  exerceret  planeta  si  ejus 
massa  per  totam  orbitam  ratione  temporis  quo  siiigulœ  partes  describuntur  unifor- 
miter  esset  dispertita  (Gkvss,  Werke,  t.  III,  p.  33 1).  Ce  Mémoire  fournit  un  mode 
de  calcul  des  inégalités  séculaires  autre  que  celui  que  nous  avons  indiqué  et 
qui,  dans  certains  cas,  peut  seul  être  employé.  Aussi  croyons-nous  ne  pouvoir 
nous  dispenser  d'en  exposer  les  points  fondamentaux;  mais  il  nous  faut  com- 
mencer par  résoudre  une  question  préliminaire. 

185.  Reprenons  les  formules  {h)  du  n°  62;  on  peut  les  transformer  très  utile- 
ment en  y  introduisant  les  projections  de  la  force  perturbatrice  sur  trois  axes 

rectangulaires,  aux  lieu  et  place  des  dérivées  partielles  -^-j  -t-j  —  Le  résultat 
est  très  simple  quand  on  prend  pour  ces  trois  axes  :  le  prolongement  du  rayon 
vecteur  de  la  planète  troublée,  la  perpendiculaire  menée  à  ce  rayon  vecteur  dans 
le  plan  de  l'orbite,  du  côté  où  croissent  les  longitudes,  et  enfin  la  normale  au 
plan  de  l'orbite  dirigée  vers  son  pôle  boréal.  Soient  fm'S,  fm'T,  fm'W  les  pro- 
jections de  la  force  perturbatrice  sur  ces  trois  axes;  ses  projections  sur  les  axes 

de  coordonnées  sont  -r-)  -p?  -x^-  On  trouvera,  par  le  théorème  des  projections 
et  à  l'aide  des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique, 

-n — ,  -.—  =  S  (cosu  cosô  —  sinu  sinôcosç)  +T  (—  sinu  cosô—  cosu  sinôcos(B)-i-Wsinôsin< 

(i)     {  -T. — ;  -;—  —  S  (cosu  sin9  +  sinucosôcos©)  +  T(— sinu  sin9-t-  cosu cos ô  ces q?)  —  Wcos0 sine 
^  inv  ay  ^ 

Ssinusincp  H- 1  cosu  smcp^rV*'     0$  rut     ^r^  +WCOS9, 


ïm'  dz 


UNIVEESITÏ 
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OÙ  l'on  a  désigné  par  u  la  distance  de  la  planète  à  son  nœud  ascendant,  c'est- 
à-dire  l'argument  de  la  latitude. 

Soit  (7  l'un  quelconque  des  éléments  elliptiques;  on  aura 

m_dRd^       dRdy       dRdz 
d<7       dx  da        dy  da       dz  du 

Les  valeurs  de  -^j  -/-  et  -r  seront  tirées  des  formules  du  mouvement  elliptique, 
savoir  : 


X  =z  r(cosu  cosô  —  sinu  sinô  COS9),        y=:  r(cosu  sinô  +  sinu  cosôcos^), 
5  =r /'sinu  sin9,  u  =  cr — Q  +  w, 

(3)     <    u  —  e  sinw  =: /li  +  £  —  GT,  /■:=:a(i  —  ecosw)  = 


I  +  e  cos»v 


ï  .  /i  +  ^*         I 


Les  dérivées  relatives  à  cp  se  calculent  sans  difficulté;  pour  celles  qui  se  rap- 
portent à  6,  il  faut  remarquer  que  6  figure  explicitement  dans  les  formules  et 
implicitement  par  u;  on  aura  ensuite 


dTx5       dj       âe 


Enfin  les  dérivées  relatives  h.  a,  e  et  e  s'obtiendront  aisément,  en  remarquant 
que  l'on  a 

dr       r  du 

ô^  =  a'  Ta^""^ 

dr  dj       2  H-  e  cos  w    . 

-V- =— a  cosMP',  -—  =:  — — - — - — sin«^, 

de  de  1  —  e^ 


dr ae        .  dj a^  v^i  —  e^ 

ds  ~  ^/T^Têâ   ^    ^^'  de  ~  r^         ' 

Nous  ne  faisons  pas  varier  a  dans  nt  -h  s.  —  -a,  parce  que  nous  supposons  qu'on 
mette  dans  les  formules  fndt  au  lieu  de  nt.  Ayant  donc  -^>  j-  et  -j-  par  le  cal- 
cul  précédent,  les  formules  (i)  et  (2)  feront  connaître  les  dérivées  -^-  Voici 
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les  résultats  auxquels  on  arrive,  après  des  réductions  faciles, 


îni'  da  a 


/i33 


(4) 


îni'  d'f 
hn'  de 
{m'   dt 


■=  W/sin  j, 


„  ^2  +  eCOSM^ 

S<7  COS(ï^  +  T  5 /'SUIW, 


^       ae        .  ™  a^    , ; 


■- — ;  -^--  =:—  2  r/*sin^-  —  Wsin©  /'cosj, 
f/?i'  d9  2 


I     dR 


T/. 


Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  expressions  (4)  dans  les  formules  (A)  du  n°  62. 
On  trouve  aisément,  en  remplaçant  f  par  y— y-' 


da 2  /«'         na} 

dt  I  4-  «z  i/n Qt 

de  m' 

dt  1  4-  m 

âfcp  /??'  «rt 


(Sesin<T^  +  T- j 


(A) 


sm9 


dt        I  -+-  m  i/i 
^9  m' 


na^sji  —  e2|-s  sin(P  +  ï(cos«  4-  costï^)], 
W/xosu, 


C/^  I  +  7;Z    J  i  g2 


Wr  sinu, 


</rn  .   „o  dQ  m' 

e—r-  =  2e  sin^  -  —, — I nœ 

dt  1  dt        I  +  m 


\] i  —  e-     —  Scos(p  +  T  (  r  +  -  j  sin^v 


de 
di 


2  m' 


-  naS/' 


dm 
'dt 


I 1  -  2^  dd 

+  21/1—  e^  sin^-  -,-' 
*  2  a^ 


I  +  v/i  —  e* 
Si  l'on  ajoute  au  second  membre  de  la  dernière  de  ces  équations  la  quantité 


3    C  11  da  , 
-   I   —  —;-  dt 
2j    a 


dt 


rdn   , 


dt 


on  aura  la  valeur  de 


de 

dt 


"  =  ^X'^/"^')' 


c'est-à-dire  de  la  dérivée  de  la  longitude  moyenne. 

Les  formules  (A)  sont  très  importantes,  surtout  quand  on  veut  obtenir  les 
valeurs  variables  des  éléments  à  l'aide  de  quadratures  mécaniques,  car  il  est  pos- 
sible d'obtenir  les  valeurs  numériques  des  quantités  S,  T  et  W,  dans  une  pre- 
T.  -  I.  55 
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mière  approximation,  à  l'aide  des  coordonnées  (3)  du  mouvement  elliptique,  et 
il  n'en  est  pas  de  même  des  formules  (A)  du  n*^  62  où  figurent  les  dérivées 
dR    dR 
da     de 

De  plus,  ces  mêmes  formules  (A)  mettent  bien  en  évidence  les  influences  des 
trois  composantes  S,  T,  W  de  la  force  perturbatrice  sur  les  divers  éléments.  Les 
explications  élémentaires  données  par  J.  Herschel  et  M.  Airy  des  principaux 
effets  de  la  force  perturbatrice  ne  sont,  au  fond,  qu'un  commentaire  des  for- 
mules en  question. 

Enfin  nous  remarquerons  les  relations  suivantes,  que  l'on  déduit  immédiate- 
ment des  équations  (A), 

1  dt  \  -\-  m 

(B)  ... 

d^''-  m'  na      „, 

VV  /  ; 


\/W^' 


dt^        I  +  m 


v/' 


elles  donnent  des  expressions  très  simples  pour  la  dérivée  de  la  racine  carrée 
du  paramètre  et  pour  la  vitesse  du  pôle  boréal  de  l'orbite,  dans  sa  trajectoire 
sur  la  sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  centre  du  Soleil. 

186.  La  fonction  perturbatrice  R  se  compose  de  deux  parties  qui  correspon- 
dent aux  attractions  de  la  planète  P'  sur  la  planète  P  et  sur  le  Soleil  ;  nous  avons 
dit  au  n''  125  que  cette  seconde  partie  ne  donne  pas  de  termes  séculaires  quand 
on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons  ici,  que  les  perturbations  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  masses.  Nous  pourrons  donc  nous  borner  à  la  première 
partie  de  R;  dès  lors,  S,  T,  W  seront  les  projections,  sur  les  trois  axes  définis 

plus  haut,  d'une  longueur  ^  portée  sur  la  droite  PP'.  Les  expressions  de  ces 

trois  projections  pourront  être  développées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  des  anomalies  moyennes  '(  et  t' ,  et  si,  dans  les  formules  (A),  on 

remplace  sinw^,  cos(^,  cosw,  r,  ->  -,  rsinu  et  rcosu  par  leurs  développements 

périodiques  relativement  à  (^,  on  aura,  pour  la  dérivée  d'un  élément  quelconque  o-, 
une  expression  de  la  forme 

(5)  -^  =  Ao,o  +  2]^'.''Cos(fC  +  «''C'  +  ^); 

les  seconds  membres  de  ces  équations  ont,  du  reste,  déjà  été  obtenus  dans  le 
Chapitre  XX.  On  en  conclut,  dans  la  première  approximation, 

v^      A-  ■' 
0-— -const.  +  Ao,o^  -h   >,  -^ ^^V-;  sin(<Ç  +  i'i;'-\-q); 
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si  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  exactement  commensurables,  on  n'aura 
jamais  m-hi'n'=o,  et  Aq.o^  constituera  toute  l'inégalité  séculaire  de  l'élé- 
ment (j.  Le  calcul  des  inégalités  séculaires  est  donc  ramené  à  celui  des  coeffi- 
cients Ao,o  fiue  nous  désignerons  par  \-£-\    ',  nous  tirerons  de  l'équation  (5), 

Nous  appliquerons  cette  formule  aux  cinq  éléments  e,  tp,  0,  w,  £,  puisque  le 
sixième  a  n'a  pas  d'inégalités  séculaires,  et  nous  poserons,  pour  abréger, 


(6) 


nous  trouverons  alors 


V7 


I  4-  m 
na 


/,27r 
[SoSiiKv  4-  To(cosi<+  cosMP')]  <fÇ, 


(7) 


L«0o,o 


(  I  -t-  m)  V^ 


2esin2-    -y- 


i_e2  2717 


Wo/"sinurfÇ, 


So  cos  (^p  +  ïo  (  I  +  -  )  sin  wi 


\-j-A     ~ -77        +2VI  — e^sm^-L    — I  Sord^. 


Nous  serons  donc  ramenés,  d'une  part  au  calcul  de  S,,,  To,  W»  par  les  for- 
mules (6),  et  d'autre  part  au  calcul  des  diverses  intégrales  qui  figurent  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (7). 

Concevons  que  l'on  répartisse  la  masse  de  la  planète  P'  tout  le  long  de  son 
orbite,  de  manière  à  former  un  anneau,  la  quantité  d^k'  distribuée  sur  l'élé- 
ment ds'  étant  proportionnelle  au  temps  dt  que  la  planète  emploie  à  décrire  cet 
élément;  on  aura 

dix'  _dt  _  dxj 

m'    ~  T'  ~  27T  * 
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et  la  première  des  formules  (6)  donnera 


)o=  /  s  dix.'. 


f>H^Sc?(jt,'  est  la  projection,  sur  le  rayon  vecteur  r,  de  l'attraction  exercée  sur  la 
planète  P  par  l'élément  d[tJ  ;  îM!f^  d\k'  sera  la  projection  sur  la  même  droite  de 
l'attraction  résultante  exercée  sur  la  planète  P  par  l'anneau  elliptique  infiniment 
mince  considérée  plus  haut.  Donc  f/?<So,  f^T^  et  f />»^Wo  ne  sont  autre  chose 
que  les  projections  de  cette  attraction  résultante. 

187.  Nous  voici  donc  conduits  au  problème  de  Gauss  : 

Calculer  l'attraction  exercée  sur  un  point  P  par  un  anneau  elliptique  infini- 
ment mince,  dans  lequel  la  densité  d[jt,'  d'un  élément  quelconque  est  propor- 
tionnelle à  l'aire  H  du  secteur  ayant  l'élément  pour  base  et  pour  sommet  l'un 
des  foyers  S  de  l'anneau. 

Nous  allons  exposer  la  solution  simple  et  élégante  que  vient  de  donner 
M.  Halphen  dans  le  tome  II  de  son  Traité  des  fonctions  elliptiques. 

Soient 

P  le  point  attiré  ; 

E'  l'anneau; 

a' et  6' ses  demi-axes; 

P'  et  P',  les  deux  extrémités  de  l'élément  d]x'; 

A  la  distance  PP'; 

lé'      I 
l'attraction  de  l'élément  sur  l'unité  de  masse  placée  en  P  sera  îm'  — m  -r^- 

*^  Tza  b'  A^ 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  se  coupant  en  P;  soient,  relativement  à  ces 
trois  axes, 

Xo,  yo,  Zo  les  coordonnées  du  Soleil  S; 

x',  y',  z'  celles  du  point  P'; 

x'  +  </x',  y'  +  û?y',  z'  +  di'  celles  du  point  P', . 

Si  nous  laissons  de  côté  le  facteur  ïm' ,  les  composantes  de  l'attraction  suivant 
les  nouveaux  axes  seront 


(8) 


yj  yl 


7:a'b'  A»       Tza'b'  A»       Tia' b'  à? 
Soient  V  le  volume  du  tétraèdre  PSP'P',,  h  la  distance  du  point  P  au  plan  de 
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l'anneau  ;  on  a  pour  V  ces  deux  expressions 

V  =  g  [Xo  {y'dz'~z'dy')-\-  yoi^'dx'-  x'dz')  +  z,{x'dy' -y'dx')]; 

en  les  égalant,  on  aura  la  valeur  de  H  que  l'on  portera  dans  les  composantes  (  8) 
de  l'attraction  élémentaire.  Si  l'on  pose  ensuite 

_  ,   \'(Y'dz'~z'dy')  ^   _  fy'iy'dz'  —  z'df)  ^   _   fz'(y'dz'—z'dy') 


fx'jy'dz'  —  z'dv')  _  fy'jy'dz'  —  z'df)  p   _    T^ 

r\'{z'dx'—x'dz')             „    _  fy'iz'dx'  —x'dz')             „          fz'iz'dx' —  x'dz') 
J   Â^ '  ^r-J   Â^ -'  ^^-J  Â^ 


„          rx'jx'dy'-y'dx')            „          fy'{^'dy'-y'dx')            „          fz' (x'dy'-y'dx') 
^^-=J    Â^ '  *V-j    ^5 '  K^=j   ^z ' 

où  l'on  a  A^  =  x'^  -t-  y'^  +  z'^  et  où  les  intégrations  s'étendent  à  toute  l'ellipse, 
on  aura,  pour  les  composantes  $^,  <[>y,  $^  de  l'attraction  exercée  par  l'anneau 
sur  le  point  P, 

"^^^  ^:fdm,(''oP.-^-yoQ.  +  Zo^.'), 

(9)  \^'^  2Tza'b'h  (XoPy  +  yoQy+ZoRyO, 

M.  Halphen  fait  plusieurs  remarques  au  sujet  de  ces  formules  ; 

a.  P^.,  . . .,  R,  sont  homogènes  et  de  degré  zéro  par  rapport  à  x',  y',  z';  si  l'on 
fait  pour  un  moment 

x'       ,       y'      / 

z'  -  "  '  z'  -  "^  ' 

on  trouve  aisément 

'dv' 


P.= 


f     "' 

dv' 

J       (!  +  «' 

'2+tV 

3' 

'2\2 

f                "' 

du' 

y  (i  +  «' 

'2+ç,. 

3» 
'2\2 

Pa'{u'dv'-v' 

du') 

2_1_   o'2^2 


p'2)i 


(lo)  {  Qx'=       /    '^-^^ i'         Qy=        /   ^- — ~ ï'  Qz'  = 


rv'{u'dv'—v'd 

1      U -\- u'"^ -\- v' 


r        dv' 

J      (,+  m'2+ç.'2)^ 

r        du' 

J    (i4-«'2  4_p'2y 

y^  u'dv'  —  v'du' 

{l     +     U'^-\-     V'^)^  J  (I     +     M'24-(^'2)2  y  (l4_,^'2+j;/2) 
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l'équation  du  cône  ayant  E'  pour  base  et  P  pour  sommet  est  de  la  forme 

donc  les  intégrales  P^.,  ...,  R,,  dépendent  uniquement  de  la  forme  du  cône; 
elles  conserveraient  les  mêmes  valeurs  si,  le  cône  restant  le  même,  on  rempla- 
çait la  courbe  E'  par  une  section  quelconque  du  cône. 

On  peut,  en  particulier,  effectuer  les  intégrations  le  long  de  la  courbe  C  que 
l'on  obtient  en  coupant  le  cône  par  le  plan  ^  =  i  ;  dans  ce  cas,  u'  et  ç^'  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  G'. 

b.  Les  formules  (lo)  montrent  que  l'on  a  identiquement 
(II)  P,  +  Q,+lV  =  o. 

c.  On  a  aussi 

n         ^  r    Li'du'  ->!-  v'  dv'  I 

^t  —  ylx——    I    3  —    ,  H-  const., 

J        (,  +   „'2_^(;'2)2  V/H-«'2-hP'2 

de  sorte  que,  si  l'anneau  E'  est  fermé,  u'  et  v'  reprenant  à  la  fin  de  l'intégrale 
les  mêmes  valeurs  qu'au  commencement,  on  trouve  la  troisième  des  rela- 
tions suivantes;  les  deux  autres  s'en  déduisent  par  des  permutations  de 
lettres  : 

(12)  Qz=:ïly',  Rx=P.,  Py   -  Qx  • 

Dans  ce  cas  général  d'un  anneau  fermé  quelconque,  les  composantes  (9)  de 
l'attraction  de  cet  anneau  sont  les  dérivées  partielles,  prises  par  rapport  à  Xo, 
yo,  Zo,  de  l'expression 

^^^^        ^=^4^^-^r^(XoPx'  +  yoQr  +  ZoRz'  +  2yoZoRj'-i-2ZoXoP.'H-2XoyoQx'). 

d.  Supposons  que  le  cône  admette  le  plan  des  zx  pour  plan  de  symétrie;  la 
courbe  C  aura  un  axe  de  symétrie  parallèle  à  l'axe  des  x;  si  l'on  compare  deux 
éléments  symétriques,  on  voit  que  u'  et  dv'  restent  les  mêmes,  tandis  que  v'  et 
du'  changent  de  signe;  si  donc  on  se  reporte  aux  formules  (10),  on  trouvera 

Si  le  cône  admet  en  outre  le  plan  des  zy  pour  plan  de  symétrie,  on  aura  en 
plus 

P,=  R,,:=0. 
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L'expression  ([3)  se  réduit  donc  à 

où  il  n'y  a  que  deux  des  intégrales  P^.,  Q^,,  R,,  à  calculer,  à  cause  de  la  rela- 
tion (i  i).  On  a  ensuite 

(i5)  $x= rrrr  Xu,  ^y= — ^^rrrr  Yot  *^i= frrT  ^o, 

^      '                             -iTia'b'li    "'             ^       iiza'b'h^^'  iT^a'b'li    "' 


et  l'on  en  conclut 


4»,  Oy  <D, 

^0      yo      zq 


ce  qui  montre  que  l'attraction  est  située  dans  le  plan 

X        y        z 

. h  —  +  -  =o, 

Xo       yo       Zq 

dont  la  position,  indépendante  de  la  forme  du  cône,  est  entièrement  déterminée 
par  les  deux  points  P  et  S. 

188.  Les  résultats  précédents  ont  lieu  quelle  que  soit  la  nature  de  la 
courbe  E';  admettons  maintenant  que  ce  soit  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le 
point  S.  Alors,  le  cône  est  du  second  degré,  et,  rapporté  à  ses  axes  principaux, 
il  aura  pour  équation 

X^  y2  jr2 

(.6)  _+i-__=:o-. 

on  peut  supposer  G,  G'  et  G"  positifs.  En  faisant  z  =  i,  on  aura  la  courbe  C'; 
soit  \  l'anomalie  excentrique  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  ayant  pour 
coordonnées  u!  et  v' \  on  aura 

/G'  /g^ 

(17)  M'=i/-^cos^,         v'—U-^^Xnl. 

Les  formules  (10),  (i5)  et  (17)  feront  connaître  les  composantes  de  l'attrac- 
tion 


V^GG'G"     /•''  Q.o^'^ldi 


V^GG'G"     / 

Ti  a  o' Il     I 


(G  +  G'cos2|  +  G"sin*o' 


sin''^^^^ 


+  G'cos^^+G"sin24)^ 


0,=        z    ^  '  '' 


J,     (G  +  G'cos2|  +  G"sin2^)2 
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Ces  composantes  sont  rapportées  aux  axes  principaux  du  cône;  elles  s'expri- 
ment à  l'aide  des  intégrales  elliptiques. 
Supposons  G'  >  G",  et  posons 

(19)         ^'=%^^         F'=   /^'-7=#^=Tl'         E.=  rVi-^^sin^^^^; 

d  (    sin^cos^    \  i  —  2  sin^^^  A-^sin*^ 


la  relation 


dl\sji-k''^\n'l)  (.-/c^sin^O^ 


donne 


(20)  /      ^ ^dl  —  o. 

On  tire  aisément  des  formules  (19)  et  (20) 


Jo      (^^ 


(G  +  G')2     /•"  rf| 


Jo      (G  +  G'cos2^  +  G"sin^O'       ./      (i  -  ^"^  sin='0'       '  -  ^" 

après  quoi  les  formules  (18)  donneront  les  composantes  de  l'attraction  expri- 
mées à  l'aide  des  intégrales  complètes  F,  et  E,  de  Legendre. 

Ces  composantes  se  trouvent  rapportées  aux  axes  principaux  du  cône  :  on  en 
déduira  facilement  les  valeurs  Sq,  Tq  et  Wq  des  composantes  de  la  même  attrac- 
tion par  rapport  aux  axes  définis  au  n°  185.  On  voit  que,  dans  la  solution  pré- 
cédente, il  faut  calculer  la  position  et  la  grandeur  des  axes  du  cône  ayant  son 
sommet  au  point  P  et  pour  base  l'ellipse  E';  c'est  une  simple  question  de  Géo- 
métrie analytique  qui  exige,  comme  on  sait,  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  degré  dont  G',  G"  et  —  G  sont  les  racines.  M.  Halphen  a  montré  qu'on 
peutéviter  larésolution  de  cette  équation,  en  introduisant  les  fonctions  elliptiques 
sous  la  forme  moderne;  nous  renverrons  le  lecteur  qui  désirerait  approfondir  le 
sujet  au  Traité  de  M.  Halphen. 

189.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  chacune  des  positions  du  point  P, 


(22) 
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on  est  à  même  de  calculer  So,To,  Wo;pour  obtenir  les  valeurs  (7)  de  ^      >  •••> 
on  aura  à  effectuer  des  intégrations  telles  que 

,.27t 

(21)  —  /    4/(0  6?c. 

L'expression  analytique  de  la  fonction  ^est  très  compliquée  ;  aussi  est-on  obligé 
de  déterminer  numériquement  les  intégrales  ci-dessus,  par  des  formules  de  qua- 
drature. Supposons  la  fonction  ^  développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  '(, 

{    4'(O^<^0^-^lCOSÇ  +  «2COS2Ç  +  ... 

I  +  èjSinÇ -+- ^2  sin2Ç  H-. . .  ; 

divisons  la  circonférence  en  y  parties  égales  et  donnons  à  "C,  les  valeurs  o,  -^j 

A  77"  O  TT 

—^>  •••'  (y  —  0  —^}  nous  pourrons  calculer  les  valeurs  numériques  correspon- 
dantes de  ^('C),  ^0»  '«Po  •••»  'i'j-i-  Nous  aurons  les  relations 

4^0  =  ^0  +  «1  +  «2  4- .  .  . , 

4^1  =r  «0  +  «^1  cos  -T-  H-  (72  cos  2  ^  4- .  .  .  -h  61  sin  — ^  4-  62  sin  2  -^  +  . .  . , 
J  J  J  J 


Si  nous  faisons  la  somme,  nous  trouverons,  en  vertu  de  formules  bien  con- 
nues, 

4^0  4-  4^1  + ...  4-  4^;-!  =yao  4-  jttj  +jaij  4- 

On  a  d'ailleurs 

il  viendra  donc 


(-3)  -L^'%(ç)rfc=iî±i:!±;^±+i:i_(.,+a,,+...). 

Si  le  développement  (22)  est  assez  convergent,  j  ayant  du  reste  une  valeur 
notable,  la  somme  «y  4-  a^j  4-  . . .  pourra  généralement  être  négligée,  et  la  for- 
mule (23)  se  réduira  à 


On  obtiendra  donc  ainsi  des  valeurs  numériques  très  approchées  des  inté- 
grales (21),  et  il  aura  suffi,  pour  les  obtenir,  de  déterminer  les  valeurs  nu- 
mériques des  fonctions  ']^{X,)  qui  répondent  à  j  valeurs  équidistantes  de  '(. 
On  trouve  que,  si  P  désigne  l'une  des  anciennes  planètes,  il  suffit  de  prendre 
T.  -  I.  56 
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j  =1  11,  pour  obtenir  toute  la  précision  désirable;  on  aura  donc,  en  somme,  à 
calculer  les  composantes  de  l'attraction  d'un  anneau  elliptique  sur  douze  posi- 
tions du  point  P. 

On  peut,  dans  les  intégrales  (21),  mettre  en  évidence  l'anomalie  excentrique  u 
au  lieu  de  l'anomalie  moyenne;  on  a 

/■ 

c/Ç  =  ( I  —  e cos u)  du:=^  —  du. . 

a 

On  sera  donc  amené  à  considérer  des  intégrales  telles  que 

—    1        yiu)du. 

Si  l'on  donne  à  u  les  valeurs  équidistantes  o,  -^j  -->•••>  les  points  corres- 
pondants de  l'orbite  de  P  formeront  un  polygone  inscrit  qui  différera  fort  peu 
d'un  polygone  régulier;  les  différences  seront  en  effet  de  l'ordre  de  e^,  comme 
le  montrent  les  expressions 

a  cos  M,        as/i  —  é^  sinw 

des  coordonnées  d'un  sommet  quelconque,  rapportées  aux  axes  de  l'ellipse.  Ces 
mêmes  coordonnées  sont  égales  à 


a(cosC  —  esin'Ç  H-. .  •),         ay^i  —  e^  (sinC  -t- esinÇcosC +  . . .); 

si  donc  c'est  à  Z,  qu'on  attribue  des  valeurs  équidistantes,  le  polygone  inscrit  diffé- 
rera plus  que  précédemment  d'un  polygone  régulier;  la  différence  sera  de  l'ordre  e; 
aussi  préfère-t-on  donner  des  valeurs  équidistantes  à  l'anomalie  excentrique. 

La  méthode  de  Gauss  a  fait  l'objet  d'un  assez  grand  nombre  d'études  ou  d'ap- 
plications, parmi  lesquelles  nous  mentionnerons  : 

NicoLAÏ.  —  Neue  Berechnung  der  Secularànderungen   der  Erdbahn  (^Astronomisches 
Jahrhuch,  p.  224 ;  1820). 

Clausen.  —  Alla  solutio problematis  a  celeberrimo  Gauss  in  opère  «  Determinatio  attrac- 
tionis...  »  tractati  {Journal  de  Crelle,  t.  VI,  i83o). 

Adams.  —  On  the  orhit  of  the  november  meteors  {Monthly  Notices,  t.  XXVIl). 

BouR.  —  Thèse  de  doctorat,  i855. 

Seeliger.  —  Ueber  das  von  Gauss  herrûhrende  Theorem  die  Sdcularstôrungen  betreffend 
{Astronomische  Nachrichten,  t.  XCIV,  1879). 

G.-W.  HiLL.  —  On  Gauss's  method  of  Computing  secular  perturbations,  dans  le  tome  I 
des  Astronomical  Papers  de  S.  Newcomb,  1882. 

0.  Callandreau.  —  Calcul  des  variations  séculaires  des  éléments  des  orbites  {Annales  de 
l'Observatoire  de  Paris,  t.  XVIII,  i885). 
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CHAPITRE  XXVIII. 

SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  LORSQUE 
L'INCLINAISON  MUTUELLE  DES  ORBITES  EST  CONSIDÉRABLE. 


190.  Le  développement  usuel  de  la  fonction  perturbatrice,  étudié  dans  le 
Chapitre  XYIII,  suppose  la  quantité 

^rr'sin(u —r')?,in(v'—r')    ,   ,J 

^  —  —^ 7v^ r 7 ré  sin*  - 

r--\-r^ — 2rrcos{v  —  ç')  i 

inférieure  à  l'unité.  J'ai  déjà  dit  que,  dans  le  cas  où  les  planètes  considérées 
P  etP'  sont  Pallas  et  Jupiter,  la  condition  ci-dessus  n'est  pas  toujours  satisfaite; 
pour  la  démonstration,  je  renvoie  le  lecteur  à  mon  Mémoire  Sur  les  perturbations 
de  Pallas  par  Jupiter  (^Annales  de  l'Observatoire,  t.  XV). 

Il  faut  donc,  dans  ce  cas  et  dans  les  cas  analogues  qui  peuvent  se  présenter 
pour  quelques-uns  des  astéroïdes,  recourir  à  un  autre  développement.  Le  Verrier 
avait  donné  quelques  indications  sur  la  marche  à  suivre,  dans  le  tome  I  des  An- 
nales de  r  Observatoire,  p.  33 1-333.  En  partant  de  ces  indications  sommaires,  je 
suis  arrivé  à  trouver  la  forme  analytique  générale  du  développement  qu'il  con- 
vient d'adopter. 

SoitR  la  fonction  perturbatrice  qui  correspond  à  la  planète  P;  on  a,  en  se 
reportant  aux  n°^  117  et  118,  dont  on  conservera  les  notations, 

R  =  f m'  f  i  -  -^  cos  V^  =  fm'  l  ^  '  -  -^'  cos  V^  , 

cos  V  =  cr  =  cos(^'  — t)  cos(/  —  t')  -h  sin(p  — t)  sin(p'  — t')  cosJ 

=:COS-  -  cosC^"'—  V  —  t'  +  t)  H-  sin^  -  cos(t''+  p  — t'  — r). 

2  2  ' 
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Posons  maintenant 

1     .'- 

-  V  — 

■t'4-t  =  ^,           i>' -h  i>  —  t' — T=J, 

=  f^' 

sin^  -  =  V,         d  ou          p.  H-  V  —  I  ; 

il  viendra 

• 

(2) 

a  = 

=  COS  V  =  jUL  COSX  H- V  COSJ. 

Faisons  d'ailleurs 

(3)                            ^  =  -, 

î =  -  yj<.WcosnY; 

JU'"^  sera  une  fonction  homogène  et  de  degré  —  i  de  r  et  /  qui  coïncidera  avec  la 
fonction  A^"^  du  n°  104  quand  on  remplacera  r  et  r'  par  a  et  a'. 

Toute  la  question  se  réduit  à  trouver  l'expression  générale  du  développement 
de  cos/iV  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  ce  et  y,  en  partant  de  la  for- 
mule (2). 

Avant  de  résoudre  ce  problème,  nous  allons  aborder  quelques  questions  pré- 
liminaires. 

191.  Considérons  l'expression 

(4)  z(P)  =  {i-2^a-h^^)-P, 

dans  laquelle/?  désigne  un  nombre  positif,  et  [3  une  quantité  positive  inférieure 
à  l'unité.  Cette  expression  est  développable  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  (3,  car  on  peut  écrire 

5(P)  :^  (i  _  [3Ev/^)-^  (i  _  (3E-Vn/~)~''» 

et  chacun  des  facteurs  de  cette  expression  peut  se  développer  en  série  conver- 
gente suivant  les  puissances  de  p,  par  la  formule  du  binôme,  parce  que  les  mo- 
dules de  (3  E^v/^  et  de  ^E"^^"'  sont  égaux  à  p,  donc  inférieurs  à  l'unité. 
Nous  pouvons  donc  faire 

n  =  00 

et  nous  commencerons  par  chercher  l'expression  analytique  de  V|f\  Nous  pou- 
vons écrire 
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OU  bien,  en  développant  (o-  —  |  p)'  par  la  formule  du  binôme, 

^(P)  =  y  y  (- 1)/ .'w  />(/>+!)•  ••(/>  +  ^-i)  ^,^j^t-j, 

^^^^^  i.2...y.i.2...(^— y) 

Si  l'on  donne  à  i  et  y"  toutes  les  valeurs  entières  et  positives,  telles  que 

i  4-y  —  n,~ 
on  aura,  d'après  (5), 

V.        ZàZ^K       )  r.2...y.i.2...(^-y) 

On  en  conclut,  en  donnant  ày  les  valeurs  o,  i,  2,  ...  et  à  ?  les  valeurs  corres- 
pondantes, n,  n  —  I,  n  —  2.,  . , ., 

i  yip^  ^  2«  p{p-+-i)...{p-i-n-i)  r     _  i_       n{n-i)      ^„_^ 

(6)  I  ^  ^ 

1  .  ^     I       n(n  —  i){n  —  2){n  —  3)     ^^_^  1 

\  ■?.'*  i  .'i.{p-\- n—i){p  +  n  — 1)  '"y 

Vif'  est  un  polynôme  entier  en  cr  e't  de  degré  n. 

La  quantité  z^p^  définie  par  la  formule  (4)  est  une  fonction  de  |3  et  de  a;  on  vé- 
rifie aisément  qu'elle  satisfait  à  l'équation 

Si  l'on  porte  dans  cette  équation  l'expression  (5)  de  ^'^^  et  qu'on  égale  à  zéro 
le  coefficient  de  (3",  il  vient 

(7)  (i-a^)-^-(2/>  +  i)a-^  +  n(2j.  +  «)Vr  =  o; 


voilà  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre,  à  laquelle  satisfont  les 
polynômes  V^,f' . 

Nous  considérerons  d'une  manière  spéciale  les  valeurs  /?  =  |  et  /?  =  i ,  et  nous 
ferons 

V^"2)  —  p  V'i' — TT 
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Les  formules  (5),  (6)  et  (7)  nous  donneront 


(8)  ( 


'         '  2  2  2  2 


(9) 


,.,.3.      (2^-.)r     _«(,.-.)     ,_,_^n(«-,)(«-.)(.-3),.._-| 
2.4---2n       L  2.(2/i  —  i)  2.4.(2/^  —  i){2n  —  6)  y 

Ui^2(7,  U2=4o--— I,  U3=8a^—  40')  114:=  l6(T*—  12(7^+  I, 

U„=  2«  U" î^ '-  cr'»-^  4-  ^ ^^-!^- ^-î^- '-  a"-*  —  ...     , 

L  2.2/1  2.4.2/z(2«-—  2)  J 

(,_,.)^_3,î?L«-H„(«  +  .)U„  =  o. 


P„  est  le  polynôme  de  Legendre;  il  joue  un  rôle  fondamental  dans  l'étude  de 
la  figure  des  corps  célestes,  et  nous  aurons  à  le  considérer  en  détail  dans  le 
tome  II  de  cet  Ouvrage. 

Les  polynômes  U^  sont  susceptibles  d'une  autre  expression  remarquable.  On 
peut  écrire,  en  effet, 


:(»)  — 


i_2(3^+(32       (i-[3Ev^)(i  — (3E-Vv/^) 


On  en  conclut 

3(1)—  — _j^ — Ye'^v/^  y\  (3'»E«v^~  —  E-"^/^  y\  (3'»E-"v/^y 

2\/— isinVx  -^  -^  J 

zHJ  — -^  V  S'»  sin  ( /i  +  I )  V. 

On  a  d'ailleurs 

Il  en  résulte  donc 

-,    sin(«4-i)V sin[(«  +  i)  arccosa] 

192.  Revenons  au  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  ;  cosnY  s'exprime 
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à  l'aide  de  cos"V,  cos"~^V,  ...  ;  d'ailleurs  une  puissance  quelconque  de  cosV, 
cos^V  est  composée  d'un  nombre  limité  de  termes  tels  que 

ix^v^cos^xcos^y,        avec        A-hB=^q; 

si  l'on  exprime  cos*a;  en  fonction  de  cosA^,  cos(A  —  2)^7,  ...  et  si  l'on  fait  de 
même  pour  cos^j,  on  voit  que  cos^V  est  composé  d'une  série  de  termes,  tels  que 
D  cosi^  cos/jx;  le  coefficient D  contient  en  facteur  [jl'v-'  et  les  différences  q—  i  —  j 
sont  des  nombres  pairs,  positifs  ou  nuls.  On  pourra  donc  supposer 

{a)      cos/iV=Q'„'^'„+2  2]  Ql-fo  cosfa;+  2^  Qf,';].cosy>4-4^  Ç^t) zosix cosj-y; 

«ety  désignent  des  nombres  entiers  positifs,  tels  que 

i -hy  =«  — un  nombre  pair; 
QJj  est  une  fonction  de  (x  et  de  v  qui  est  de  la  forme 

(11)  ^''V^'$(^S  V2). 

Il  s'agit  de  trouver  la  forme  générale  de  la  fonction  $  :  elle  est  susceptible 
d'une  expression  analytique  remarquable;  mais,  pour  y  arriver,  il  faut  passer 
par  un  intermédiaire.  On  a  l'identité 

,,       sin(/n-i)  V  — sin(/î  —  i)  V 

2  cos  n  V  =: ^ — ^^7 — ^^ '— , 

smV 

qui  devient,  en  vertu  de  la  formule  (10), 

(12)  2cos/iV  =  U/j— Urt_2. 

Le  développement  de  cosnY  se  trouve  ainsi  ramené  à  celui  de  la  fonction  U„ 
considérée  au  numéro  précédent.  Nous  pouvons  poser,  en  ayant  égard  à  l'expres- 
sion (9)  du  polynôme  U^  et  à  ce  qui  a  été  dit  du  développement  de  a^, 

(  6  )         U;,  =  R;,'fo  +  2  ^  Rl-I^J  cos  io?  4-  2  2  R'o«}  cosy>  +  4  ^  ^'ï'^-J  cos  ia:  cos  j'y  ; 

RJj  sera  de  la  forme  (11)  et  les  indices  ietj  remplissent  les  mêmes  conditions 
que  dans  la  formule  (a). 
La  relation  (12)  donnera 

(C)  2Qi.«;:r:R<.'';-Ri«-«'. 

Les  fonctions  R['y  s'expriment  très  simplement,  comme  on  va  le  voir. 
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193.  On  trouve,  par  le  calcul  direct, 

/     0-  =  (xcoscc -\-vcosy, 

4o-^=  3]ut(/jt.^+  2v2)  cosiJ?  -h  jJi^cosSa?  +  3v(v-+  2^2)  COSJ  H-  v^cosS/ 

H-  6/i.^V  C0S2^  C0S_;^'4-  6/JLV^  COS^  C0S2J', 

8(t'^=  3  (fji.*  +  4/x2v-+ v'^)  +  /4]UL2(/jt.2_}-3v2)cos2a?H-/ji,*cos4.2^ 

+  ^v^{v''^-\-  3/x2)  C0S2/  +  v*cos4jK  +  24fJ'-v  (fji.^+  y^)  cos^  co&j 
-I-  1 2  ]!x^  v^  cos  2  X  cos  2 /  +  8  fjL^  V  cos  3  X  cosjK  +  8  fjLv*  cos  a;  cos  3  j, 


(12) 


Si  Ton  porte  ces  valeurs  de  o-,  (j^,  ar%  a-%  ...  dans  les  expressions  (9)  des  po- 
lynômes U^,  U2,  U3,  U4,  ...  et  que,  dans  la  fonction  W(ik^,  v^)  qui  figure  dans  le 

terme  général 

li^vJW{ix^,  •j'^)  cos  i  a;  cos  j'y, 

on  remplace  [i.  par  i  —  v,  on  trouve,  après  des  transformations  faciles, 

Ul=:  9/JLCOSa?  -h  2VC0S/,  ^ 

U2=  (l  —  2V)^  +  2/Jl^C0S2^  +  2V^  C0S2/  +  P  \^'^  COS^  COSJ, 

Ug^r  2/jl(i  —  ^vYcosx  -\-  2]jt.^cos3a?  H-  2v(2  —  3y)^  COSJ+  2v*  cos  3/ 

4-  1 2  |j!.2  V  cos  2  jr  cos  j  H-  1 2 [j^j-  cos X  cos  iy, 
Uv=  (i  —  6v  -h6v2)2  4-  2/jt2(i  — 4v)^cos2a;  +  2^* cos 4^  +  2v^(3  —  4v)^cos2  j 

H-  2v*cos4/  +  i6/jLV*cos^cos3j  +  2  4i^^y^cos2iccos2/  +  16/jt.^v  cos3ir  cos/, 
+  2^li-|*V^(»-a.V-*)toS)i-/!o*y+ 

L'inspection  de  ces  valeurs  particulières  des  polynômes  U„  m'a  conduit  à 
penser  que  R^^j  est  égal  au  produit  de  [j.'v^  par  le  carré  d'un  polynôme  entier 
en  V,  de  degré  ^~~^~J .  J'ai  réussi,  dans  mon  Mémoire  déjà  cité  {Sur  les  per- 
turbations de  Pallas),  à  prouver  que  cela  est  bien  général,  et  j'ai  pu  donner  en 
même  temps  l'expression  du  polynôme  en  v,  qui  se  trouve  être  un  des  poly- 
nômes de  Jacobi,  contenus  comme  cas  particuliers  dans  la  série  hypergéomé- 
trique. 

Ma  démonstration  repose  sur  les  propriétés  de  la  série  hypergéométrique 
données  par  Gauss;  elle  est  rigoureuse,  mais  compliquée;  M.  Stieltjes  {Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XCV)  en  a  donné  depuis  une  autre  très 
simple,  que  je  vais  reproduire. 

194.  M.  Stieltjes  remarque  que  la  formule 


0-  =  cos^  -  cos  X  4-  sin^  -  cos/ 
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est  un  cas  particulier  de  la  suivante 

(7  =  cos<j'COs4''cos^'  -h  sinij;  simj^'cosj, 
quand  on  y  fait 


^  =  ^'  =  1 


On  peut  donc  prendre 


('4)  ff  :=  a  cos4'Cos.3? -h  bsin^icos/, 

(i5)  a=:cos<|',        b  — sin4>'. 

Il  faudra  voir  ce  que  devient  le  polynôme  U„  de  degré  n  en  a  défini  par  l'une 
des  formules  (9),  quand  on  y  remplace  <y  par  sa  valeur  (i4)  et  qu'on  développe 
le  résultat  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  se  et  y.  On  va  chercher,  en  par- 
tant de  l'équation  différentielle  que  vérifie  le  polynôme  U„  considéré  comme 
fonction  de  a-,  à  former  une  équation  aux  dérivées  partielles  pour  U„  envisagé 
comme  une  fonction  de  ^,  ce  et  j,  à  l'aide  de  la  formule  (i4)- 

On  trouve  immédiatement 

-sj-  =  (— a  sin'4;cos,37 -4- b  cosq;COSj) -j-^, 

à'-Vn        ,  .     ,  ,  ,  ..d^U^,  ,  ...  ,d\]„ 

-^2   —  V ~"  ^  sinq;cosx  +  bcosi|icosj)^  ~~TT'  ~  (acos^»  cos^  -h  bsin^icos/)  -%— S 

à'Vn         ,       ,,    .   ,     d^l^„  .  dl]„ 

-ir-r  =a^cos2q;sm2^  -^ acos^/coso?  —r^ > 

__  =  b^  sin^^  sm'y  -^^^  -  b  sin^;  cosj  -^f  • 

On  a  d'ailleurs,  par  la  dernière  des  formules  (9), 

d^\] 

«(n  +  2)U„  =  [(acosvp  cos^  +  b  sinJ^cos/)-— i]         " 


da^ 


JTT 

+  3(a  cos^'  cos^  +  b  sin^|>cosj)  —r^' 
On  en  conclut  sans  peine,  en  tenant  compte  de  la  relation  a-  -f-  b^  =  i , 

d^H 

=  (—  1  +  a^  cos^^  +  b^  cos-j  +  a^  sin^^  +  b^  sin*/) 


da^ 


ï.  -  I. 


1  2a  cosu;  coso:  +  2b  sindi  COSV  — r  COSX ; — r  cosy  1  — r-^ 

\  T        y        C0S4;  sin^/        "^  J  d(j 

cos2d/ ,  cos^  —  -,-  ,  cosr    — ,—  =—  2  cot2'i^  -^• 

^  \cosi|'  sinvp  }  da  '    d^ 


45o  CHAPITRE  xxviii. 

On  a  ainsi  l'équation  cherchée 

^     '  d^i^  04;        005^4;    OJ^^        sm-4;    a/* 

U,,  est  un  polynôme  entier  en  a;   une  puissance  entière  et  positive  quel- 
conque de 

(7  =  a  ces  4>  cos  j?  4- b  sin '^  ces/ 

se  compose  des  termes  de  la  forme 

(a  008  4*)'"*"^^^  (b  sin^Y'^^'^cosia;  cos j'y 

On  en  conclut  que  U„  est  de  la  forme 

(17  )  U„ :=  4  ^  T'j'y  cos' i|;  sia-/  ^  cos  ia;  cos j'y, 

OÙ  TJ'yCst  une  fonction  entière  de  sin^^^et  aussi  de  a  et  b;  la  différence  n—  i  —  j 
est  positive  et  paire. 

Si  l'on  porte  cette  expression  de  11,^  dans  l'équation  (i6)  et  que  l'on  égale  à 
zéro  le  coefficient  de  cosf^cosyj,  on  trouve,  après  réduction, 

—rrr-  +  -■ — i r  [(27  + i)  cos^  J;—  (2«  +  Osiii^d;]  —±l 

+  (/i  -  /  -y)  («  +  i  +y  +  2)  TI.7  =  o. 

On  peut  enlin  poser,  d'après  ce  qui  a  été  dit, 
et  l'équation  précédente  devient 


(18)    {e-t)'^-^+{{i+j  +  '2)t~-{j-^^)]-^^ 


ou  encore 

(19)  (^^-0^+[(«  +  (3  +  0^-y]-^+^i3ïw=:o, 
en  faisant 

(20)  a-:-- — 4^ ,        (3--= — =^-- ,        y=y  +  i. 
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Nous  savons  que  l'on  a 

avec  un  nombre  limité  de  termes  au  second  membre. 

Si  nous  substituons  cette  valeur  de  V"]  dans  l'équation  (19),  nous  trouverons, 
en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  /^, 

(/?  +  i)  (p  +  y)  A(/'+-''  —  {p  +  «)(/?-+-  (3)  Af/'>  ; 
il  en  résulte 

On  reconnaît  dans  le  second  membre  la  série  hypergéométrique  F(a,  [3,  y,  /), 
ce  qui  devait  être,  puisque  l'équation  (19)  n'est  autre  chose  que  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  que  vérifie  la  série  hypergéométrique. 

Nous  écrirons  C  au  lieu  de  A^°^  de  sorte  que,  en  tenant  compte  des  valeurs  (20) 
de  a,  p,  y,  la  formule  (21)  deviendra 

(22)  TÎ-«'=C'F    -^ , ^--- ,7+1,  sin'(];  ; 


C  est  une  fonction  de  a  et  b,  donc  de  ^'.  On  a  dit  plus  haut  que  n  —  «  — y  est 
positif  et  pair;  il  en  résulte  que  - — - — -  est  égal  à  un  nombre  entier  négatif. 
Si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (21),  on  voit  que  F  représente  ici  un  polynôme  de 
degré    ^  ''    —  en  sin^'j'. 
Posons  pour  un  moment 

(23)  Slf;=:Tl-')'cos'"^sin^"4^  =  C'cos'4^sin^"4;F  ("-i^^^-^,  i±A±:^±_^,  y  +  i,  ^m""^-, 

la  formule  (17)  nous  donnera 

(24)  U«  -=  4  ^  S',";  cos/^  cosy>. 

Or  l'expression 

(T  =r  cos4'COs4''cos^  +  sin^»  sin?];' cos  J 

reste  la  même  quand  on  échange  entre  elles  les  lettres  '|  et  ^j^'  ;  il  doit  en  être  de 
même  de  U„  et,  par  suite,  de  SJ"'.  On  aura  donc,   en  se  reportant  à  la  for- 
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mule  (23)  et  désignant  par  G  ce  que  devient  G'  quand  on  y  remplace  ^  par  ];, 

C'cos'4'  sm-'4'  F( j —ij  -f- 1,  sin-(]>  j 

i-,         •  I ,   .     ■  X  i-w^/' i  -^  i  —  '^    f  -f-  /  H-  «  +  2     .  .    „  ,  A 


d'où 


C 


_  C 

—  -   -    - — -—. -. ; : > 

■      .      ■    ,   ^  /  i  -ï-  /  —  /*      l  -\-  /  -h  /i  -h  '2       .  .„,\ 

cos'  4*  sin-'  4;  F  (  • j '  y  +  '  j  sin^  ^  1 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  de  ^'  seul;  le  second 
ne  dépend  que  de  tj;;  ^  et  '\f'  sont  arbitraires;  donc  ces  deux  membres  doivent 
être  égalés  à  une  constante  indépendante  de  ^  et  ']/'.  Désignons-la  par  c\j  et  nous 
aurons 


C'=  c^/^j cos'd;'sm^\{;'F('— ■^^— ^,  ^ +>  +  ^  +  ^  y  ^  i^  sin^^'") , 

23 
après  quoi  la  formule  (;2r8^)  donnera 

(  Sifj  =<;  (cos^{;cos^{^0''(sin4>sini};0^  F^'  "^-^  ~  '\  '  '^•'  "^  ''  ^  ',  j  +  i,  sin^^] 
(25)  !     '  '  V       2  2  y 

i                                                                        „/i-}-/  —  ni-h/-{-n-h2.  .9,, 

(  ^     i 1 ' '^ '  -^  -^  ''  sin'^ 


Il  n'y  a  plus  maintenant  qu'à  supposer 

la  formule  (24)  coïncidera  avec  (b)  eiS\j  avecRJ"j;  on  aura  donc 

I^iry  =  <y(^cos2-j  (sin^-j  F^  (^ — ^ , — ^ ,j  +  i,sm'-j 

ou  bien 

{d)  Rl'j  =  4;^Vv^FM — ■{ — ,  — -^  ,         >y  +  i,v 


G'est  la  formule  cherchée;  elle  est  bien  de  la  forme  indiquée  par  l'induction. 
Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  l'expression  de  la  constante  c-"' . 
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195.  Cherchons  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  v  dans  RJ/'j,  quand  on  y 
remplace  [x  par  sa  valeur  i  —  v.  On  voit  aisément  que  le  terme  de  degré  le  plus 
élevé  en  v  dans 


F(i±:^JZ^,L±:/-±-^i:l^,y  +  ,,v 


est 


„_,_,  1 h  I h  2      .  .  .  /i      n-i-i 


n  —  i-  j 


n(/on(./) ;^ 


n (  ^^  +  ^+./\ Yi('^~^^-^ 


=  (-0 

où  l'on  a  posé  d'une  manière  générale 

1.2.3...^=  11(5'). 

Le  terme  de  degré  le  plus  élevé  en  v  dans  RJj  sera  donc,  d'après  (^), 
et  l'on  pourra  écrire 

COSi.37  COSjy  -|-l)i)iV"-  *  H-l)b2V"-24-.. 


(06)  U   -/iv«  y  (-.Vc'"!  r 5(^^1(7) T 

On  a,  d'autre  part, 

L  2 . 2  n  J 

CT  =  fJ(.COS^  H-  y  cosj'  =cos^  -h  v(cosj^  —  cosx). 
On  en  conclut 

(27)  U;j=:  2«(cos7  —  cos^)" v" +S,v"->+ 32v"-^4-. . .  ; 

si  l'on  compare  les  expressions  (26)  et  (27)  de  U„,  on  trouve 

(■28)  2"  (cosj  -  cos^)"  =  4  2  (-  ■)'<y  r    /„  +  ,  +  /n"/'„^      ,  +  /nT 


COSf^  CCS//, 


de  sorte  que  le  calcul  des  coefficients  c\'j  se  trouve  ramené  au  développement 
de  (cosy  ^ —  cosa?)"  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  œ  et  j. 
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Posons 

(29)  2"  (cos/  —  COS^)"  "  4  ^  fi\"j  cos ix  cos/j, 

et  nous  aurons 


(3o)    •  cW=(-i 


"'■^  L  n(«)ll(y)  J 


Nous  allons  chercher  les  coefficients  U^. 
On  a 

/      .     X -\- 'y\"' (      .     X  —  r\" 
2"(cos/  —  cos^)"  =  (  2sin —  1    I  2Sin —  1 

(x-¥y  I —  x+y  i~\n  f     x  —  y    , —  x~y  , —  \n 

E~^-'-E---^i  (e— ^-'-E"-— ^-')  .. 

Or  la  formule  du  binôme  donne 

^  /  -  ^^    ï;''  n(p')H(p,)  "^ 

les  nombres  p  et  p,,  p'  et  p',  prennent  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  vé- 
rifiant les  conditions 

(3i)  ^-\-^^  —  n,         ^'-\-^^  —  n. 

On  conclut  de  ce  qui  précède 

--^  w^  c  — t'i'î+p.+p'.  rrrcnMz     p-P'  +  p'~P'  ,../-7   p -pi-pVpi  _  ,_ 

.     (3.)  42/4.3cos,-.cos,>  =  2îl(^;k^ff|-)^^^        "^""^ 

Pour  trouver  dans  le  second  membre  le  terme  en  cosî^r  cosyj,  il  faut  poser  les 
équations 

(33)  9-9^^9'-9\  ^+-^         p-pi-p^+p;^^^^.. 

si  on  les  combine  avec  les  équations  (3 1),  on  en  tire 


Pi— ^ '  Pi= ^--- 
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Les  termes  considérés  dans  le  second  membre  de  la  formule  (32)  pourront 


s  écrire 


(-0^ w^i^i^ r 


n (^^-tJiitf] n ('^  —  ^—J] n ('l±l^zl] n ("-~^'^-^]  l-h e-('-^+>>) ^' + e-c^ ->•>'> ^~\ 


la  somme  des  quatre  exponentielles  est  égale  à  4cosî*xcosyy  et  la  formule  (32) 
donne 

(34)      AjA)  =:(-!)'  [n(/0]' 


n  ('l±i±I]  n  (''-^-J)  n(^^^+J-A  n  ('^^-^+^" 


Il  convient  d'examiner  à  part  le  cas  de  y  =  o;  on  tire  alors  des  équations  (3i) 
et  (33) 


on  aura,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (32),  à  considérer  les  termes 

(-iV [HiZil]! -(E'-^y/^  +  E-'^^)  ; 

la  somme  des  deux  exponentielles  est  égale  à  2  cosi^,  et  il  vient 
(33)  *«  =  '  (-  .)■■  r     .     J"^'"T ^S 


on  trouverait  de  même 


2  \-„/n-hi\jj/n  —  i 


(36) 


"o,y-—  ,.   r      /»  _L_  /\       / 


["mK^)]' 


Il  reste  enfin  à  considérer  le  cas  de  f  =  0  avec  y  =  o;  le  terme  constant  du 
second  membre  de  la  formule  (32)  est 

[n(/0? 

et  l'on  trouve 


(37)  h 


0,0 
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Il  est  possible  de  déduire  les  formules  (35),  (3G)  et  (Sy)  de  la  formule  (34), 
en  y  supposant  nuls  l'un  ou  l'autre  des  indices  t  ety,  ou  tous  les  deux;  il  suffit 
en  effet  d'écrire  comme  il  suit  la  formule  (29), 

2'* (ces j  —  cos:r)«  =  4 2  h\j  cos ix  cosj'y  +  2  ^  A^fJ cos ix  +  2  ^  AJ,") cosy/  +  h^ô\o  î 

on  a  d'ailleurs  opéré  ainsi  dans  l'équation  (b). 
Les  formules  (3o)  et  (34)  donneront 


(e)  ci'y  = 


n(  '±±±±l]Yii'^~^^f 


n  -i-  i  —  j  \jj  f  n  —  i  —  / 


[n(y)?n      '      -Mn 


cette  formule  est  générale,  à  la  condition  d'y  remplacer  II(o)  par  i. 

Les  relations  (c),  (d),  (e)  feront  donc  connaître  entièrement  les  quan- 
tités Q;.'y. 

196.  Si  l'on  combine  le  développement  (3)  avec  l'expressionj^^de  coswV, 
on  voit  que  la  fonction  ^  se  composera  d'une  série  de  termes  de  la  forme 

2Jl)("'  cosix  cosyj  =  ols^"'  cos{ix-^jy)  -+-  c-l>(«'  cos(/^'  —j'y), 

chacun  de  ces  termes  étant  multiplié  par  une  fonction  connue  de  J.  11  faut 
arriver  à  développer  toutes  ces  expressions  suivant  les  puissances  de  e  et  e'  ;  on 
commencera  par  supposer  e'=  o,  e'  =  o,  ce  qui  donnera  r=  a,  r'  =  a\  v  =  l, 
(;'  =  /' ,  X  =  /'  -  /  -  t'  4-  T  ^  /'  —  "X,  j  =  /'  +  /  —  t'  —  T  =  /'  -h  >.  —  2  t'  ;  le  term e 
Ji«("^  cos(ix  +yj)  deviendra  donc 

(38)  A(«)cos[(i+y)/'-(i-y)A-2yr']. 

Il  faudra  maintenant  remplacera,  a',  1,  l'  respectivement  par 
a-i-ax,     a'-\-a'\\     >i  +  y,     /'-h  y', 

X,  y,  x'  et  y'  étant  les  quantités  considérées  au  n°  93. 

L'expression  (38)  est  de  la  même  forme  que  celle  donnée  pour  R^  par  la  for- 
mule (19)  du  n°  119.  Nous  rentrons  donc  dans  une  question  connue,  qui  ne 
présente  plus  de  difficulté,  et  le  problème  théorique  que  nous  nous  étions  pro- 
posé peut  être  considéré  comme  résolu. 

197.  Lorsque  le  rapport  -,  est  assez  petit,  comme  lorsqu'il  s'agit  des  pertur- 
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bâtions  de  Pallas  par  Saturne,  il  convient  de  développer  ^  suivant  les  puissances 
de  ",•  Les  formules  (3)  et  (8)  donnent 

pour  résoudre  la  question,  il  n'y  aura  qu'à  trouver  ce  que  devient  le  polynôme 
P„  de  Legendre  quand  on  y  remplace  a  par  son  expression  (2),  le  résultat 
devant  être  développé  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x  et  y;  c'est  ce  qu'a 
fait  Hansen  dans  le  tome  II  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
M.  Cayley  a  donné  depuis  une  autre  démonstration  des  formules  auxquelles  était 
arrivé  Hansen,  dans  le  tome  XXVIII  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  astrono- 
mique. 

Nous  suivrons  une  méthode  tout  à  fait  analogue  à  celle  employée  dans  les  nu- 
méros précédents;  nous  pourrons  faire  tout  d'abord 

(/ )        P„  ( a )  =  A'o".'o  +  2  2]  ^tl  cos  ix  +  1^  A^^j  cosy>  +  4  ^  KTj  cos  ix  cos j'y, 

OÙ  AJy  est  une  fonction  de  J.  Il  y  a  lieu  maintenant  de  chercher  à  former  une 
équation  différentielle  que  vérifie  la  fonction  P^,,  envisagée  comme  dépendant  de 
x,y  et  J.  On  trouve  sans  peine 

-^  =  -  smJ(cosr  —  cos^) -7— ) 
dJ        2  ^       ^  'du 

^,/  =  -cosJ(cosr  —  cos^)  --j h  y  sinM(cosr  —  cos.r)^     .„> 

dP         2  '^       ^  '   da        k  ^      ./  ^g-2 

^^^'P,,                        dP^         ..  ,    .d'P„ 

/JLCOSO^-^ 1- p.^(i  —  cos-ct) 


^^P„  dP„  ^.  .     .d'P„ 

-^  ^  -  V  cos  J  -^  +  vMi  -  cos^j)  -^ . 
On  a  d'ailleurs,  par  la  dernière  des  formules  (8), 

dP  d*P 

n{n  -h  i)P„=:  2(jjLCOS^4-vcosj)— j-^  -h{iJ^cos^a;  ■+-  2/Jtv  cos^  cosj  -+-  v^cos^j—  i)         "  • 

On  tire  aisément  de  là  l'équation  cherchée 

à^Pn  ,,àP,  I     d^P^  I    d^Pn      ,         ,         ,        XD 

-^  4-colJ -^  +  -  ^^  4- -  ^p- +/Kn-M)P«=o. 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  l'expression  (/)  de  P«  et  qu'on  égale 
T.  -  i.  58 
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à  zéro  le  coefficient  de  cosix  cosyj,  il  vient 

(4o)  î^  +  COtJ  ^  -H  [«(«  +  .)  -  ^  -  4'J  Ai5=o. 

On  voit  directement  que  AJ"'  doit  contenir  le  facteur  (x' v^  ;  il  y  a  donc  lieu  de 
faire 

En  substituant  dans  (4^),  il  vient,  après  des  réductions  faciles, 

~dl^  ^  iîïïj  ^^'^'  +  V  +  0  cos J  +  2J--  2i]  -^  +  (n  -  /-y)(«  +  f'+y  +  I)  Bi-'}'  =:  o. 

Nous  regarderons  B'"]  comme  une  fonction  de  v  =  sin^  -  et  nous  trouverons 
aisément  que  l'équation  précédente  devient 

^'''~  ''^  ~^  ^  [2(^*+y  +  0  V  -  2y-  i]  -^  +  (i +y  -  n)  («  +  i'+y  +  i)  B'/;j  =  o. 
C'est  l'équation 

de  la  série  hypergéométrique,  en  prenant 

cf.=ii-\'j  —  n,         (3  =  /  +  /■+ 71  + I,         y  —  2j  +  u 
On  aura  donc,  en  désignant  par  k^"j  un  coefficient  numérique, 

{g)  My  —  A-^-^jf^'v^  F(i  +y  —  n,  i+j  +  «  +  i,  ay  +  i,  v) . 

Il  reste  à  trouver  l'expression  de  k^lj\  i  -hj  —  n  étant  égal  à  un  nombre  entier 
négatif  pair,  F  est  un  polynôme  entier  en  v,  dans  lequel  le  terme  du  degré  le 
plus  fort  est 

(_  i)n-i-J  (/+y  +  n  +  l)(t+y+/l  +  2)...2Al  ^^_._.^ 

(2y +  i)(2y  +  2)...(«-f-i-y) 

d'ailleurs,  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  dans  p.'v^  =  (i  —  v)'v'/  est  (— i)'v'"*"^; 
le  terme  du  plus  fort  degré  dans  AJj  se  met  dès  lors  aisément  sous  la  forme 

(_  ,y  kw         n(2/i)n(2y) 

et  l'on  en  conclut 

^^_^       j  P„(.)  = ,. ^ (-.)-.i:y  ..^„  .J]^^Z-^.j^  -^- -^^ 
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On  trouve,  d'ailleurs,  en  remplaçant  dans 

i^/v  i  .3.  .  .(2n  —  or  n(n  —  i)  „  "1 

2.4...2/i  L  2(2  n  —  l)  J 

CT  par  cos^  4-  v(cosj  —  cosic),  et  ayant  égard  à  la  formule  (29), 

(42)      P„(a)  rr:  ^v"  ' '^^  "i}^ \~  '^  ^  A'/,y  COS ^'-Z^  cosy>  +  S',  v^-»  +  3', v'^"^  +  ■  ■  ■  ■ 

La  comparaison  des  expressions  (4i)  et  (42)  donne 

■) 


/.(«)  _  (__  ,ujAn)  n(n  +  /4-y)n(n  — f+y; 

'^i.j  —  K      n  'ii.j  2"'n{2j)[U{n)Y 


et,  en  remplaçant  AJ'y  par  sa  valeur  (34),  il  vient  finalement 

n(«  +  i-+-/')Jl{n  —  i-hj) 


(^)    ^'^:'i 


«n(2y)n(^i^i^)n(^^)n(^±i^)n(ii^:lityj 

Les  formules  (/),  (g),  (h)  résolvent  la  question. 

198.  Le  développement  de  la  fonction  ^  se  composera  donc  d'une  série  de 
termes  de  la  forme 

p^i  cosia:cosjy=-^  ^  cos(i^+y»  +  '-  ^^  cos(/a;-y». 

Si  l'on  remplace  x  et  j  respectivement  par 

iv'  —  w  -\-  rs'  —  t' —  (nr  —  t),     w'  -i-  w  ^  th'  —  t'4-  ci  —  t, 
on  voit  qu'on  sera  ramené  à  trouver  les  développements  périodiques  de 

/-^'"  (t±y)^v, 
cos  ^       -^  '^ 

I     sin  .....    , 


r.'/H-l 


r'"^'  ces 


on  a  obtenu  ces  développements  dans  le  Chapitre  XV. 

199.  Le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  a  donné  lieu  à  un  très 
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grand  nombre  de  travaux  ;  il   nous  est  évidemment  impossible  d'en  rendre 
compte.  Nous  nous  bornerons  à  citer  les  Mémoires  suivants  : 

Cauchy.  —  Œuvres  complètes,  !•"«  série,  t.  V,  plusieurs  Mémoires. 

V.  PuisEL'x.  —  JouT'nal  de  Mathématiques,  i^  série,  t.  V  et  YI,  trois  Mémoires. 

BouRGET.  —  Annales  de  VOhservatoii'e  de  Paris,  t.  VIL 

G.-W.  HiLL.  —  On  the  development  of  the  perturbative  function  in periodic  séries. 

S.  Newcomb.  —  Development  of  the  perturbative  function  {Astronomical  Papers,  t.  III). 

Gyldèn.  —  Undersôkningar  af  Theorien  for  Himlakropparnas  Rorelser,  IL 

0.  Backlund.  —  Zur  Entwickelung  der  Stôrungsfunction  {Mémoires  de  V Académie  des 

Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  7^  série,  t.  XXXII). 
H.  Radau.  —  Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  t.  XVIII. 
B.  Baillaud.  —  Annales  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  t.  IL 
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CHAPITRE  XXIX. 

TRANSFORMATION  DE  HANSEN  POUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DES  MOUVEMENTS  DES  PLANÈTES. 


200.  Harisen  a  donné  pour  les  équations  différentielles  des  mouvements  des 
planètes  une  transformation  importante  qui  forme  la  base  de  tous  ses  travaux. 
La  force  perturbatrice  y  figure  par  ses  composantes  S,  T,  W,  rapportées  au  rayon 
vecteur  rde  la  planète  troublée,  à  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  dans  le 
plan  de  l'orbite  et  à  la  normale  au  plan  de  l'orbite.  Dans  l'ordre  d'idées  que 
nous  avons  adopté  jusqu'ici,  il  nous  paraît  naturel  de  déduire  la  transformation 
de  Hansen  des  formules  (A)  du  n**  185,  dans  lesquelles  se  trouvent  déjà  les  com- 
posantes S,  T,  W;  il  nous  semble  d'ailleurs  qu'on  pénètre  ainsi  assez  profondé- 
ment au  fond  des  choses. 

Commençons  par  rappeler  celles  des  formules  (A)  ou  de  leurs  combinaisons 
qui  vont  nous  servir  :  '-^ 


dt 


H- 


de       m'  ,    ,-^^    . 

-j}^=  —  K\/PiTS)?,\nw  +  r(cosM  +  cosw)], 


(a)  [d{Ts  —  Q)  de       m'  k\/pr^  (         r\,^    .       1 


d(^        m'    k 

dt  IX   ^^  i 

de       m'    k 


cfU       m'    k  ^^,      . 

\  ^  dt        IX    ^p 

Remarquons  maintenant  que,  dans  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  les  expressions  analytiques  de  a;,  y,  z,  -£■,  -^,  -^  sont  les  mêmes. 
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dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé;  il  en  sera  ainsi 
dr 
dt 


J  

de  r  et -7->  puisque  r=  sjx'^  -+-y^4-s-  est  une  fonction  de  oc,  y,  z.  On  voit  d'ail- 


leurs aisément  que,  dans  le  mouvement  elliptique,  on  a  -v-  =  -^J^^=  e  sinw^.  On 

^  .  ^  ^  «^      v/i  — e- 

aura  donc  aussi  dans  le  mouvement  troublé 

.)  .= ^ 

I  -h  ecosjif' 

/    .  dr         k        . 

Formons  l'expression  de  -^  en  différentiant  la  relation  (i)  et  tenant  compte 
de  la  formule  (2);  nous  trouverons 

dw       ksjp      .  i  dp  de 

dt  r^  r  dt  dt 

Remplaçons  ^  et^  par  leurs  valeurs  (a)  et  nous  obtiendrons  après  des  trans- 
formations faciles, 

,o\  ^^       ^^P    ,    m'  k\Jpr  (         /Xrr   .       "1 

(3)  -—  =i—!L^  -\ lii    Scos<^—    I  +  -    TsinnP'    , 

dt  1''  ^      e     y  \        P)  \ 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  l'expression  (a)  de         'T    \ 

(4)  {      -     ât =  r^-^°^^^- 

201.  On  est  amené  ainsi  à  introduire  deux  nouvelles  variables  t'  et  a-,  définies 
par  les  formules 

,~.  d(j  dB 

(6)  {'^=iW-\-XS  —  Ô-f-ori^U  +  O-. 

Les  relations  (4),  (5)  et  (6)  donneront  alors 

^^^  dt  -^^'        '   dt-^^P' 

d'où,  en  différentiant  et  remplaçant  -^  par  sa  valeur  {a). 

C'est  l'une  des  formules  fondamentales  de  Hansen. 
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Si  nous  différentions  maintenant  la  relation  (2),  nous  trouverons 

d^  r         k     .        de         /."  dw  k  .        dp 

—.—^  =  -zz  sin  w  -7-  H-  — =  e  cos  w  —, -=  e  sin  «>  -j-  ; 

cil         J p  cil        ^ p  cit        2 p  \J p  dt  , 

mettons  pour  ^>  ~  et  -rr  leurs  valeurs  (a)  et  (3),  et  il  viendra 

,    ,  d'^r       A-2  m'  ,,^ 

(q)  -7-r  = -;  e  cos (p  h A^S; 

dL-        I-  IX 

la  composante  T  a  disparu  de  cette  équation,  et  c'est  là  un  fait  important. 

On  peut  ensuite  remplacer  ecos^i^  par  sa  valeur  ^  —  i,  déduite  de  la  for- 
mule (i),  ce  qui  donne 

dh-       k^p       k'^  _m' 
•^7^  -  "TT  +  7^  -  —  /^'  ï' 

ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  (7), 

,     ,  d^r  dv^        k^        m'  ^ 

('")  -d^-'d^^T^-^-^^-^ 

c'est  encore  une  des  formules  fondamentales  de  Hansen. 

Si  nous  introduisons  une   notation   spéciale  pour  représenter  la  quantité 
-=  =h,  les  formules  {a),  (7),  (8)  et  (10)  nous  donneront  donc  cet  ensemble  de 

relations  : 

idyr  _   .dv^        k^  _  m' 
dt'        '' dt^  '^  7^  ~  ~iZ         ' 
dty  dtj-  ^  ^  ^'^ 


dt 

do       m' 

-T-  ==  —  /iWr  cos((^  —  (t), 

dt         IX  \  /' 

,  J-.  ,     .        dQ        m'  . 

{d)  \  sin9-i-  =  —  AW/' sm(p  —  a), 

da  dB 

dï=''''''^dl' 

Ce  sont  bien  les  formules  qui  servent  de  base  aux  méthodes  de  Hansen. 
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202.   Il  est  facile  d'obtenir  une  représentation  géométrique  de  l'inconnue 
auxiliaire  a. 

Soient  {fig-  22)  NI  et  N<I  les  grands  cercles  suivant  lesquels  la  sphère  de 


rayon  i  est  coupée  par  les  positions  du  plan  de  l'orbite  aux  époques  t  ^it  -\-  dl-, 
la  position  limite  du  point  d'intersection  I  de  ces  deux  grands  cercles  sera  le 
point  M  où  le  rayon  vecteur  r  de  l'époque  t  perce  la  sphère.  Abaissons  le  grand 
cercle  NA  perpendiculaire  sur  N,I;  nous  aurons 

NNi  =  ^0,        AN,  =  008  9^9; 

donc,  d'après  la  relation  (5), 

AN,  —  da. 

Soient  X  et  X,  des  points  pris  sur  les  deux  grands  cercles  NI  et  N,  I,  tels  que 

NX  =  (7,        N,X,  =:a  +  rf(T; 

on  aura  AX,  =  NX  et,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 

IX  =  IX,; 

on  obtiendra  donc  la  série  des  points  X  sur  la  sphère  en  supposant  que  le  grand 
cercle  NM  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  C,  lieu  des  points  M,  le  point  X  restant 
fixe  sur  ce  cercle  mobile.  La  courbe  G  n'est  autre  chose  que  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  cône  dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  sphère  et  la  directrice  la 
trajectoire  de  la  planète  P.  Dans  ce  mouvement,  l'axe  instantané  de  rotation 
coïncide  à  chaque  instant  avec  le  rayon  vecteur  SM;  il  est  facile  de  calculer  la 
vitesse  angulaire  w  de  la  rotation  instantanée.  On  a,  en  effet, 

XM  =  u4-(7  =  t%        MN  =  ('  — 0-,         NA  =  sin(p«fô, 
_        NA        _        sino        dB 


d'où,  en  remplaçant  sino  -r-  par  sa  valeur  {d), 
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e 

dû 


¥• 

L'angle  a  n'étant  donné  que  par  sa  différentielle,  sa  valeur  gto  à  l'époque  zéro 
reste  arbitraire;  Hansen  prend  o-^  =  Go. 

Remarque.  —  Prenons  sur  le  grand  cercle  XM  l'arc  XY  =  go'',  et  soient  x  et  y 
les  coordonnées  de  la  planète  P  rapportée  aux  axes  mobiles  SX  et  SY.  On  aura 

Si  l'on  forme  les  expressions  de  -^  et  de  ~~  •>  et  qu'on  y  remplace  -ry  et  -r^ 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (6),  il  vient,  après  réduction, 

<^^x        /      A-2        m'         \  m'  . 

-ï-s-  = 5  H a:^  S    cos  V A:^  1  sm  v, 

dv-        \      r^        IX  J  ij. 

^ -^  f- ^  + '-^' yt^s)  sm.+  ^' /t^Tcos.; 


si  l'on  pose 

(11) 

on  pourra  écrire 

{b') 


m 

(X)  =  —  A:2(Scos(^  — Tsint^), 
jjt. 

m' 

(Y)  —  —  A-^(Ssin(^4-Tcosp), 


H  résulte  des  formules  (i.i)  que  (X)  et  (Y)  sont  les  projections  de  la  force 
perturbatrice  sur  les  axes  SX  et  SY.  Les  équations  {b')  sont  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  relatif  de  la  planète  dans  le  plan  de  l'orbite;  on  voit 
qu'elles  sont  les  mêmes  que  si  les  axes  SX  et  SY  étaient  fixes.  On  aurait  pu 
obtenir  directement  ces  équations  {h'),  ainsi  que  les  formules  (c/),  par  la  théorie 
des  mouvements  relatifs,  en  appliquant  le  théorème  de  Coriolis  [voir  la  Thèse 
de  M.  Périgaud,  Exposé  de  la  méthode  de  Hansen,  etc.  (^Annales  de  l'Observatoire 
de  Paris,  t.  J^WT]- 

203.  Il  nous  faut  montrer  actuellement  comment  on  calculera  les  compo- 
santes S,  ï,  W. 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  a7,j  et  s  l'expression  connue  de  la  fonction 
T.  -  L  59 
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perturbatrice  du  mouvement  de  la  planète  P,  on  trouve,  pour  les  projections  de 
cette  force  sur  les  axes  de  coordonnées, 


,(y'-y     y' 


(.2) 


où  A  désigne  la  distance  des  planètes  P  et  P', 


S-3       '  f'^' 


Supposons  maintenant  que  l'axe  des  x  coïncide  avec  le  rayon  vecteur  r,  l'axe 
des  j  avec  la  perpendiculaire  à  r  située  dans  le  plan  de  l'orbite,  et  l'axe  des  s 
avec  la  normale  au  plan  de  l'orbite.  Soient  {fig.  23)  M,  P  et  Q  les  points  où  ces 

Fig.  23. 


trois  droites  rectangulaires  percent  la  sphère  de  rayon  i.  On  aura 

a;  =:  r,        j  =  o,         s  =r  o. 

Les  trois  composantes  (12)  seront  respectivement  égales  à  fm'S,  tm'T  et 
fm'W;  on  aura  donc 

r 

Soient  X  le  point  considéré  antérieurement  sur  le  grand  cercle  MN,  X'  le  point 
analogue  pourM'N';  on  aura 

XN=:(7,  XM  =  (',  X'N'=(t',  X'M'r^p'. 

Nous  poserons 

XG  =  0,        X'Gi=0'; 
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il  en  résultera 


MT, 


0',        NG  =  0-(7,        N'G  =  0'-cr'. 


L'application  de  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique  aux 
triangles M'GM,  M'GP,  M'GQ  fera  connaître  les  cosinus  des  arcs  M'M,  M'P,  M'Q, 

lesquels  sont  égaux  respectivement  k  —}  ~)  —;  si,  dans  les  formules  obtenues, 
on  remplace  cos  J  par  i  —  2  sin^  -,  il  viendra 


(i4) 


cosM'M  =  cos(f>'—  t^  —  0'h-  0)  —  2sin2  -  sin(p  —0)  sin(ç''—  0'), 
iCosM'P  =:sin((^'—  v  —  Q'-hQ)  -2sin='  -cos((^  —  0)  sin(p''— 0'), 


cosM'Q  r^—  sinJ  sin(t^'  — 0'), 


Le  triangle  NGN'  donnera  d'ailleurs 


(i5) 


.     J    .     0'-(7'-H0-cr 

sm  -  siii =:  sin 

2 


On  a  aussi 


.      J 

sin  -  cos 

2 

J    .    0 

cos  -  sin 
2 

J 

cos  -  cos 

2  2 


2  r/-' ces  MM', 


2 

0' 

-  a' 4-0  — a 

2 

0' 

—  cr'  —  0  -+-  a 

2 

0' 

—  ff'  — 0-hcr 

ces 


sin 


=  cos 


2 

9-9 
2 

0  —  0' 
2 


sin 


sm  -! 

2 


cos 


cos 


J    . 


— } 


(16)   A2  — /•2-+-/-'^— 2/r'cos((^'— p  — 0'4-0)-h4/T'sin2  -  sin(v^  —  0)  sin(p'— 0') 


Les  formules  (i3),  (i4)»  (i5)  et  (16)  déterminent  S,  T  et  W  en  fonction  de 
r,  r',  ç',  p'  et  de  a-,  a',  ô,  9',  cp  et  <p'. 

Les  équations  (è)  et  (d)  paraissent  décomposer  le  mouvement  en  deux  autres, 
le  mouvement  relatif  dans  le  plan  de  l'orbite  et  le  déplacement  du  plan  de  l'or- 
bite; les  premiers  membres  des  équations  (6)  ne  renferment  en  effet  que  r  et  (^; 
mais  il  est  bon  de  remarquer  que  les  seconds  membres  contiennent  ô,  (p  eto-,  qui 
sont  introduits  par  les  expressions  données  plus  haut  pour  S  et  T. 

Nota.  —  Les  formules  (b),  (c)  et  (d)  ont  été  données  aussi  par  Wronski  (voir, 
dans  le  tome  II  des  Annales  du  Bureau  des  Longitudes,  un  Mémoire  de  M.  Yvon 
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Vi  11  arceau,  Sur  une  nouvelle  forme  des  équations  différentielles  du  mouvement  des 
planètes  et  des  comètes);  mais  c'est  Hansen  qui  les  a  publiées  le  premier. 

204.  Supposons  effectuée  l'intégration  des  équations  (Z>),  (c),  {d);  voyons 
comment  on  calculera  pour  une  époque  quelconque  la  longitude  et  la  latitude 
liéliocentriques  L  et  B.  Abaissons  {fig.  23)  l'arc  de  grand  cercle  MH  perpendi- 
culaire sur  le  grand  cercle  .xj;  nous  aurons 

et  le  triangle  rectangle  MHN  nous  donnera 

[  cosBsin(L  —  5)  =  cos^  sin((' —  ct), 
(17)  <  cosBcos(L  —  9)  =  cos(p.— (t), 

(  sinB  =:  sin<psin(p  —  (t). 

Le  calcul  de  L  et  B  par  ces  formules  présente  cet  inconvénient  que  les  facteurs 
C0S9  et  sincp  sont  variables  à  cause  des  perturbations  et  qu'on  ne  peut  pas  con- 
struire commodément  des  Tables  pour  le  calcul  des  seconds  membres  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième  des  formules  (17).  Hansen  a  surmonté  cette  difficulté 
par  un  artifice  remarquable  que  nous  allons  expliquer. 

Soient  «po  et  60  =  Uo  les  valeurs  initiales  de  9  et  G;  Hansen  cherche  à  détermi- 
ner les  quantités  F,  ^,  <]>'  et  s,  de  manière  à  avoir 

[  cosB  sin(L— 00— T)  :=  cos9osin(p  —  0o)  —  ^'j 
(j8)  I  cosBcos(L-  9o— r)=  cos(t^  — 0o) +4^', 

sinB  r=r  sintpo  sin(p  —  Qç,)  'r  s. 


On  peut  écrire 


r--=L-0  +  (ô-9o-r), 


développer        (L— Oo  —  F)  et  remplacer  cosBsin(L  -  0),  cosBcos(L  — 0)  et 

sinB  par  leurs  valeurs  (17)  ;  si  l'on  met  en  môme  temps  {v  —  a)   \   [a  -  Oo)  au 
lieu  de  v—  0^,  les  relations  (18)  donneront 

^  =     [cos!poCos(<T —  ^o)  —  cos(pcos(0  —  $0  —  I)]  sin(('  —  a) 
+  [cos9osin(o-  — 9o)— sin(0  —  0^  —  T)]cos{v  —  a), 

^'-zz:      [sin((T— 0o)  —  C0S9  siri(ô  — 00  —  F)]  sin((' —  0-) 
(19)  \ 

+  [— cos((T— 0o) -+- cos(0  —  00^  F)]  cos(r— (t), 

51=      [ — sin9o  cos((7  —  Oo)  +  sin9]  sin(p  —  a) 
+  [— sin9o  sin(o-  —  d^)]  cos(p  —  a). 
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On  va  profiter  de  l'indétermination  de  F,  donc  de  Ô  —  0^  —  T,  de  manière  que, 
pour  toutes  les  valeurs  dev  —  a,  on  ait 

(20)  ^j;  — A5,  ^'^X's, 

A  et  A'  étant  des  quantités  indépendantes  de  v  —  a. 

Si  l'on  se  reporte  aux  expressions  (19),  les  conditions  (20)  donneront 

cos(poCos((7  —  0o)  —  cos9cos(0    -Oo—T)—      A[sin9  —  sin9oCOs((T  — ^o)], 
COS90  sin((7  —  do)  —  sin(0  —  Oq  —  T)  =:—  Asin9o  sin((T  —  Oq), 

sin((T  — 0o)  —  COS9  sin  (0  —  00  —  T)  =      A'[sin9  —  sin9oCos((T— 0o)], 

—  cos(a-  —  ^o)  ^-  cos{9  —  dç,—  T)  =-— A'sin9oSin((T—  9o). 

On  tire  de  là  deux  valeurs  de  sin(ô  —  ôo  —  F);  en  les  égalant,  on  aura  une 
équation  de  premier  degré  entre  A  et  A';  on  fera  de  même  pour  cos(0  —  Go  —  F). 
On  trouve  ainsi 


(21) 


(22] 


sin(9  —  00—  F)  =  (cos9o-i- Asin9o)  sin  (o- —  6^), 
cos(0—  00—  F)  =  cos(o-  —  Oo)  —  A'sin9o  sin  (a —  O,,), 

A  sin9o  COS9  sin(<7  —  Oq)  h-  A'[sin9  —  sin9oCos(o-  —  0^)] 

=:  (i  —  COS90  COS9)  sin((T  —  Oq), 
A  [sin  9  —  sin9o  cos  (cr—  d^)]  —  A'  sin9oCOS9  sin  (a—  Oq) 

~  (COS9o  —  COS9)  COS(«T  —  60). 

L'élimination  de  A  entre  les  deux  équations  (22)  donne 

(23)      A'=sin9sin(a.-0o)r- ^  7  co^^o  ^0^9  -  siny»  sin9  cos(cr- 0o) 

^  [sm9  —  sin9ocos((7  — 0o)]  +sin2  9oCos''9sin'''((T  — Ôo) 

le  dénominateur  de  cette  expression  peut  s'écrire 

(sin2  9o--sin2  9ocos»  cos2((t  — 0o)  —  2  sin  90  sin  9  cos  (o- —  Ôq)  +  &in^9  -+- sin2  9o  COS29 
=  [i  —  sin9o  sin9  cos((t  —  9o)Y —  cos^9o  cos ^9; 

sous  cette  forme,  on  voit  qu'il  est  divisible  par  le  numérateur,  et  il  reste  seule- 
ment 

. , sin9  sin((7  —  Oq) 

X 

en  posant 

x  =  i  H-  COS  9o  cos  9  —  sin  9o  sin  9  cos  (a  —  ^o)' 

Portons  cette  valeur  de  A' dans  la  première  des  équations  (22),  et  supprimons 
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le  facteur  sin(a-—  Oo);  nous  trouverons 

xAsin^oCostp  =1  —  cos-9oCos*(p  —  sin^ç  +  sin9o  cosçosincp  COS9  cos{a—  9q), 

.  _  sin <Prt  cos 9  -+-  cos 90 sin  9  cos {a  —  6^) 

^  — . — , 

X 

En  substituant  ces  valeurs  de  A  et  A'  dans  les  formules  (21),  on  obtient 

(cos9o-i- C0S9)  sin((T  —  0n) 


sin{d—do—T)  = 


X 


cos(9  —  d       p—  (^  +  CQS9o<^QS9)cos(q-— gp)  —sin  90  sin  9 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  l'on  a 

sin2(9  —  00  —  T) +cos2(ô  -  00— T)  =  I  ; 

les  conditions  (20)  sont  donc  bien  remplies. 

Voici  l'ensemble  des  formules  qui  résolvent  la  question  : 

(e)  X -— I -}- COS90COS9  —  sin  9o  sin  9  cos  (a  —  Oq), 

(/)  5— sin9sin(p  —  a)  —  sin9o  sin(p  —  Ôq); 

I  s 

\  cos B  sin  (L  —Oq  —  T)  =  cos9oSin(p'  — 9o)  —  -  [sin  90 cos 9  +  cos  90  sin  9  cos  (a  —  Oq)], 

(  0-")     {  s 

1  cosBcos(L  — Ôq-  T)  =  cos(p  — 9o)h — sin9  sin(o-— 0o)> 

1   sinB  =sin9oSin(p  —  ^0)4- 5; 

,Q      Q       p.  _  (cos9n+cos9)sin((r— 0o)^ 

(i  H-  coscp„cos9)  cos(o-  —  0n)  —  sin9oSincp 


cos(9  — 00  — r)  = 

Du. 


(/O 


On  calculera  F  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

Le  but  cherché  est  atteint,  car  on  pourra  construire  trois  Tables  donnant  les 
valeurs  des  premières  parties  des  seconds  membres  des  formules  {g),  savoir 
coscpo  sin(ç'  —  60),  cos(^  —  Oo)  et  sinÇo^j^(^  —  Oq);  on  entrera  dans  ces  Tables 
avec  l'argument  (^  —  Oo;  les  parties  complémentaires  des  seconds  membres  des 
formules  {g)  sont  petites,  car  elles  contiennent  en  facteur  la  quantité  s  qui  est  de 
l'ordre  dem'sincpo?  en  effet,  si  l'on  supposaitm'  =  o,  on  aurait  <p  =  Ço»  a'  =  cro  =  Oo 
et  la  relation  (/)  donnerait  5  =  o  ;  a  —  Oo  est  de  l'ordre  de  m'.  La  valeur  (e)  de 

X  est  égale  à 

I  +  COS90  COS9  —  sin9oSin9  =  i  +  cos(9o  +  9), 

en  négligeant  m'^;  en  négligeant^',  on  peut  prendrex=  i  -h  cos2cpo  =  2cos'^cpo- 
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On  verra  d'ailleurs  dans  un  moment  que  F  est  de  l'ordre  de  m"^;  si  donc  on 
peut  laisser  de  côté  les  termes  en  m'^,  ce  qui  arrivera  souvent,  les  formules  (^) 
pourront  être  réduites  à 

IcosB  sin(L  —  Oq)  =  coscpoSin((^  —  9q)  —  «tangtpo, 
cosBcos(L  —  0o)  =  cos(p  — 0o). 

sinB  :=  sincpo  sin(p  —  9o)  +  *; 

ayant  construit  les  trois  Tables  dont  on  a  parlé,  il  suffira  de  calculer  dans 
chaque  cas  la  petite  quantité  ^et  l'on  obtiendra  ainsi,  avec  la  plus  grande  facilité, 
LetB. 

205.  Dans  le  cas  général  où  l'on  conserve  les  formules  (g),  Hansen  trouve 
encore  le  moyen  de  présenter  les  résultats  précédents  sous  une  forme  plus  simple 
en  introduisant  deux  quantités  auxiliaires  P  et  Q  au  lieu  de  cp  et  cr,  par  les  for- 
mules 

P  =  sincp  sin(or  —  ôo); 


Q  =r  sincp  cos((T  —  9q)  —  sincpo; 

P  et  Q  seront  de  l'ordre  de  m' sin  Ço-  L'expression  (/)  de  s  donnera,  en  y  rempla- 
çant V  —  a  par  (^  —  Ôq  —  (a—  Go), 

s  =  [sin 9  cos  (a  —  Ôq)  —  sin9o]sin((^  —  9o)  —  sincp  sin(<T--  9^)  co^(^—  9o'\ 
ou  bien 

(0  s=Qsin{i'~9o)  —  Pcos{v—9o). 

La  valeur  (e)  de  x  pourra  du  reste  s'écrire 

X  =  1  +  COS90COS9  —  sin(po(Q  -+■  sinço), 
{m)  X  =  coscpo  (cos<po  +  cos9)  —  Q  sincpo- 

On  aura  ensuite 

sincpocoscp  4-  côS9oSin9  cos((t  —  9q) 
=  sin9oCOS9  +  cos9o(Q  +  sin9o) 

— ^[cos9o(cos9oH-cos9)  -Qsm9o]  H ^^=xlang9o  '       ^ 


cos9o^  "-'"■'       COS90  °'"       cos9c 

de  sorte  que  les  formules  (g)  pourront  s'écrire 

l  cosBsin(L  — 00— r)  =  cos9osin(p  — 9o)  —  5(tang9„H — ), 

^"^  j  cosBcos(L  — 5o— r)=  cos{i^  —  9a)+s^, 

1   sinB  =  sin9o  sin(p  — 0o) -f-5, 
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Calculons  -^  et  ^  en  partant  des  relations  {k);  nous  trouverons 

/  I -^  =cos9Sin(o-  — 0o)  ^ +sin9Cos((T— 0o)^' 

2^  [  -^==cos9COs((T-9o)^  ~sin9  sin(CT-0o)^j 

d'où,  en  remplaçant  -^  par  cosç  -^  et  -^)  -7-  par  leurs  valeurs  (û?), 

l  -77  =  —  «''  sin(p  —  Qa)yy  coscp, 
(o)  /  '  ^ 


!  -^=— -^^'"COsCp  — 0o)  Wcoscp. 


Il  nous  reste  à  faire  connaître  une  expression  remarquable  donnée  par  Hansen 
pour  la  quantité  F.  On  tire  des  formules  (A) 

tanff(0  — 9— r)=  (cos9o+cas9)sin(o-  — 0o) 


(1  H-  coscpocos?)  cos(o-  —  60)  —  sincpoSin9' 
en  dififérentiant  et  réduisant,  il  vient 

dQ    '  ^r       [J  +  COS90COS9  —  sin9osin9cos(a  — 9o)]    (coscpo-^  COS9) -^ +sin9oSin(!T  — 0o)  ^ 
dt        dt  [i -H  COS90COS9  —  sin9oSin9  cos(o-— 0o)]^  ' 

il  y  a. un  facteur  commun  que  Ton  peut  supprimer;  on  peut  aussi  remplacer 


dt 
pt  il   Pn   rpcn  Ifp 

coscp  dt 


par -V-  et  il  en  résulte 

■T  rrkc  m    Ht 


dY       sincp  —  sincp„cos(cr  —  0n)    .       da         .  .    ,         r.  .  do 

^'  -di  = œ"^^ '^"  ^  ^  -  ^^"  ^»  ^^"  (^  -  ^«  )  i- 

Portons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  -^  et  -^  tirées  des  formules  (20) 
et  il  viendra,  après  réduction, 

XCOS9  -y-  —  [sm9  cos  (a—  ©o)  —  sin9o]  -5-  —  5109  sin(o-  —  do)  -7- 

ou  simplement,  en  vertu  des  relations  (k), 

^dP  dQ 

dT       ^  dt  dt 

(p)  — ,-  = • 

^'^  dt  XCOS9 
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Si  Ton  remplace  -^  et  ~  par  leurs  valeurs  (o),  on  trouve 

dr       /w',  Qsin(('  — 0J    -Pcos(i'— 0„)    „, 

-7-  ■=  — -  n  ■ /W, 

al         IX  X  ' 

OU  bien,  à  cause  de  la  relation  (/), 

Clt  [X       -x. 

Cette  expression  est  de  l'ordre  de  m-,  à  cause  des  deux  facteurs  —  et  ^;  il 

résulte  d'ailleurs  des  formules  (A)  que,  pour  /  =  o,  on  a  T  ==  o.  Donc  T  est  une 
très  petite  quantité  de  l'ordre  de  m"^  :  elle  est  aussi  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  inclinaisons.  On  pourra  écrire 

En  négligeant  m'\  cela  se  réduit  à 

206.  Voici  le  résumé  général  des  formules 


(A) 


d'-r  dç'        k-        m'  ,„^ 

dt'  dt-         /■-         p. 

d  (      dv\        m' 


(B)  h-^-'' 


dt 


(C) 


(D) 


m'    r' 
P=—   j     hr  w  cos,(fsin{f>  ~  dg)  dt, 

m'    r' 
Q  =:  —    /     hr ^  cos<^  cos{v— 9q)  dl, 

(  sincp  sin((7— 9o)  =^  P> 

i  sin9cos(o-— 9o)  —  sin9o  ~  Q, 


d(7 
dt 
COS9 
T.  -  1.  60 


(E)  6-e,=  1     -^dt, 

COS9 
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et 

(F)  s—Qsin{i'  —  0^)—Pcos{ç—e,), 

(G)  X  r=:  cos 9o (cos 9o  +  COS9)  —  Q  sin^oj 


/irs  „, 


W  clt, 


(H)  T=^'  r^ 

cosBsin(L  —  9o  —  T)  .~  cos9osin((^  —  Oq)  —  s  (  tangcpo+  ■ — -^ — V 

\  \^  oiu  XCOS90/ 

^  ]  cosBcos(L  —  ©0  — r)=  cos{v—9o) -f-s  -  , 


sinB  =:  sin9oSin((^  —  ôo)  4-5, 

formules  auxquelles  il  faudrait  joindre  celles  du  n^  203,  donnant  les  expressions 
de  S,  T  etW. 

M.  Périgaud,  dans  sa  Thèse  déjà  citée,  a  donné  une  démonstration  géomé- 
trique assez  simple  des  formules  (g)  et  (h).  On  pourra  aussi  consulter  sur  le 
même  sujet  une  Note  intéressante  de  M.  0.  Callandreau,  présentée  en  1878  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm,  Su/^  les  rapports  qui  existent  entre  les /né- 
thodes  de  Hansen  et  de  Laplace  pour  le  calcul  des  perturbations. 

Nous  avons  ainsi  présenté  d'une  manière  assez  complète  la  partie  géométrique, 
on  pourrait  dire  cinématique,  du  célèbre  Ouvrage  de  Hansen,  Auseinandersetzung 
einer  zweckmàssigen  Méthode  zur  Beî^echnung  der  ahsoluten  Stôrungen  der  kleinen 
Planeten.  Nous  avons  d'ailleurs  exposé,  chemin  faisant,  d'autres  parties  de  ce 
travail  dans  les  Chapitres  XII,  XV  et  XXVIII,  de  sorte  qu'il  nous  restera  relati- 
vement peu  de  chose  à  faire  pour  mettre  le  lecteur  au  courant  d'une  méthode 
importante,  présentant  de  nombreux  avantages,  pour  le  calcul  des  perturba- 
tions des  astéroïdes.  Cette  méthode  a  été  appliquée  déjà  par  plusieurs  astro- 
nomes et  notamment  par  M.  G.  Leveau,  qui  s'en  est  servi  pour  la  Théorie  de 
Vesta  {Annales  de  l' Observatoire  de  Paris ,  t.^^^tt^).  Nous  terminerons  ce  sujet 
dans  le  tome  III  de  cet  Ouvrage.  .^x^f'T^io^^-^ 

y^^    0^  rue    , JLA 

UNIVEBBITI  ) 
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